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1 Einfihrung in die Begriffe der
Quantenmechanik

1.1 Grundlagen der QM

Die Reihenfolge der Kurse in der theoretischen Physik entspricht in etwa der historischen

Entwicklung:
e Mechanik
e Elektrodynamik und Relativitdtstheorie
e Quantenmechanik

e Statistische Physik

Dies ist auch notwendig, da viele physikalische Begriffe nur aus der historischen Entwick-
lung heraus zu verstehen sind. Die klassische Physik (Ende 19. Jahrhundert) kann viele
heute bekannte Ph&nomene nicht einmal qualitativ erklaren, z.B.:
1. Atomphysik:
o Grofke und Stabilitdat der Atome
e Atomspektren: diskrete Spektren (scharfe Linien)
e Linienaufspaltung in el. und magn. Feldern
(Starkeffekt, Zeemaneffekt, WW von Licht mit Atomen)
2. Molekiilphysik:
e Spektren

e Chemsiche Bindungen: homéopolare Bindungen

3. Kernphysik:
e Spektren
o Kernreaktionen

e radioaktiver Zerfall

4. Elementarteilchenphysik:
e Streuung von Elementarteilchen

e radioaktiver Zerfall
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e WW von Strahlung und Elementarteilchen

5. Makroskopische Phanomene:

e Energieverteilung der Strahlung eines schwarzen Koérpers
(— Planck’sches Strahlungsgesetz)

e Kondensationsphidnomene
e Supraleitung
e Ferromagnetismus
Alle diese Phianomene lassen sich mit Quantentheorien quantitativ und qualitativ er-
kldren, zumindest im nicht relativistischen Bereich. Die relativistische Quantenmechanik

dagegen hat noch keinen Abschluss gefunden. Nachstehende Tabelle zeigt eine grobe Ein-
teilung der Quantentheorien (Quelle: Schwabl).

nichtrelativistisch relativistisch

Quantentheorie | Schrodingergleichung | Dirac-Gleichung

stabiler Teilchen (Fermionen)

Quantentheorie nichtrelativistische relativistische

von Erzeugungs- und Feldtheorie Feldtheorie
Vernichtungsprozzessen

Diese Vorlesung beschéftigt sich fast ausschlieflich mit der durch die Schrédingerglei-
chung beschriebenen Quantenmechanik. Oft ist die klass. Physik ein Grenzfall der allg.
QM, in dem das Planck’sche Wirkungsquantum

h
h=-—=1054-10"% Js
27

gegen Null geht. Allerdings gibt es auch eine Reihe von Situationen, in denen kein klas-
sisches Analogon existiert.

In der QM ist es notwendig gewisse Begriffe der klassischen Physik aufzugeben bzw. zu
erweitern, wie z.B. den Begriff der definierten Bahn eines Teilchens.

Die Axiome (Grundgesetze) der Quantenmechanik sind ebensowenig “ableitbar” wie etwa
die Newton’schen Bewegungsgleichungen der Mechanik oder die Maxwellgleichungen der
Elektrodynamik. Alle diese Gesetze sind von Menschen erdachte Modelle, die sich auf
gewissen Skalen empirisch bewahrt haben um die Welt zu beschreiben. Im Folgenden soll
dieser Modellbildungsprozess, also das “induktive” Auffinden der Gesetzmafigkeiten aus
exp. Beobachtungen und Plausibilitatsbetrachtungen, skizziert werden.

1.2 Die Quantennatur des Lichtes

In der klassischen Elektrodynamik wird das Licht als elektromagnetische Welle (Vek-
torfeld) beschrieben, z.B. eine ebene linear polarisierte Welle im Vakuum die sich in
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z-Richtung ausbreitet: £y = F, = By = B, = 0 und

Eyx—-B, o« A-cos(kz—wt)
— A-Re [ei(szwt)]

Charakteristische Bestimmungsgréfen dabei sind:
e Kreisfrequenz w = 2

o Wellenzahl k = 27
o k= (0;0;k)T

Sie sind durch w = ck verkniipft. Die Intensitit der Welle ist gegeben durch den Betrag
des Pointingvektors oc (E? 4 B?). Beliebige Strahlungsfelder kénnen durch lineare Super-
position solcher ebenen Wellen erhalten werden. Interferenz und Beugungserscheinungen
sind in diesem Rahmen zu erklaren.

Folgende Phianomene lassen sich aus der Wellennatur des Lichtes nicht erklaren:

Photoelektrischer Effekt

Bestrahlt man ein Metall mit monochromatischem Licht einer Frequenz w so stellt man
fest, dass es eine intensitdtsunabhéngige Frequenz wy,;, gibt ab der Elektronen aus dem
Festkorper herausgeschossen werden. Misst man die maximale kinetische Energie Fy,q,
dieser Elektronen, so ergibt sich fiir w > win folgender affinlinearer Zusammenhang:

Bpae(w) = hw — A

Die Abbildung 1.1 veranschaulicht den Versuchsaufbau und obige Relation graphisch.

monochromatisches
Licht
w ]
g

0 —1
T Wmin

g0 0@ 38 © o At
5 e e o A

o

ABBILDUNG 1.1: Photoeffekt: links: schematischer Aufbau des Experiments, rechts: Zu-
sammenhang ziwschen FE,,,, und w.

Deutung: e~ absorbieren Licht offensichtlich in Quanten (Photonen), dabei muss jedem
Elektron die Austrittsarbeit A zugefiihrt werden, woraus eine Minimalfrequenz wi;, o A
folgt. Damit lésst sich erkldren, dass einzig die Zahl der herausgeschlagenen Elektronen
flir w > Wy, monoton mit der Intensitit des Lichtes wéchst, wy,;, dagegen keine Funk-
tion der Intensitét ist.
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Compton Effekt
Streut man monochromatisches Licht der Wellenldnge A\g an freien e™, so kann man nach
der Streuung folgende Beobachtungen machen:

e Impulséinderung der e~

o Wellenldngenidnderung des Lichts

Abbildung 1.2 skizziert diesen Streuprozess und fithrt die im Folgenden verwendeten
Gréfsen ein.

ﬁel -
ABBILDUNG 1.2: Compton-Effekt

Unter dem Streuwinkel © erhélt man eine von A unabhéngige Wellenldngenénderung:
AX=X— X = A+ (1 —cos(0))

mit der Comptonwellenldnge A, = % ~ 2.3-107"?m. Ordnet man dem Lichtquant den

Impuls hk zu, so lasst sich obiges Ergebnis durch eine Impuls-Energiebilanz einfach be-
rechnen (siehe Ubung).

Hohlraumstrahlung

Ein Hohlraum, dessen Wéande die Temperatur T" haben, ist im thermischen Gleichgewicht
mit elektromagnetischer Strahlung erfiillt. Die spektrale Verteilung dieser Strahlung ist
durch

gegeben. Fiir festgehaltenes 7' ist der quantitative Verlauf von u(w,T') der Abbildung 1.3
zu entnehmen.
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u(®,T)

kpT ®
2.82kaL

ABBILDUNG 1.3: spektrale Verteilungsfunktion u(w,T’). Fiir kleine w ist die Funktion
proportional zu w?, fiir groke w gilt w o< e*.

1.3 Elektronenbeugung, Zustand, Zustandsfunktion,
statistische Deutung

Historisch hat de Broglie 1924 die Wellennatur von Elektronen postuliert, um die Bohr-
schen Quantisierungsbedingungen fiir das Elektron des Wasserstoffatoms zu deuten. Der
direkte Nachweis der Wellennatur gelang 1927 Davisson und Germer durch das berithmte
Beugungsexperiment mit Elektronen (siche Abbildung 1.4). Heute gehort die Elektronen-
und insbesondere die Neutronenbeugung zu den Standardmethoden der Strukturbestim-
mung.

U filarmnent scattering intensity

accelersting
arode v

detector

electran
bearn
o

_ 0 10 20 30 40 50 60 70 &0 30

riickel crystal scattering angle

[ DAVISSON-GERMER EXPERIMENT |

ABBILDUNG 1.4: Aufbau des Davisson-Germer Experimentes (Quelle:Internet).

Um die Verteilung aus Abbildung 1.3 deuten zu kénnen, versucht man das Elektron
durch ein Feld zu beschreiben, wobei man dhnlich dem Licht folgenden Zusammenhang
annimmt:

7= hk. (1.1)

Hierbei ist p’ der bereits klassisch bekannte Impuls und der Wellenvektor k die “neuartige”
Grofe. Ebenso wollen wir in Analogie zum Licht eine Zeitabhéngigkeit mit der Frequenz
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w annehmen, wobei

»?
gilt. Aus 1.2 und 1.1 folgt unmittelbar die von de Broglie 1924 postulierte Dispersions-

relation

hk?
w = o (1.3)
Desweiteren wollen wir vorldufig vereinfachend annehmen, dass das Teilchenfeld skalar ist,
im Gegensatz zu den vektoriellen Feldern bei der Beschreibung von Licht. Spéater werden
wir sehen, dass dies zu modifizieren ist (Spin). Eine Verallgemeinerung im Vergleich zum
elektromagnetischen Feld besteht darin, dass wir nicht fordern, dass das Feld reellwertig
ist. Dieses Feld wird auch als Wellenfunktion bezeichnet. Fiir den einfallenden Strahl
mit vorgegebenem Impuls p' lautet die Wellenfunktion

W (7, t) = Aet(Frwt), (1.4)

Bedeutung von ¥ (7,1)

Verringert man die Beobachtungszeit in obigem Versuch, so nimmt zundchst das Inten-
sitdtsmuster der gemessenen Elektronen global ab. Die Beugungsmuster bleiben vorerst
erhalten. Verringert man die Beobachtungszeit anschlieffend noch weiter, so wird das
Intensitdtsmuster immer “koérniger”. Im Detektor treten die Elektronen also als ganze
Teilchen auf. Dabei scheint jedes Elektron der selben Haufigkeitsverteilung zu gehor-
chen. Sie bilden also eine Gesamtheit identischer Teilchen im gleichen “Zustand” (e~ hat
Energie % und tritt durch den Kristall).

Deutung: Es gibt eine Wahrscheinlichkeit o (7, t) dF' , dass einzelne Teilchen (e™) am
Ort des Detektors im Flachenelement dF' zu beobachten. Wir nehmen an, dass fiir die
Wahrscheinlichkeitsdichte g (7, t) gilt:

o (Ft) = " (7 t) - W (7, t) = ¥ (7, t) |? (1.5)

Durch diese Annahmen, lassen sich die Muster erklaren: Fiir jedes einzelne e~ gibt es
eine Wahrscheinlichkeitsdichte an den Ort 7 zu gelangen. Erst wenn man viele e~ durch
den Kristall schickt, wird aus dem anfdnglichen Punktmuster eine Beugungsfigur, d.h.
eine Intensitatsverteilung.

Bemerkung;:

e Licht: Intensitéiit I, bestimmt durch Maxwellgl. mit I = §2? = (E x B)?
e QM : |¥|?, bestimmt durch Schrédingergleichung

Veranschaulichung des Superpositionsprinzip und der Interferenz am Beispiel
des Doppelspaltes
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pr(7t) = [ (7, 6)?

PN

pa(7,t) = [ha (7, 1)]?

-

AN

ABBILDUNG 1.5: Doppelspaltexperiment: links: Intensititsmuster bei Offnung je eines
Spalte; rechts: Intensitdtsmuster am Doppelspalt.

Das Intensitdtsmuster am Doppelspalt ergibt sich nicht aus der Summe der beiden
Einzelintensititen (vgl. Abb. 1.5). Dies zeigt eine einfache Rechnung:

o(Ft) = |w (7))
= |0 (7 t) + W (7, 1) |
= WU WU+ U+ U0
= o01+o02+ ¥V + V5 -]

Interferenzterm

1.4 Schrodingergleichung

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Bewegungsgleichung fiir die Zustandsfunktion ¥ (7, t) zu
erhalten. In der klassischen Mechanik wird ein Teilchen der Masse m in einem Potential
V(7) beschrieben durch die Hamiltonfunktion und deren Bewegungsgleichungen. Es gilt

P?
H(p. @) = £ 7).
(P, 7) 5 + V(7

mit der Energie F = H (P, 7).
Fir ein freies Teilchen lautet die Hamiltonfunktion
—p

p
Hy=—
0 2m

Wir suchen nun eine Gleichung fiir die Zustandsfunktion ¥ (7, ¢).
Fiir ein freies Teilchen soll nach 1.4 gelten:

(7, t) = Ae'(FT=71), (1.6)
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Leicht iiberpriift man die Giiltigkeit folgender Differentialgleichung:

0
maw (F,t) = EW (7,t) (1.7)
Desweiteren gilt:
ha\? oo o
(Z.V> W (7,t) = (0 + Py +p2) W (7,t) = W (1) . (1.8)
Kombiniert man die Gleichungen 1.7 und 1.8 und nutzt £ = %, so erhélt man die
Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen der Masse m:
1wt ("9 vy (1.9)
tha (rt) =51\~ 7t | .

Der Ubergang zur QM erfolgt somit aus dem sogenannten Korrespondenzprinzip.
Dabei ist der physikalischen Groéfse Impuls g der Differentialoperator %V zuzuordnen.
Der Energie wird der Differentialoperator ih% zugeordnet.

h -
Impuls p— =V
i

0

E ie B — ih—

nergie iho

Félschlicherweise konnte man nun auf die Idee kommen aus klassischen Relationen Opera-

toridentitédten fiir die QM herzuleiten. So darf man z.B. nicht aus der klassischen Energie-
2

Impuls-Beziehung fiir freie Teilchen £ = % die Operatoridentitat ih% = % =

—%62 schlutfolgern. Die Identitét ist nur nach Anwendung auf einen Zustand gegeben,

also

0 R - .
ih= ¥ (7, t) = —%v% (7, t) = HoW (7,1,
mit dem Hamiltonoperator Hy = —%62 = —%A, was uns wieder die Schrodingerglei-

chung 1.9 fiir ein freies Teilchen liefert. Wellengleichungen wie in 1.6 sind einfach(st)e
Losungen von 1.9. Ebenso sind Linearkombinationen verschiedener Wellen Lésungen von
1.9, da es sich um eine homogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
handelt.

Teilchen im Potential V' (7)
Die klassische Hamiltonfunktion eines Teilchens im Potential V'(7) ist gegeben durch:

2

P
H=>" .
5 T V()
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Auch in diesem Fall soll der Ubergang von der klassischen Hamiltonfunktion H zum
quantenmechanischen Hamiltonoperator H durchgefithrt werden. Wir folgern:

7 o

Mit V()W (7,t) = V(7) - W (7, t) ergibt sich die Schrodingergleichung fiir ein Teilchen der
Masse m im Potential V (7):

I ;
ihsW (78) = =5 AV (78) + V(P (7, 1) (1.10)

Schrodingergleichung im el. magn. Feld
Die Schrédingergleichung fiir ein Teilchen in einem elektromagnetischen Feld ergibt sich
nach dem Prinzip der minimalen Ankopplung. Als Resultat erhélt:

oﬁ—)ﬁ—%f_{
o F — FE—q¢

Dabei bezeichnet A das Vektorpotential, ¢ das el. Potential und ¢ die Ladung des Teil-
chens. Fiir die Schrédingergleichung ergibt sich in diesem Fall:

W (7 t) (1.11)

'hgu'/(*t)— 1 Eﬁfg/i'(*t) 2+ & (7, 1)
Z(')tr’_2mi cr’ aPATs

Schrédingergleichung fiir N Teilchen

Der quantenmechanische Zustand eines N-Teilchensystems soll durch die Wellenfunktion
W (7, ..., t) beschrieben werden. Dementsprechend ist o (77, ...7n, ) = |¥ (71, ...7 N, t) |2
die Wahrscheinlickeitsdichte Teilchen 1 am Ort 77, Teilchen 2 am Ort 73, ... zur Zeit ¢
anzutreffen.

Die klassische Hamiltonfunktion ist gegeben durch

-2
Pn v, )
n

N
H(p_i7 "'7p?\7»/r'_i7 ...,7’7\7) = Z
= 2m

In volliger Analogie zu einem Teilchen ergibt sich:

h - h 0 0 0
o (aaya

—

Pn — ), r‘ﬁ—)ﬁ}Vnzl..N

1

2
und damit folgt fiir den Hamiltonoperator H:

s TH)

1>

—

Ny
H = L Vv
;2mn+ (r
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Erklirung und Zusammenfassung:

Die Deutung der Zustandsfunktion ¥ haben wir schon im vorherigen Kapitel besprochen.
Physikalisch messbar ist ¥ nicht, sondern nur ¢ = ¥*¥. In diesem Kapitel haben wir die
sogenannte Schrodingergleichung

o N
h—W (7, t) = HY (T,
zhat (7, t) (7, 1)

und das jeweilige Aussehen des Hamiltonoperators H motiviert. Es sei nochmals erwihnt,
dass die Schrodingergleichung genau so wenig wie die Newtonschen Axiome hergeleitet
werden kann.

1.5 Einige Aussagen zur Schrédingergleichung
1. Der quantenmechanische Zustand bestimmt sich aus der Zustandsfunktion ¥ (7, t).

2. Kennen wir die Wellenfunktion zu einem Zeitpunkt to, also ¥ (7,t = tg), so ist
U (7, t) YVt >ty eindeutig durch die Schréodingergleichung

m%w (7,t) = HU (7,1) (1.12)

festgelegt (Kausalitat).

3. Wenn ¥ (7,t) und ¥, (7, t) Losungen der Schrodingergleichung sind, so ist es auch
U = a1¥1 + as¥s.

4. Deutung von |¥|? als Wahrscheinlichkeitsdichte:
Nur solche Funktionen ¥ (7, t) sind als eigentliche Zustandsfunktionen zuléssig, die
absolut quadratintegrabel sind, d.h. fiir die in n Dimensionen gilt:

/ d"ro* (PO (Ft)=c, 0<c¢< oo (1.13)

Da mit ¥ auch jedes Vielfaches a¥ Loésung der Schrédingergleichung ldsst sich ¢
zu einem bestimmten Zeitpunkt zu 1 festlegen. Dann ist o (7,t) = |¥ (7,t) |? die
Wahrscheinlichkeitsdichte. Diese Eigenschaft bleibt dann fiir alle Zeiten erhalten.
Das heifit es gilt:

0 o
at/Rnd ro(r,t) =0 (1.14)
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Beweis von 1.14:

3}

0
%Q<

mt) = E(W*(F,t)W(F,t))

= U+ Y

1 A 1 A
= —Pr(l-——= U - = ({-—=—= Ut v
(o) -m (e vv)

h
= ————{U"(AY) — (AU")W
S (W (AD) — (AT}
= N * (T =
= —v%{w (V&) — (V& )w} (1.15)
::j‘
Mit der Definition von
.k . .
| = — U (V) — (VU)o 1.1
J= g {0 (Vo) - (Vo) (1.16)
als Wahrscheinlichkeitsstromdichte lasst sich die Kontinuitatsgleichung
—o(Ft)+Vji=0 1.17
o (7 + V] (1.17)

formulieren. Integriert man in 1.15 iiber ein Volumen V, so erh&lt man

/Q’(F,t)d?’r = / Vi dr
14 1%
Gauss 2.9
w / jdF (1.18)
oV

Da ¥ (7,t) quadratintegrabel sein mufs gilt: ¥ (7, t) 2%, 0. Damit verschwindet auch

j im Unendlichen. Betrachtet man in 1.18 nun den Grenziibergang V' — R", so erhélt
man:

/ o (7, t)d"r =0,

da 7|8V V2R 0. Damit ist 1.14 gezeigt.

Anmerkung:

In 1.15 haben wir die zeitliche Ableitung von W (7, t) und ¥* (7, t) mittels der Schrédinger-
gleichung ersetzt. In Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes sind dementsprechend
die Impulsoperatoren ;5' durch ]3’ — %ff zu ersetzen. Dieser Term taucht dann folgerichtig
auch in der Definition von j auf.

Mit dem Begriff der Wahrscheinlichsdichte ist der Begriff des Mittelwertes verkniipft.

e Ortsmittel: < z >= [Lsd®r 2o (F,t) = [z d3r W* (7,t) 2¥ (7,t) Erwartungswert
der x-Koordinate, < y > und < z > analog.
baw. < 7 >= [ps d*rW* (F,t) 7 ¥ (7,t) als Erwartungswert von 7
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e Impulsmittel: Def.: < p>= [ d*r ¥* (1) %ﬁ@ (7,1)

Diese Definition ist plausibel, da daraus die klassische Beziechung < p >= m% < 7>
folgt.

Bewelis:

i<x> = i d3r:c / 3r x (7, 1)
dt T o(r o

= —/ dgrx V] / / d3r mg — / dr l‘gjz
R3 R3 a R3 0z
=0( part Int. iber y) = =0( part Int. iiber z)
oo oo r oo o
= —/ dz/ dy / dx x jx]
—o0 —o0 L/ —o0 Ox

part.Int. &0 o . 100 > . 3 .
= — dz dy I — dr j. | = d°r je
—00 —00 ~—— —o0 R3

| 7| — o0

| =0, wegen j——0

1.16 h 3 L 0 o _,
= d U —V — (=¥ )¥
2im Jgrs " { 0x (835 ) }
(o] o0 [ee]
— h {/ d3r tp*au?} —/ dz/ dy w*m‘?oo—/ dr v+ 2
2im R3 ox oo oo —_ J_ ox
h

0 1
= — | &Erv—v="=x<p, >
R3 Ox m

In volliger Analogie zeigt man die Relation in den anderen zwei Komponenten.
Weiter gilt das Ehrenfestsche Theorem:

d2

mos <Tr>=—-<VV > (1.19)
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Bewelis:

d( d d d s L hd

256G 3 ;hQ * ﬁ _ *ﬁ ;712 —
= /]Rgdr [((2mA+V>LU>a$W W@x 2mA+V v (7, t)

o) )
_ _ 3 * Y/
= = /Rs dr VO W — 0 (VW)

mehrere part. Int
= / d3r le*gy‘/ —U* (av) v — w*vﬁw
R3 ox ox ox

= —/ d*r (51/) Uy
R3 a@' ~~

e

- < (ﬁV) > (1.20)
xr

Die rdumlichen Mittelwerte verhalten sich also wie in der klassischen Mechanik. Obi-

ger Beweis und eine Verallgemeinerung des Theorems auf einen beliebigen hermiteschen

Operatoren A ist auch nachzulesen in Schwabl Kap 2.6.

1.6 Stationdre Zustinde und Eigenwertprobleme

Wenn H nicht von der Zeit abhéngt (z.B. H = 2% +V()), dann ist die Schrédingerglei-
chung separierbar, d.h. es existieren Losungen der Form ¥ (7,t) = ¢ (7) - x (¢).
Beweis durch Einsetzen des Ansatzes in die Schrodingergleichung:

A (e () x (1)) = b (o(7) - X (1)
& (He ) x (8) = ihe (7) - X (1)
V7, £ () 20AX(£)£0 Ho (7) . x (t)
= o hx(t) (1.21)

Die linke Seite von 1.21 héngt nur noch von 7 ab, die rechte dagegen nur von ¢. Damit
1.21 V7, t:@(F) # 0 A x(t) # 0 gelten kann, miissen die Seiten separat konstant sein.
Eine Einheitenanalyse zeigt, dass diese Konstante eine Energie ist. Also setzen wir:

Ho(7) _ o X ()
o I (1.22)

Aus 1.22 erhalten wir damit 2 Differentialgleichungen:
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e cine lineare gew6hnliche DGL erster Ordnung in der Zeit:

- B
15t

= x(t) xe”

e cine Eigenwertgleichung fiir den Operator H (meist partielle DGL):

Hyp = Egp (1.23)

Man erhélt also
~ [ — oy
U (7, t) =@ (F)e 'R (1.24)

als eine Losung des Problems. Aufféllig ist dabei, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte g
nicht mehr zeitabhéngig ist. Man erhhélt:

o(Fit) =lo (M |? (1.25)

Nun wollen wir fiir den Zustand aus 1.24 den Erwartungswert des Hamiltonoperators
bestimmen.

<H> = / d3r w* (7 t) HY (F,t)
R3

= [ e @eftpmei
R3 S——

Eo(7)
= F / dBr ot
R3
—_——
1 wegen Normierung
= E. (1.26)

Als Erwartungswert des Hamiltonoperators ergibt sich die Energie E. Die Gleichung
1.23 wird als station&dre Schrodingergleichung bezeichnet. Wegen der Linearitét des
Problems ist die allgemeine Losung des stationdren Problems also gegeben durch eine
Linearkombination von Eigenzustinden. Dabei sind folgende Unterscheidungen beziiglich
des Eigenwertspektrum von H zu erwihnen:

In allen Fillen gelte: Hpq = Eapa

o diskret und endlich (Anzahl N):

N
U (Ft) =Y capa (M e i (1.27)
a=1
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e diskret und unendlich:
V(R ) =Y capa (M e i (1.28)
a=1

e kontinuierlich:
W (7 t) = / da c(a)pq (7) et (1.29)

Bemerkungen:

e Es gibt Hamiltonoperatoren H, deren Spektrum in einem gewissen Energicintervall
diskret ist, und dariiber hinaus koninuierlich wird (z.B. Problem des endlich tiefen
Potentialtopfes).

e Die physikalische Einschrankung an die Eigenfunktionen ¢, ist, dass sie quadratin-
tegrabel sein miissen, d.h. ¢, € L?(R"). Im Allgemeinen haben nicht alle Lésungen
von 1.23 diese Eigenschaft, dass sie fiir |7] — oo stark genug abfallen.

Um eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation von ¥*¥ durchfiihren zu kénnen, mufs fiir
die Normierung obiger Linearkombinationen in 1.27 und 1.28 gelten )" cico = 1 bzw.
in 1.29 muss gelten [ da c*(a)c(a) = 1.

Mathematische Grundlagen

Unter einem Hilbertraum versteht man einen vollstdndigen Vektorraum V auf dem ein
Skalarprodukt (symmetrische positiv definite Bilinearform) < -|- > definiert ist. Dieses
Skalarprodukt induziert mittels ||z| := \/< x|z >, # € V eine Norm, welche wiederum
durch d(z,y) := ||z — y||, #, y € V eine Metrik induziert.

An dieser Stelle mochten wir einen solchen Hilbertraum genauer betrachten:

1. Die Menge L? der quadratintegrablen Funktionen M — C bilden zusammen mit
CR"
der Addition G(L?,+) eine abelsche Gruppe. Nimmt man jetzt noch den Kérper der
komplexen Zahlen K (T, +,-) hinzu und definiert die S-Multiplikation * : K x L% —
L? auf die iibliche Art und Weise, so erhilt man einen Vektoraum.

2. Auf diesem Vektorraum wollen wir ein Skalarprodukt definieren:

< flg>= /Md“r GG (1.30)

Leicht rechnet man folgende Eigenschaften nach:

1. Linearitét V a,b,c,d € C, f,g,h,k € L*:

<af +bglch+dk >=a*c < flh > 4+a*d < flk > +b*c < g|lh > +b*d < g|k >
2. Hermitizitét:
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< flg>*=<yglf >
3. Positivitét:
<flf>>0, <flf>=0&f=0

3. Weiter wollen wir die Norm definieren

11l := /< FIf > (1.31)

Auch hier rechnet man folgende Eigenschaften fiir f,g € L?, a € C mittels der
Definitionen einfach nach:

1. Positivitat:

1f1=0, [/l =0 f=0

2. Homogenitat:

lafll = lal- I £]

3. Dreiecksungleichung:
1+ gl < [I£lI-+llgll

4. Wie oben bereits erwdhnt erhélt man aus der Norm eine Metrik durch folgende
Definition:

d(f,g) = IIf -4l (1.32)

Leicht rechnet man die Eigenschaften einer Metrik nach:
Ld(f,9)=0&f=g

2. Symmetrie: d(f, g) = d(g, f)

3. Dreiecksungleichung: d(f,g) < d(f,h) + d(h,g)

Damit ist das “Basteln” unseres Hilbertraumes nahezu abgeschlossen. Beziiglich der Voll-
stindigkeit bliebe noch zu zeigen, dass jede in L? konvergente Funktionenfolge (f,,)nen
auch eine Cauchyfolge ist. Dies wollen wir ohne Beweis glauben. Die Riickrichtung obi-
ger Aussage gilt tibrigens immer: Jede Cauchyfolge konvergiert. Abschlieend sollen noch
zwei Eigenschaften des Hilbertraumes genannt werden:

1) Die Dimension von L? ist abzihlbar unendlich.

2) Schwarzsche Ungleichung: | < flg > |? << f|f > - < glg >

Diese mathematischen Grundlagen konnen u.a. in Kapitel 2 von Cohen-Tannoudji I nach-
gelesen werden.

Betrachtet man die (stationdre) Schrodingergleichung, so stellt man fest, dass der Ha-
miltonoperator H : L?> — L? linear ist, allgemein heifit ein Operator A linear, falls
gilt:

A(ag@l + bpg) = a/i(pl + bAgOg V a,beC, p1,02 € L? (1.33)

Definition:
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e Ein Operator A heilt adjungierter Operator zu A, falls fiir alle f,g € L? gilt:

< glAf >=< Atg|f > (1.34)
o A heift selbstadjungiert (hermitesch), falls gilt:

A= A" (1.35)
Beispiele:
e Seien fl, B zwei beliebige Operatoren, dann gilt: (AB’)+ = B’*/ﬁ, da
< g|ABf >=< Atg|Bf >=< BT ATg|f >

e Der Ortsoperator 7 ist selbstadjungiert, denn fiir beliebige f, g € L? gilt:

< g|faf >:/ dr g" ro f T“:E]R/ d'rrl g" f=<Ttag|f > firac{zy,z}

e Der Impulsoperator ﬁ' ist selbstadjungiert, denn fiir beliebige f, g € L? gilt:

<glaf> = [ avg (Sp) e (T2
n 1 0xq n 1 0Tq
S )
= /ndr (zf)xa) f=<pag|lf > firae{x,y,z}

Bemerkung zur Hermitizitdt bei Verkniipfung hermitescher Operatoren:
Es gelten folgende wichtige Aussagen:
e A hermitesch = A™ hermitesch mit n € N.

° fl, B hermitesch = A 4+ B hermitesch.

Daraus folgt, dass der Hamiltonoperator H = I_’Q —+V( :’) fiir potenzreihenentwickelbare
Potentiale V' hermitesch ist. Jedoch ist nicht Jede Verknupfung hermitescher Operatoren
erneut hermitesch. Dazu wollen wir das Produkt zweier hermitescher Operatoren A B
betrachten. Es gilt:

im Allg.

+ A,Bierm. BA 7é AR

(AB)* — B4

D.h. nur wenn die beiden Operatoren kommutieren, also AB = BA gilt, ist das Produkt
auch hermitesch. In der Quantenmechanik stellt sich die Frage nach der Kommutativitét
von Operatoren derart haufig, dass es sinnvoll ist einen weiteren Operator zu definieren,
den sogenannten Kommutator. Man definiert:

[4.5] = AB - BA (1.36)

Aussagen iiber hermitesche Operatoren:
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1. Das Eigenwertspektrum eines hermiteschen Operators A ist reellwertig.

Beweis: Sei ¢ Eigenvektor des hermiteschen Operators A zum Eigenwert \. Dann

gilt:
< fhp|g0 > = < g0|fl<p >
S <Al > = <plhp >
S N <ple> = A<plp>
S A = ) (1.37)

Aus 1.37 folgt, dass A reell sein mufs

2. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten eines hermiteschen Operators A ste-
hen senkrecht aufeinander.

Beweis: Sei @1, @2 Eigenvektoren mit Eigenwerten A\; # Ay des hermiteschen Ope-
rators A. Dann gilt:

<Api|lps> = < pi]dpy >
& < /\1g01|<,02 > = < <,01|)\2<P2 >
= )\1<g01|<,02> = /\2<901|802>
S M =X V <Q01|(,02 >=0
AN
=<pilp2> = 0

Schreibweise:

In der Quantenmechanik wird die Schreibweise < f \B lg > sehr hdufig verwendet. Sie ist
folgendermaRen zu lesen: Anwendung des Operators B auf g, bzw. das dazu dquivalente
Anwenden des Operators B+ auf f, also:

< f|Blg >:=< f|Bg >=< BT flg > (1.38)

DerA Erwartungsyvert eines Operators A im Zustand ¥ ist gegeben durch
< A >p:=< ¥|A|¥ >. Leicht zeigt man, dass Erwartungswerte hermitescher Operatoren
immer reell sind.
Beweis:
<A>y = <UIAW >=< U|A¥ >
= < AU >*=< P|ATY >*
A hermitesch

<UIAW > =< A >}, .

dh < A>p=< A >} = < A >y reell.
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Physikalische Messgroéfien werden mathematisch durch Operatoren dargestellt, z.B.
Impluls, Ort, Energie, Drehimpuls,... . Diese Operatoren miissen hermitesch sein, damit
der Erwartungswert reellwertig ist.

Ergo: Physikalische Messgrofe M,y ermitescher Operator

Wie bereits erwéhnt, gibt es neben einem diskreten Spektrum oft auch ein kontinu-
ierliches Spektrum eines hermiteschen Operators, oder es gibt sogar nur dieses. Als ein

solches Beispiel haben wir schon das freie Teilchen mit dem Hamiltonoperator H = f;
kennengelernt. Die zugehdrigen Eigenfunktionen o(7) = ae’*™ mit Eigenwert E = %

sind nicht normierbar. Im Gegensatz zu diskreten Bereichen sind die Eigenfunktionen im
Kontinuierlichen im Allgemeinen nicht normierbar (Erklarung spéter).

Die Eigenfunktionen ¢(7) der stationdren Schrédingergleichung (% +V(f')) p(F) =
Ep(7) sind zweimal stetig differenzierbar, falls das Potential V' stetig ist. Besitzt V'
eine Unstetigkeit an einer Stelle, so ist ¢(7) dort einmal stetig differenzierbar. Wird V'
unendlich, so bleibt ¢(7) zumindest stetig.

Merke:

©(7) (und damit o(7)) immer stetig

V(7)) (und damit j) evt. unstetig

1.7 Ein Teilchen im stuckweise konstanten Potential

X

ABBILDUNG 1.6: Stiickweise konstantes Potential in einer Raumdimension

In diesem Kapitel wird V(z) vereinfacht als stiickweise konstantes Potential in einer
Raumdimension betrachtet. In Ortsdarstellung lautet die stationére Schrodingerglei-
chung

2 2
= pla) + V(a)e(x) = Box).

Fir V(z) =V = const. folgt daraus dann:
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h? d?
- =(F — . 1.
A ele) = (B~ V) p(a) (1.39)
relle Zahl!

Diese gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung 1a8t sich nun einfach 16sen, wobei
man zwei Féalle unterscheidet:

() E-V >0:
Sei k := /(F — V)%T’;l Die Funktionen ¢4 (z) = e*** l16sen dann die DGL in
Gleichung 1.39.

B) E-V <0:
Sei k= /(V — E)2%. Die Losungen der DGL 1.39 lauten nun ¢ (z) = e*+7.

Die Losung fiir ein allgemeines stiickweise konstantes Potential besteht nun aus einer
Aneinanderreihung von Losungen der Art («) und ().

1.7.1 Teilchen im Eindimensionalen Kasten mit unendlich hohen Wanden

Als einfachstes Beispiel betrachten wir ein Teilchen in einem eindimensionalen Potenti-
alkasten mit unendlich hohen Wéanden. Das Potential lautet in diesem Fall

oo ,wenn x <0
V(z)=¢ 0 ,wenn 0<z<L . (1.40)
oo ,wenn x> L

g

0 L

X

ABBILDUNG 1.7: Unendlich tiefer Potentialtopf
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Die Wellenfunktion muft aufterhalb des Kastens verschwinden, da sonst der Energie-
erwartungswert divergiert. Wegen ihrer Stetigkeit gelten die Randbedingungen ¢(0) =
©(L) = 0. Im Intervall [0, L] lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung

: . h2k2
plx) = Cre™™ + Coe™ mit B=——. (1.41)

Aus den Randbedingungen erhélt man dann fiir x = 0 die Bezichung 0 = C} 4 Cs. Bei
x = L folgt mit C; = —Cs

0= (P(L) — Cl(eikL _ e*ikL)
= 2iCy sin(kL)

Da die Wellenfunktion im Potentialkasten nicht verschwinden soll, muss C7 # 0 sein.
Das Argument des Sinus muss daher ein ganzzahliges Vielfaches von 7 sein,d.h.

kL =nm mit n e NT.

Man definiert C' := 2iC und berechnet diese Normierungskonstante wie folgt:

L L 02 kL=nm
1= / dz|p(z)|* = 02/ dx sin®(kz) = k/ dy sin? y
0 0 0

nC? ”d .9 nC?*r  C2?L
= — sin“y = = —
K Jy UPYT T 2
2
=C=4/-
L
Mit k, = 7 und n = 1,2,3,. .. resultieren nun die Eigenfunktionen

on(z) = x/;isin(knx), (1.42)

welche stehende Wellen bilden (siehe auch Abbildung 1.8), und die dazugehéorigen
Energieeigenwerte

P i

- (1.43)

Damit lautet die Wellenfunktion fiir den Grundzustand

%w:¢}mﬁx (1.44)

sie ist knotenfrei.
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ABBILDUNG 1.8: Die ersten drei Wellenfunktionen des unendlich tiefen Potentialtopf
Mittelwerte:

Wenn man beachtet, dass ¢ reell ist, ergeben sich folgende Mittelwerte fiir Wahrschein-
lichkeitsstrom und Impuls:

I 0 0

J= g AV W — (5 W)} =0 (1.45)
Aih *a 77:1' 0 7h 2L7
<p>—z./dafs0 axso—z./dwamw— 27| =0 (1.46)

Der Potentialkasten wird nun verschoben. Die neue Ortskoordinate lautet 2’ = x — Z.

2
Damit ergibt sich der Ortserwartungswert zu:

(@) = / ® do 22 (x) = 0. (1.47)

|t

Das Integral verschwindet, da hier eine ungerade Funktion in symmetrischen Grenzen
integriert wird. Der Erwartungswert des Impulsoperators (p),, = 0 verschwindet wieder
mit dem gleichen Argument wie oben.

Als néchstes berechnen wir die Erwartungswerte von 2 und 42, wobei wir als Beispiel
den Grundzustand ¢g betrachten.

L
-2 2 22 2 L’ m
= d S
(%) /_gdx x° 7 cos (k1) 271_2( + 6)
L
2 [z 0? 72 h?
N 32 _
(p°) = 7 /_L dx cos(kiz)(—h )8.752 cos(kix) =...= 7
2

= AaAp = /]~ EPVEP) 5P = VI = b S 2k (148)

Diese Beziehung bezeichnet man als “Unschéirferelation” . Sie besagt, dass Ort und
Impuls eines Teilchens nicht gleichzeitig scharf mefsbar sind. Darum nennt man p und
Z auch komplementéire Grofen. Wenn & absolut scharf gemessen wird, wire Ax = 0.
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Damit wire Ap = lima, .0 & = oo absolut unscharf. Dies erkldrt auch, warum die
Grundzustandsenergie £ = ;ff;g > 0 ist, obwohl man klassisch eine Grundzustands-

energie von Egryng = 0 erwarten wiirde (Das Teilchen wiirde also auf dem Boden des
~2

Potentialtopfes liegen). Wire die Grundzustandsenergie E = % = %—;’j = 0, dann wiir-

de daraus Ax = oo folgen, was ein Widerspruch zu der Tatsache ist, dafs das Teilchen im

Potentialtopf eingesperrt ist (fiir immer und ewig).

1.7.2 Limes L — oo und freies Teilchen

Wir verschieben den Potentialkasten wieder nach z’/ = z — % Die Wellenfunktionen sind
gegeben durch

2 { cos(knz’) n=1,3,5,... (1.49)

N — —
onl7) = L\ sin(k,z’) n=24,6,...

Im Limes | — oo wird das Spektrum dicht und man kann dann auch zu den bekann-
ten laufenden Wellen ¢y (z) = e*** iibergehen. Das Spektrum ist jetzt kontinuierlich,
die Eigenfunktionen sind nicht normierbar: Man spricht daher von uneigentlichen Ei-
genfunktionen. Dies ist typisch fiir kontinuierliche Spektren. Die Mathematiker kénnen
kontinuierliche Spektren im Rahmen des Hilbertraumes durch die Spektralschar beschrei-
ben.

1.7.3 Teilchen im /-Potential

—€0E€ X

ABBILDUNG 1.9: Deltapotential
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Wir betrachten in diesem Abschnitt ein Teilchen im d-Potential V(z) = ad(x), wobei wir
die Félle £ > 0 und F < 0 unterscheiden werden. Das Potential ist in Abbildung 1.9
dargestellt. Die stationédre Schrédingergleichung lautet dann:

n? 92

—%ﬁtp—l—aé(az)@: Eo (150)

Wir integrieren nun in einer kleinen e-Umgebung von 4.

€

€ h2 32
lim [ dx <—2mang0(x) + a6(:c)g0(:1:)> =lim [ dxFEp(z)

e—0 e e—0 e
R 0 0
——{=—p(0") — ——p(0~ 0)=0
{5 9(0%) = 2 p(07)} + ag(0)
d 0% 2ma
d.r l’lgo(x) o h2 ( )
Hierbei ist zu beachten, dass ¢(x) bei z = 0 stetig ist.
() E>0
In diesem Fall ergeben sich die stationiren Losungen zu ¢ = e** mit F = h; T}f,

wobei k£ > 0. Dann wird folgender Ansatz gemacht: Im Gebiet z < 0 betrachten
wir eine einlaufende Welle, die an der Potentialbarriere teilweise reflektiert wird
und zum Teil “hindurchtunnelt”. Rechts von der Barriere befindet sich nur der
transmittierte Teil der Welle.

e <0 (,0(.%‘) — eikx +T€7ikx
o x> 0: p(x) = teh®
Wegen der Stetigkeit bei £ = 0 muss auferdem 1+ r = ¢ gelten. Damit ergibt sich

o+

d d d ’ <
4 — 2 ik In(t | [zkzz —zkm}
T nngi da:[z T+ n()]0+ oo n e +re .~
ike® — rike 1—r 2ma
=tk— ——— =tk (1— = =: 2k 1.52
! eV + ref ! < 1+ 7") h? 0 (1.52)
—_—
—2r
Mit 1 4+ r =t und Gleichung 1.52 folgt dann
ko
T =
ik — ko
ik
t=— (1.53)

ik — ko
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Die Koeffizienten kénnen dabei wie folgt interpretiert werden: R = [r?| ist die
Refletionswahrscheinlichkeit, mit der das Teilchen an dem Deltapotential reflektiert
wird und T' = [¢?] ist die Tunnelwahrscheinlichkeit, mit welcher das Teilchen durch
die Barriere hindurchtunnelt. Die Summe aus Reflektionswahrscheinlichkeit und
Transmissionswahrscheinlichkeit ergibt sich natiirlich zu eins. R+ T =1

B — e

—€0E X

ABBILDUNG 1.10: Reflektion und Transmission am Deltapotential

E <0

. L i L h2p2 -
Die stationiiren Losungen lauten nun ¢ oc €™ mit % = —F = |E|. Damit ist

£ > 0. Um beschrankte Losungen zu erhalten, setzt man im Bereich x > 0 die
Wellenfunktion ¢ mit Ce™* und im Bereich < 0 mit C_e™* an.

ABBILDUNG 1.11: Wellenfunktion fiir ein Teilchen im Deltapotential

Aus Stetigkeitsgriinden gilt bei x = 0 dann Cy = C_. Zusammen mit Gleichung
1.51 erhélt man dann:

d d d
ﬁlncp(x) T @{ln0+ — Kx} o - @{ln C_ + kx} o~
_ gL ma (1.54)



30 KAPITEL 1. EINFUHRUNG IN DIE BEGRIFFE DER QUANTENMECHANIK

Damit folgt direkt, dass a < 0 sein muss. Wir haben hier also ein anziehendes
Potential, in welchem es nur einen gebundenen Zustand gibt. Dieser ist normierbar.

1.7.4 Streuung an einem beliebigen lokalisierten Potential

V(x)

T T > X
0 0
Die Streuzusténde sind Losungen der Differentialgleichung

2
L@V @) = B

& (hd2+V(x)E>so(x) = 0.

Dabei ist das Verhalten der Losungen fiir £ > 0 aufserhalb des Potentials gegeben
durch:

etk 4 ope= kT < fy
()Ok (I) = teik.r T > EQ

Seien nun ¢; und @9 Losungen zum selben Eigenwert E. Dann gilt:

w2Dp1 —p1Dps = 0
d2 d?
PaosP1 T PLggPe = 0
d d d
Ir <<P2d$@1 - 901dx<P2> = 0
d d

il _ el = C
SDdeﬂm <,01dx802

det ( ;02 dwl ) = C .
P2 ¥l

Wronskideterminante W
Mit o1 = ¢ und ¢ = @ erhdlt man fiir die Wronskideterminante auferhalb des
Potentials:

Wo— 275k: (1 S Iril?)  z <t
2ik|tx x >l
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Wegen W =const folgt V k # 0 |ri|> + |tx|> =| Ry + T = 1

1.7.5 Endlich tiefer Potentialtopf

y(x)

A

1. £ >0

Die Wellenvektoren k und & sind iiber
h2k2 h2k2
— =F=—-V
2m 2m 0

Mit dem Energiceigenwert E verkniipft. Fiir die Wellenfunktion machen wir folgenden
Ansatz:
e 4 ppeTihe x <0
p(x) =1 aeth® +be=kr 2 e0,( (1.55)
tpethe x>/

Aus der Stetigkeit von ¢ (z) und %Lp () an den Stellen z = 0 und = = ¢ ergeben sich
die vier Bedingungen

1+, = a+bd (1.56)
ik(1—r) = ik(a—0) (1.57)
a4 pem M = g etk (1.58)
iktye™ = ik (aei“ - be—i“) (1.59)

Sei £ = % < 1. Dann folgt fiir die Gleichungen 1.56-1.59:
1+r, = a-+b (
E(L—ry) = a—b (

ac'®t 4 e~k = trettt (1.62
(

aeik@ _ be—ik@ _ tké-eikf
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Division von 1.63 durch £ und anschlieffende Subtraktion von 1.62 liefert:

—~— —~—
1+ry E(1—rk)
i_ Ccos (l%ﬁ) w - Eisin (l%ﬂ) w =0 (1.64)
E(1—ry) L7y
Umstellen von 1.64 liefert:
)
2 cos (M) —1 (% + &) sin (kﬁ)
Fiir die Transmissionsamplitude gilt daher:
L6s L_¢) sin? (ke
s (=) (i)
T =1 Il 51 4 cos? l%f) + (%2 sin? (l%f)) - (1.6
Man erhélt:
T, = L (1.67)
(1o

Man erkennt, dass die Transmission nicht, wie eventuell erwartet, mit dem Betrag des
Wellenvektors anwiichst, sondern Resonanzen aufweist. Nur fiir k¢ = nr passiert die
komplette Welle das Potential. In Abbildung 1.12 ist T} fiir verschiedene Werte von &
aufgetragen.
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ABBILDUNG 1.12: Transmissionsamplitude T}, fiir verschiedene Werte von &

Die Streuresonanzen entsprechen den Energieeigenwerten des unendlich tiefen Topfes

2. E<0Ound E > -V

Hier empfiehlt es sich, das Koordinatensystem in die “Topfmitte” zu legen, also:

_ _VO T e [_%7 g]
Vi) = { 0 sonst

Die stationére Schrédingergleichung nimmt damit folgende Gestalt an:

2 2m (—E 14

%cp(x) = k% (x) mit K = % fur |x| > B (1.68)
und

2 V2m (B +V; ¢

%gp(x) = k20 (z) mit k = M fir || < 5 (1.69)
Fiir die Losungen wollen wir einen Ansatz in geraden und ungeraden Funktionen durch-
fiihren:
Acos (kx) |z| < %
1. gerade Losungen: ¢ (z) =< e "% x> i

KT _ZL
(& < )

Asin (kz) |z < %

2. ungerade Losungen: ¢ () = ¢ e "* x> 5
ef® r < *%
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Die Stetigkeitsbedingungen bei x = :I:% fithren fiir den geraden Ansatz 1 zu den Glei-

chungen
kt
A cos (2) = N3 (1.70)
Ak sin (?) = re "3 (1.71)
Division von 1.71 und 1.70 liefert:
kt K
t — | = 1.72
an ( 5 > ’ ( )
Definieren wir ¢ := \/2mVO%7 so gilt:
¢% — (kl)? = (kt)? (1.73)
Auflosen von 1.73 nach s und Einsetzen in 1.72 liefert:
ke 2 — (ke)?
t — = 1.74
an ( 5 > 7 (1.74)

Die Loésungen von 1.74 determinieren die erlaubten Wellenvektoren im Inneren des Po-
tentialtopfes und damit auch x und die erlaubten Energiewerte. Allerdings kann man die
Losungen nicht analytisch finden. Mittels geschickter Fixpunktiterationen und (im Not-
fall) Bisektionsverfahren kann man sie dennoch beliebig genau bestimmen. Abbildung
1.13 zeigt Losungen von 1.74 fiir verschiedene Werte von (.

TT \‘
6l \ tan(kl/2) ———
\ =5 ——
s | =10
\ E=15 ——
4 .
3 .
2 .
1 .
0 : . : . :
7T 27 3n 47 Sn

kl

ABBILDUNG 1.13: In Farbe ist die rechte Seite von 1.74 fiir verschiedene Werte von (
dargestellt. Die Schnittstellen mit tan (%) sind die Losungen von 1.74
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Man erkennt, dass die Zahl der erlaubten Wellenvektoren bestimmt ist durch n, =

2
[%1 Dementsprechend gibt es genau so viele Energiewerte £ = —Vj + (Z%

Fiir den ungeraden Ansatz 2 lauten die Stetigkeitsbedingungen:

Asin (M> = "3
2
Ak cos <kj> = —/@e*'fé

Teilt man 1.76 durch 1.75 und nutzt die Definition von (, so erhélt man

(R _ VG R
()

(1.75)

(1.76)

(1.77)

Auch diese Gleichung lésst sich nicht analytisch rechnen. Abbildung 1.14 zeigt Losungen

von 1.77 fiir verschiedene Werte von (.

T
6l \ —cot(kl/2) ——
\\ =5 ——
s | =10
\ g=15 ——
\
4t
3 .
2__
1 .
0 1 T 1 T I
7T 27 3n 4w 57
kI

ABBILDUNG 1.14: In Farbe ist die rechte Seite von 1.77 fiir verschiedene Werte von (
dargestellt. Die Schnittstellen mit — cot (%) sind die Ldsungen von

1.77

Man erkennt, dass auch hier die Zahl n,, der erlaubten Wellenvektoren endlich ist und

eindeutig durch

T(2n, —1) < (<7 (2n, +1)

(1.78)
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bestimmt wird. Auf das Bestimmen der kompletten normierten geraden und ungeraden
Eigenfunktionen soll an dieser Stelle verzichtet werden, da dies mittlerweile Standard-
wissen sein sollte. Vielmehr wollen wir an dieser Stelle noch mal kurz festhalten, was wir
herausgefunden haben: Die Anzahl der gebundenen Zustinde n = n, + ny ist endlich
und wéchst mit der Tiefe des Potentialtopfes. Der Grundzustand hat gerade Symmetrie,
danach geht es alternierend weiter. Im Detail:

Zustand k¢ | Symmetrie

GZ [0, 7] 1
l.an Z. | [m,2n] -1
2.an Z. | [2m, 37| 1
3.an Z. | [3m,4n| -1
n.an Z. | [nm, (| (-1)"

1.7.6 Potentialwall

\J
X

(% weld
Vi) = { 0 sonst

1. £ >V

Dies entspricht im Wesentlichen dem Fall 1 im oberen Abschnitt mit Vj — —Vp, d.h. es

gilt jetzt & = ,/E%VO >1lund T = m Analog zu obigem Fall gibt es auch
1+(2-¢) =)

hier fiir grofe Vy (E > E — Vp, £ > 1) scharfe Resonanzen fiir k¢ = nr.

2. 0< E <V

Dies entspricht auch dem Fall 1 in obigem Beispiel mit k rein imaginar:
k =ik, k> 0und £ = in, 77:1/%—}3]5
Daraus resultiert folgende Tunnelwahrscheinlichkeit:
1
T = o e~ 2t (1.79)

2 . .2
1 h*(kf)
1+<5+n)§lfl
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1.8 Der harmonische Oszillator

Unter einem harmonischen Potential versteht man ein Potential der Form V (#) = ¢ - |2
mit ¢ € R*. Potentiale dieser Art kommen in physikalischen Modellen #uRerst hiufig
vor. In der klassischen Physik sind sie iiber die Relation F' = —VV direkt mit einer

linearen Kraft verkniipft. Fiir das Folgende ist es clever ein w := 1/% abhéngig von der

Teilchenmasse m und dem Proportionalititsfaktor ¢ einzufiihren, so dass das Potential
die Gestalt V() = Zw?|7]* bekommt. Fiir den Hamiltonoperator eines Teilchens der
Masse m ergibt sich damit in einer Dimension:
/\2 2
H="" + . 1.80

Fiir die stationére Schrédingergleichung folgt dann:

K2 d2 m

—5 -7 (@) + Guitte (@) = Be()
1 /mw 4 h d2 _FE
2<nx ‘mwdxa)“’(x) = @

(o - B om

Setze: b := % (g + a%) und fiir den adj. Operator b = % (% — a%)

Leicht rechnet man nach, dass b+ wirklich der zu b adjungierte Operator ist:
. o0 [ 1 [z d
b = d = —
<tho> = [ fr 5 (Srag)d
&0 (1 =z o 1 d
dr |— dr |—f*" a—
/. o ar o) [ |5 e
IR ol R =Sy B [ C9T)
= T |— —a« o — T —a ||l —
B I o Vg AV A

=0
o _
/ dx
—0Q L

1 [z d N
ﬂ(a_ad:c>f}g]
= <bflg>

Sei f (z) nun eine beliebige Funktion. Es gilt:

bt f () = ;<x+a;i) <Zf—a;;f>
1 d d d?
= G (Br-eprereagi-ati)
2 2
] ;(;_QQ;xz)f+;f .
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R 1/=x d x d
1 (22, d d . o, d
= 3 (Gfregt -1 i)
1 [ 2? d? 1
= (o) (59
PRI (bt - 01) £ (@) = f(2) = BT —bTh=| [B5Y] =1 (1.84)

1.84 erhélt man im Wesentlichen, indem man die Kommutatorregeln fiir £ und p nutzt:

o [pd] =

denn
nn I d z
+ — |z 2 a2
{b’b} B 2[a+adx’a adx}
_Mfaid i
2« ahp’oz ozhp
17 .. . C
= 33 ([p,2] = [2,p]) = 1
Jetzt wollen wir die DGL
a1 E
+ 1L _
(b b+2>g0(x) hwap(x) (1.85)

betrachten. Durch explizites Einsetzen der Operatoren b und b rechnet man (mittels
Produktregel) schnell nach, dass es sich dabei um unser urspriingliches Problem, namlich
die DGL 1.81, handelt. 1.85 lasst sich zu der Eigenwertgleichung

N E 1

bb =A itA=——= 1.86
o (@) = Mg (x) mit A= - — 2 (1.86)

IR SNt~ s R

umschreiben. Dabei ist der Operator b™b hermitesch, denn (btb) = b+ (b")" = bT0.
Aufierdem kann man durch folgende Betrachtung zeigen, dass alle Eigenwerte von 1.86
nicht nur reell sind (wegen Hermitizitéit), sondern sogar nicht negativ sein kénnen. Um
dies zu zeigen, sei nun ¢ normierter Eigenzustand von b™b zum Eigenwert \. Dann gilt:

EV cig
A=A <glp> =< plhp > =" < plbthlp >
————
=1 wegen Normiertheit
~ ~ o ~
= < bylby >:/ dz |byp|?
—0o0

v

0 (1.87)



1.8. DER HARMONISCHE OSZILLATOR 39

Als nichstes wollen wir eine wichtige Eigenschaft des Operators b herleiten, dazu sei %
weiterhin normierter Eigenzustand von b™b zum Eigenwert \. Es gilt:

b — bitho B4 0t b — (Bt 7,
Moo = bbtbp 221 Bt bp — (b b+]1) by (1.88)
=g btb+1

Aus der linken und rechten Seite von 1.88 kann man die Gleichung
bth (iw) = (A —1)by (1.89)

folgern. Man erkennt eine Eigenwertgleichung fiir den Zustand l;ga. Aus dem Eigenzustand
¢ zum Eigenwert A\ erhalten wir also offensichtlich mit by einen weiteren Eigenzustand

von btb zum Eigenwert A — 1. Sukzessives Anwenden von b (5@, ?)2% ?)330, ) liefert

also immer neue Eigenzustdnde mit immer kleiner werdenden Eigenwerten. Andererseits
wissen wir aus 1.87, dass alle Eigenwerte von b*b nicht negativ sind. Also muf es offen-
sichtlich einen Eigen(grund)zustand ¢ geben mit

6900 =0
= bthpo = b (beo) =0 = [ = 0] (1.90)

Diesen Zustand g (x) wollen wir jetzt berechnen:

bpo = 0

1 T d

ﬁ <a+adac> 4,00(%) =0

d _ 122
00 (@) =~ 50 (1) = go(e) o eHE

Fir den normierten Grundzustand erhalt man:
1 _1az2
po () = aﬁe 202 (1.91)

In volliger AAnalogie zur Herleitung von 1.89 mittels 1.88 kann man die Wirkung des
Operators b™ auf einen Eigenzustand berechnen. Man erhélt:

b+h (Bw) = (A +1)bty (1.92)

Hier erkennt man eine Eigenwertgleichung fiir den Zustand bt . Aus dem Eigenzustand
¢ zum Eigenwert A erhalten wir also mit 5*@ einen weiteren Eigenzustand von b*b zum
Eigenwert A+ 1. Sukzessives Anwenden von bt (lA)"’gp, b2, Z)+3gp, ) liefert also immer
neue Eigenzustinde mit immer grofer werdenden Eigenwerten. Im Gegensatz zu obiger
Betrachtung mit bist dieser Prozess nicht nach “oben beschrinkt”. Indiziert man die durch
den Operator bt erzeugten Eigenzustéinde von btb mit der Haufigkeit der Anwendung
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von bt auf den Grundzustand, so erkennt man, dass zur n-ten Eigenfunktion ¢, der
Eigenwert A, = n gehort, in Formeln:

b b, = ney | mit @, o< b g (1.93)

Mittels 1.86 finden wir die Losung fiir unser urspriingliches Problem:

. 1
Hy, = E,p, mit E, = hw <n + 2> (1.94)

An dieser Stelle ist es evt. sinnvoll, das bisherige Kapitel kurz zu resiimieren, um den
Uberblick nicht zu verlieren. Begonnen haben wir mit dem Aufstellen der Schrédin-
gerglelchung des harmonischen Oszillators in Ortsdarstellung Anschliefend wurden die
Operatoren b und der dazu adjungierte Operator bt definiert. Mittels dieser Operatoren
lies sich die Schrodingergleichung zu einem Eigenwertproblem fiir den hermiteschen Ope-
rator bTb transformieren. Wir nutzten die Kommutatoreigenschaften von b und bt um
aus dem Wissen iiber einen Eigenzustand von b*b unendlich viele weitere Eigenzustéinde
zu “basteln” und die zugehorigen Eigenwerte zu bestimmen. Mit obiger Indizierung wissen
wir fiir die Wirkung von b und b* auf normierte Eigenzustéinde ¢, bisher folgendes:

L. by X Pn_1

2. % on o Pnt

3. btbo, = nen
Mit 3. lassen sich die Proportionalitatskonstanten aus 1. und 2. einfach bestimmen:
12

|3gpn = < Bnpﬂi)cpn >=< npn|l;+ls\apn >=n < puplpn >=n (1.95)
2 - 2 fo 1.84 ey
7 0nl? = <0 nlbTon >=< @n|bbT |on > = < @p|bTb+ 1|, >

= (n+1)<pplpn>=n+1 (1.96)

Mit 1.95 und 1.96 folgt:

bon = V/npn_1|¥n € N* (1.97)
=vn+1lpp1|VneN (1.98)

Aus dem Bisherigen kénnen wir noch nicht wissen, ob wir damit alle Eigenzustéande von
b*b und damit alle Eigenzustinde von H gefunden haben. Aber dem ist so. Dass es alle
sind, kann man recht schnell in einem Wlderspruchsbewels zeigen (siehe Schwabl Kap.

3). Aufgrund seiner Wirkung wird der Operator b auch Absteiger und der Operator bt
auch Aufsteiger genannt. Mit 1.98 lasst sich jeder normierte Eigenzustand ¢, schreiben
als:

1

o= (b7)" vo (1.99)
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Da das Eigenwertspektrum nicht entartet ist und H hermitesch ist, gilt die Orthogona-
litatsrelation:

< @mlon >= nm (1.100)
Die Menge {¢n},,cn ist eine vollsténdige normierte Orthogonalbasis des Hilbertraums.
An dieser Stelle soll noch einmal auf die explizite Darstellung der Wellenfunktionen

¢ (x) zuriickgekommen werden. Dazu betrachten wir die Wirkung von b* auf eine belie-
bige Funktion f

. 1 [z d a =22 d _a?
bt f = ﬁ <a _ adx> f= _E €2a e (e 2a f) (1.101)

Das letzte “=" rechnet man mittels Produktregel schnell nach. Per Induktion kann man
zeigen, dass

<B+)nf: (\_/g eiar < di (e wf) (1.102)

)
S (o) = 1>n (add) o (1.103)

Definition: Hermite-Polynome: H,(z) = (—1)" ¢*’ (i)n e’

Hy(x) = 1

Hi(x) = 2z

Hy(x) = 42?2
H3(z) = 82%—12z

1 T\ —a?
()= —— H, (—) ez 1.104
on (7) o] . ( )

In Abbildung 1.15 sind die ersten vier Zustandsfunktionen, die daraus resultierende Wahr-
scheinlichkeitsdichten und das zugehorige Energiespektrum graphisch dargestellt.
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

ABBILDUNG 1.15: links: Eigenfunktionen der ersten vier Zustédnde des harmonsischen
Ostzillators. Man erkennt eine wechselnde Paritdt von symmetrischen
und antisymmetrischen Zustédnden; rechts: zugehorige Wahrschein-
lichkeitsdichte, alle g,, besitzen die Achsensymmetrie des Potentials;
unten: Energiespektrum der ersten vier Zustidnde des harmonischen
Oszillators.

Im klassischen Fall kann das Teilchen alle Energiewerte £ > 0 annehmen. Die maxi-

mal mogliche Auslenkung des Teilchens erhilt man aus dem Ansatz E = % + %w%gz
Tmazr = 73152, d.h die Teilchenbewegung ist auf das Intervall [—Zmaz; Tmaz| €inge-
schrankt

Dagegen haben wir gezeigt, dass im quantenmechanischen Fall nur diskrete Energiewerte
E, =hw (n + %) , n € N moglich sind. Aber fiir fast alle (d.h.: alle bis auf endlich viele,
hier: n Nullstellen des Hermitepolynoms n-ten Grades) x € R existiert eine Wahrschein-
lichkeitsdichte grofer 0.

Anmerkungen zum harmonischen Oszillator in mehreren Dimensionen:
Beispielhaft fiir den harmonischen Oszillator in N Dimensionen soll hier kurz der har-
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monische Oszillator in zwei Dimensionen betrachtet werden. Der Schritt in alle hoheren
Dimensionen erfolgt absolut analog. Betrachte:

Z9
2 p m . m oo .
H =g+ Jwit’ + Swiy” (1.105)
Leicht rechnet man nach, dass
Crn (,9) = 100 (2) - 200, (y) (1.106)

eine Eigenfunktion von 1.105 zum Eigenwert E, |+ = hw; (n + %) + hws (n/ + %) ist . Die
vorderen Indizes in 1.106 beziehen sich dabei auf die unterschiedlichen w. Fiir den Fall
des isotropen harmonischen Oszillators (w; = ws) sind damit aufer dem Grundzustand
alle Energieeigenwerte entartet. Fiir w; # wo existieren nur fiir den Fall 5—; € QQ entartete
Eigenwerte. Fiir hohere Dimensionen ergeben sich die Eigenfunktionen analog zu 1.106.

Bezeichnet {¢,} eine VONB des Hilbertraumes, so ist ein beliebiger Operator A schon
dadurch eindeutig bestimmt, wenn man alle moglichen Skalarprodukte < ¢, |A|py, >
kennt. Daher definieren wir das Matrizelement Ay, fiir einen beliebigen Operator A als:

Apm =< ©n|Alpm > (1.107)

Beispiele: fiir die Operatoren bt und b gilt in der Basis obiger Eigenfunktionen:

d ?)‘Pn = \/ﬁSon—l = < ‘Pn|6|9‘7m >= 5n,m—1\/m

m—r

c oo
O O =
o%o
2
-%oo

o bton = v+ Lonit = < @nlblom >= Snm+1vVm + 1

m—

bzw. bt = ny

0

0
V2

0

S O = O

0

0

0
V3

° 5+B<pn =np, = < gon\?ﬁ?)kpm >= 0pmm
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bzw. btb = n,

coc oo
oo~ o
oo o3
w o oo

o bt = (n+1)on = < onlbbT|om >= Gpm (m +1)

m—
1 000
0 200

bzw. bbT =, [0 0 3 0
0 0 0 4

1.9 Die Impulsdarstellung

Bisher haben wir uns im Wesentlichen darauf beschrankt, die Schrédingergleichung und
die damit verbundenen Operatoren in Ortsdarstellung zu diskutieren. Oft ist es jedoch
zweckméafig bzw. notwendig einen Basiswechsel durchzufiihren. In diesem Kapitel wollen
wir uns deshalb mit der Impulsdarstellung vertraut machen.

Fiir jede quadratintegrable Funktion f (¥) existiert die Fouriertransformierte:

f(E) _ n/ dr e REf (7) | (1.108)
2 Jr

sowie die dazu inverse Abbildung:

F(7) = (2;)3 / 'k eike f (E) (1.109)

Dabei ist auch f (E) quadratintegrabel und es gilt die Normerhaltung, d.h.

/n HF (F) P = /]R d"r|f (@) (1.110)

Ursache fiir diese Normerhaltung ist die Tatsache, dass es sich bei der Fouriertrafo um
eine unitare Abbildung handelt. Dies soll in nachfolgender Rechnung gezeigt werden.
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Die Fouriertrafo wird dabei mit U/ bezeichnet.

<fllg> = </l >—/nd”k 7 (E) ! /nd”r e~ (7)

dhO+f = Vjie_1 /ndnkeiﬁf‘f(z;)zﬁ—lf

Also: .

Damit ist die Fouriertransformation eine unitére Abbildung.

Die Dirac’sche §—Distribution in einer Dimension:

An dieser Stelle wollen wir die mathematisch exakte Beschreibung der d-Distribution als
stetiges lineares Funktional auf einem Funktionenraum 6, [f(x)] = f(xo) nicht weiter
betrachten (siehe u.a. Messiah), und die d—Distribution vielmehr als Grenzfall einer
stetigen Funktionenfolge (f,)nen mit folgenden Eigenschaften sehen:

D) lim fo(a) =0Vr#0
I

Daraus ergeben sich folgende Eigenschaften der d—Distribution:
1) d(x)=0fiirz+#0
o0
2) / dx 6(z) =1

—00
(o]
3 [ do oo - a)f() = fla)
Wir wollen uns nun der Fourierdarstellung der d—Distribution zuwenden. Dazu setzen
wir 1.108 in 1.109 ein und erhalten:

1 +

T _L > r tkx - o +eo - o ik(z—z')
f@ == [ @t = [ ak [ g

Foo 1 [ , /
— / dxlf(xl) _ / dk elk({ﬂ—z )
o0 27T —0o0

= §(z—2z')

= /+OO dr' f(2') 6(x — a')

—0oQ

= f(=)
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Man erhélt also:

5(35)_2;/_00 dk et = 5(k)_¢12? (1.111)

Fouriertransformation der Zustandsfunktion eines qm. Systems:
Nach obiger Definition der rdumlichen Fouriertransformation erh&lt man:

O(z,t) = \/%/Oo dk P(k,t)e*® (1.112)

Jetzt wollen wir zeigen, dass < flg >=< f |g >. In der Vorlesung wurde dies durch
explizites Einsetzen der Funktionen und Ausnutzen von Relation 1.111 vorgefiihrt. Hier
wollen wir einen formaleren Weg gehen. Wir zeigen die Invarianz des Skalarproduktes
fiir beliebige unitéare Transformationen und nutzen dann, dass die Fouriertransformation
wie oben gezeigt unitar ist.

Ein Operator U heifit unitar, falls gilt: U0t=1 = U 1=U".
Dann gilt:

<flg> = < [fllg>=< fIU ' Ug >=< flUTUg >=< (U f|Ug >
= <Uf|lUg>

Im Speziellen folgt daraus, dass < f|g >=< f|g >.

Fiir den Erwartungswert des Impulses gilt:

o0

<p> = / dx WU*(x,t) ;%W(x,t)

oo h oo - .
= dz W*(m,t)/ dk W(k,t) k e
/. =
[ee) B [ee] ~ 1 o] ) ,
— h/ dk’ w*(k',t)/ dk kU (k,t) 2/ de elk=k)e

—00 —00 T J—-c0
o o - -
= h/ dk/ k' T (K ¢) k& (k,t) 6(k — )

_ / dk & (k, ) bk W (k, )

D.h. |¥(k,t)|?dk ist die Wahrscheinlichkeit den Impuls p = hk zwischen k und k + dk zu
finden.
Fiir den Ortserwartungswert rechnet man komplett analog nach, dass:
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o0
<z> = / de U*(z,t)a¥(z,t) = ... =

—0Q

- /Z dk 5 (k,t) <—188k) U (k,t)

Schrédingergleichung in Impulsdarstellung
Fiir ein Potential V' (z), welches sich als Polynom schreiben lésst, d.h. eine abbrechende
Potenzreihe besitzt , lautet der Hamiltonoperator:

H G;;x) = <7Z88x>2 +V(x)

Damit erhalten wir fiir die Schrodingergleichung:

L 0 ~ (h O
ih g U(x,t) = H (z&v’x> U(x,t)

Einsetzen von 1.112 liefert:

L fan ZowVer — [T ae g (P2 2) b et
m/_oodk {mats?(k:,t)}e = m/_oodkz H(iagc,:c)W(k,t)e (1.113)

_ L= : AN ik
- m/@dk {H(hk iak)W(k,t)}e

In der letzten Umformung wurde es wichtig, dass V' ein Polynom ist, da uns anderenfalls
endlich viele partielle Integrationen nicht zum Ziel fithren wiirden. Der allgemeinere Fall
wird am Ende des Abschnitts diskutiert. Fiir die Schrédingergleichung in Impulsdarstel-
lung erhélt man somit:

H <hk,1 0

mk) W (k,t) =ih ¥ (k,t) (1.114)

. ) 21.2
mit 7 (hk,—12) = LE 4 v(-1.9).

Wechseln wir die Basis, in der wir unseren qm. Zustand beschreiben, so verdndern na-
tiirlich auch die Operatoren ihr Aussehen. Speziell fiir den Orts- und Impulsoperator in
Orts- und Impulsdarstellung gilt:

Ortsdarstellung | Impulsdarstellung

s =
S

Ortsoperator & x —

Impulsoperator p 5 hk
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So setzt man z.B. im Hamiltonoperator H (p, &) je nach Basis die entsprechenden Ope-
ratoren ein. Mochte man statt k nun p = hk als Variable der Impt}lsdarstellung nehmen,
so errechnet man mittels der Normierungsbedingung 1 = [dp | ¥(p,t) |? folgende Ska-
lierung:

U(p,t) = — U(k,t).

Sl-

Dann gilt:

<p>

/OO dp ¥*(p,t) p ¥(p,t)

—00

<z> = /OO dp ¥*(p,t) <—:Laap> U(p,t)

—00

und die Schrodingergleichung bekommt die Gestalt:
N h o\ = 0 -
H —— | v =ih— ¥ 1.11
(p, ; ap> (p,t) = ihe ¥(p,t) (1.115)

Fazit: Fourier-Transformation vermittelt den Ubergang von der Ortsdarstellung, ¥ (z, t)
des Zustandes ¥ zur k-Darstellung bzw. Impulsdarstellung.

Vertauschungsrelation:

... hO . h
x — Darst. [p,2] = [;%,m] = -
N ho, h
p— Darst. [p, 2] = [p,—l.ap]—i

unabhéngig von der Darstellung: [p, #] = %
Analog zum Separationsansatz in Ortsdarstellung fiir zeitunabhéngige Potentiale (siehe
1.21), fithrt ein solcher Ansatz auch in 1.115 zum Ziel. Man erhélt fiir die stationére

Schrodingergleichung:
. ho\ - .
i (0= 50 ) i) = Bl (1.116)

52 L (E@ m 22?2 Ortsdarst
2 m . 2 i O 2 :
o= + — w?i? = .

+
2
om 2 Zoqom 2 (-7?@> Impulsdarst.
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Den ebenen Wellen
1 px

R baw. ¢p(r) = ——= €' "

1
Pr(x) = Von o

kommen in der Impulsdarstellung eine ganz besondere Rolle zu, da sie Figenzusténde des
Impulsoperators sind. So rechnet man leicht nach, dass pep(z) = pop(x)
Fiir die Fouriertransformierte gilt:

Ge(k') = 6(k — k') baw. ¢(p') =6/ — p)
denn:

o(z) = \/12? / dk’ o (K )e*'® = jg / dk' §(k — K')e*'®

ezkx

V2r

<oulon> = [ dosp@al
1 ) O
o /dx e =4k -k

<opltp> = / dx 8% (2)bp(z) = 55/ — p)

Ebene Wellen sind “orthonormiert”, wie es fiir kontinuierliche Spektren typisch ist.

Abschlieftend wollen wir den allgemeineren Fall betrachten, in dem V nicht zwangs-
laufig ein Polynom ist. Speziell fiir den Potentialsummanden in der Schrodingergleichung
erhélt man in 1.113 :

[dx  V(z)@(x)e Pe/h

= \/7 de \/7
- / dp' V(p— p) ()
dx
NoTT

Daraus folgt fiir die Schrédingergleichung in Impulsdarstellung:

/dp W p)ezp x/h —ipx/h

wobei V(p) = V (z)e~pr/h

2 00 ~ .
T+ [ d V-0 = b0

o

Der zweite Summand auf der linken Seite wird dabei als Faltung bezeichnet. Allgemein
gilt, dass die Fouriertransformierte eines Produktes eine Faltung ist und umgekehrt.






2 Allgemeiner Formalismus der
Quantenmechanik

2.1 Dirac-Formalismus - Mathematische Grundlagen

Im ersten Kapitel haben wir die Schrodingertheorie der Quantenmechanik kennengelernt
und uns mit der Bornschen Deutung der Zustandswellenfunktion befasst:

e Ortsdarstellung: ¥ (7,t) — |¥ (7,t)|?> = p(7,t) = Wahrscheinlichkeitsdichte des
Ortes

e Impulsdarstellung ¥ (E, t) — @ <E, t) 2=5 (E, t) = Wabhrscheinlichkeitsdichte

der Impulse

Es liegt nahe, dass sich die quantenmechanischen Aussagen auch darstellungsfrei for-
mulieren lassen. Eine Aussage wie z.B. die Energieeigenwerte des harmonischen Oszilla-
tors Ej, = hw(n + 3) héingt wohl nicht davon ab, ob wir die Eigenfunktionen u,(z) oder

+oo )
un (k) = \/% [ dx e ™% u,(z) benutzen. Der Zustand u, wird allein gekennzeichnet
—00

durch die Quantenzahl n. Wir bezeichnen den abstrakten Zustand durch
|up, >= |n >= Zustandsvektor, Zustand, Ket-Vektor
Wir betrachen einen linearen Vektorraum von Elementen
| >, |¥ >, |f >,|g > etc.

Diese Vektoren heiffen nach Dirac auch Ket-Vektoren oder kurz: Ket. Zu jedem Ket-
Vektor gibt es eindeutig den dualen Vektor

|¥ > — < ¥| = Bra-Vektor
Die dualen (zugeordneten) Vektoren bilden den dualen Raum.

Zuordnung = Adjungieren: (|¥ >)" = <¥|; (<¥|)" =¥ >;
= a"=da" firacC
Bezeichnung: Wir hatten schon das Skalarprodukt < ¢ (7) |& (7) > in Ortsdarstellung ver-

wendet. < ¢ (F) | (7) >= [ d®r ¢* (7) ¥ (F) = Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass
man im Zustand ¥ den Zustand ¢ antrifft (Uberlappung zwischen ¢ und ¥). Wir haben

51



52  KAPITEL 2. ALLGEMEINER FORMALISMUS DER QUANTENMECHANIK

im ersten Kapitel gezeigt, dass dieses Skalarprodukt invariant unter unitaren Transforma-
tionen (also Basiswechseln) ist, d.h. in jeder Basis behilt das Skalarproukt den gleichen
Wert. Daher verzichtet man auf die Angabe einer konkreten Basis.

Beispiel: |# > = Zustand eines Teilchens am Ort & zu sein.

Wahrscheinlichkeitsamplitude, dass man
im Zustand ¥, den Zustand I antrifft,
bzw. im Zustand ¥,, das Teilchen am Ort
Z ist.

< F| W, >= 0, () =

Die quantenmechanischen Zusténde sind Elemente eines Hilbertraums G. Analog zum
vorherigen Kapitel, in dem wir uns den Hilbertraum der quadratintegrablen Funktio-
nen angesehen haben, werden wir auch hier die wichtigsten Eigenschaften dieses Raumes
nochmal explizit formulieren.

1. G ist ein Vektorraum
Y|f>,lg > G= a|f >+blg > G, a,be C
-laf >= a|f > — beschreibt den gleichen quantenmechanischen Zustand.
- neutrales Element |0 >: |f > 4|0 >=|f >, 0|f >= {0 >
- Im dualen Raum gilt: < af| = a* < f|

2. Skalarprodukt
Zu jedem |f >, |g > € G gibt es eine komplexe Zahl: < f|g >=< f|-|g >
< flg > (Physikalische Bedingung: Wahrscheinlichkeitsamplitude) mit folgenden
Eigenschaften:

o < flg>=<g|f>"
o < flgr+g2>=<flg1 >+ < flg2 >
o < flag>=a<flg>acC

o < flf> >0(=0nurfir |[f >=0), < f|f >< 0

Das Skalarprodukt definiert uns eine Norm von |f >:

()= V< F1f >

sowie eine Metrik d:

[(If >.19 >) = [I(If > —lg >)II] (2.2)
Aufserdem gilt die Schwarzsche Ungleichung:

<flf ><glg>=1<flg>

(2.1)

(2.3)



2.1.

DIRAC-FORMALISMUS - MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 53

. Die Dimension des Hilbertraumes ist abzéhlbar unendlich. Daraus folgt, dass eine

Bijektion zwischen den natiirlichen Zahlen N und jeder Basis von G existiert.

. G ist vollstdndig. Vollstdndigkeit bedeutet, dass jede Cauchyfolge (|f, >)nen in G

konvergiert. D.h., aus der Tatsache, dass zu jedem ¢ > 0 es n,m > N, gibt, mit
|| fn — fml]| < € folgt die Exsistenz eines |f >€ G mit

lim ||, — f|| =0
n—00

. G ist separabel. Separabel heifst, es existiert eine abzdhlbare Teilmenge, die in

diesem Raum dicht liegt.
Dabei liegt eine Menge A C B dicht in B, falls gilt:

Vbe B3 (an)nen € A mit le anp ="

Beispiele:
e R ist seperabel, da @ dicht in R liegt und abzahlbar ist.

e Ly(R) ist separabel, da, wie bereits erwéhnt, eine Basis von Ly(R) abziahlbar
ist und “Abzéahlbarx Abzahlbar erneut abzahlbar ist.

Operatoren im Hilbertraum
Jede Zuordnung |f >— |g > definiert einen Opertor A mit |g >= A|f >= |Af >.
Wir betrachten nur lineare Operatoren, d.h.

fl|a1f1 +asfa >= a1121\f1 > —I—a2A|f2 >
Weiter gilt fiir die Komposition zweier Operatoren:
(AB)|f >= A(B|f >) = A|Bf >= Alg > mit |g >=|Bf >

Im Folgenden werden die wichtigsten Operatoren und Operatoreigenschaften der
Quantenmechanik formuliert. Dabei werden in diesem Skript bereits genannte Ei-
genschaften teilweise wiederholt

e Einheitsoperator: 1|f >=|f > fiir alle |f >€ G
Bildet |n > eine Basis von G, so lésst sich der Einheitsoperator durch 1 =
> |n >< n| darstellen (siehe spéter). Das Einfiigen solcher sogenannten quan-

n
tenmechanischen Einsen ist bei Rechnungen oft hilfreich.

e Ein Operator A heit adjungierter Operator zu A, falls fiir alle f,g € G gilt:
< glAf >=< Atg|f >
SNt s
Dabei gilt: (AB) — BTAT, da

< glABf >=< Atg|Bf >=< BTAtg|f >
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o A heikt selbstadjungiert (hermitesch), falls gilt:
A=A
Wie im ersten Kapitel gezeigt wurde, besitzen hermitesche Operatoren nur

reelle Eigenwerte. Daher entsprechen physikalische Messgrofen in der Quan-
tenmechanik immer hermiteschen Operatoren, z.B.: H, Z, p, ...

e Ein Operator U heift unitdr, falls gilt: ot =1.
Daraus folgt: U~! = UT. Als weitere Eigenschaft haben wir bereits die Inva-
rianz des Skalarproduktes unter unitdren Transformationen gezeigt, d.h.

< flg >=<Uf|Ug >

Daraus folgt unmittelbar die Normerhaltung, d.h. [|[Uf|| = ||f]|

Vorteil der Dirac-Schreibweise:
o |u >= Ket-Vektor
e < u|(=|u >T1) = Bra-Vektor (= adjungierter oder dualer Vektor)

e < ulv >= Komplexe Zahl= Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Uberlapp von
|lu > und |v >

e < u|v >= 0 bedeutet: Wenn ein Teilchen im Zustand |v > ist, so kann es nicht im
Zustand |u > sein.

Neu: |u >< u| = Operator, denn:
lu><v|-|f >=|u><v|f > =clu>
——
=:ceC

Leicht rechnet man nach, dass es sich dabei um einen linearen Operator handelt.
Mit u = v Projektionsoperator erhalten wir den Projektionsoperator auf einen nor-
mierten Zustand |u >, also

P, i=|u><u| mit P|f >=|u><ul|f>=f(u)|u> (2.4)
Fiir Projektionsoperatoren B, gilt: P, = ]53, denn

P2=ju><u|-lu><u| = |u><ulu><u
lu > (< ulu>) <ul=|u><ul
= P, (2.5)

Definition: Ein System {|u,, >} heifit orthonormiert, wenn fiir alle n, m gilt:

1 n=m

<unum>:5n,m:{ 0 ntm
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Definition: Ein System heifst vollstindig, wenn es orthonormiert ist und gilt:

1= Z [tun, >< Uy,
bzw. im Kontinuierlichen:
1= /dA A >< A

Ein orthonormiertes und vollstiandiges System heifit Basis. Wir sagen auch: |f > ist in
der Basis |u,, > dargestellt, die Zahlen

flup) =< up|f >
heifen Darstellung von |f > in der u-Darstellung.

Darstellung des Skalarproduktes:

<flg> = <fl1-]g>
= > < flun >< uglg >

= 3 F ) glun) (2.6)

Darstellung von Operatoren:

A:]1~A-]1:Z|un><un]A\um><um\:Z|un>Anm<um|

nm nm

mit A, =< un|fl|um >=< un|/1um >=< A+un\um >. Die Matrix A,,,, heifst die Dar-
stellung von A in der u-Basis. Beispiel: Die Eigenzustéinde des harmonischen Oszillator

{un(z)} sind eine Basis. Die Operatoren b,b" bzw. p, @ werden dargestellt durch die Ma-
trizen:

< U ||t >= by bzw. < tp|bt [t >= (0T )nms < tn bt >= (b7D)pm

Die letztgenannten Matrizen sind bereits im Kapitel iiber den harmonischen Oszillator
dargestellt, Orts- und Impulsoperator wurden in dieser Darstellung in der 5.Ubung be-
sprochen. Darstellung von Operatorprodukten:

C = A-B=1-A-1-B-1
= Z [t >< | Altiy, >< | Blug >< w]
n,m,l
= Z |un > Antml < ul| = Z |un > Cnl < ul|
n,m,l n,l

mit Cry = Y Apm B (2.7)
m
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Dem Operatorprodukt entspricht also in der Matrizendarstellung die Matrixmultiplika~
tion.

Adjunktion von Operatoren:

(A = < um|fl+|un >
= < Aum|un >=< un\flum >*
< Up|Aluy, >*= A%, (2.8)

In Worten: Die Matrixdarstellung At des adjungierten Operators erhélt man, indem
man A transponiert und komplex konjugiert. Insbesondere fiir hermitesche Operatoren
erhélt man: A,,, = A7,,. Daraus folgt unmittelbar, dass Diagonalelemente hermitescher
Operatoren reellwertig sind. Basiswechsel:

Seien {|u, >} und {|v, >} zwei verschiedene Basen. D.h.:

1:Z|un >< Uy :Z|vm >< Uy (2.9)
n m
Ubergang:
lup, >= 1" |u, >= Z | U, >< O |y, > (2.10)
m U

Die Matrix U,,, vermittelt den Ubergang von der v-Basis zur u-Basis. Darstellungswechsel

fiir Vektoren:

if> = Z|un >< uplf >:Zf(un)|un > u — Darstellung

= Z lop, >< vp|f >= Zf(vn)h;n > v — Darstellung (2.11)
Es gilt: f(un) =< up|f > = <up|l|f >
= ) <uplvm >< vp|f >
= D Unnf(vm) (2.12)
m

Im Kontinuierlichen sind die Summen durch Integrale zu erstezen.

Beh.:

Bew.:

U ) m = D> Uni(UN i =Y UpalUpy = < vplug >< vy |y >
l l l
= Z < vplug >< uplvg >=< vp| Loy, >=< vp|vm >
1
= 5nm

= (UU") =1 (2.13)
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Darstellungswechsel fiir Operatoren:

Apn = < vm\flh}n > =< U1 - A. 1|vy, >
= Z < Uplup >< ul|fl\ul, >< uy vy >

L,y
= Y Ui An(UN)n = (UAU ) (2.14)
v

Der Ubergang wird vermittelt durch unitéire Transformationen, so dass

If >=Ulf >, <fl= UIf>)F =< fUT (2.15)
A UAU ' =UAUT (2.16)
Davon wird die Wahrscheinlichkeitsamplitude nicht betroffen, denn
< glAlf > = < glUTUAUT U|f >=< g|A|f > (2.17)
ist invariant.
Fazit:
Wir werden quantenmechanische Zustandsvektoren von Fall zu Fall in verschiedenen
Darstellungen beschreiben, z.B. z-Darstellung, p-Darstellung, Energiedarstellung. Da
quantenmechanische Aussagen Wahrscheinlichkeitsamplituden (Matrixelemente) enthal-
ten, die invariant gegen Darstellungswechsel sind, ist es gleichgiiltig, welche Darstellung

wir wahlen. Natiirlich wihlen wir daher immer eine fiir den jeweiligen Zweck moglichst
vorteilhafte Basis.

2.2 Eigenwertproblem

Sei A ein linearer Operator. Dann lautet das Eigenwertproblem fiir A:
Alp >=al¢p > acC.
Wir schreiben auch suggestiv:
Ala >= ala >

d.h. wir kennzeichnen den Eigen-Ket durch den Eigenwert.
Beispiel: Harmonischer Oszillator

1
H|n>:hw(n—|—§)|n> (2.18)
————

Eigenwert

Bezeichnet A den zu einer physikalischen Messgrofte gehérenden Operator, so mufy A wie
schon mehrfach erwdhnt, hermitesch sein. Fiir die Eigenwerte und Eigenzustédnde haben
wir bereits folgendes gezeigt:
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1. alle Eigenwerte sind reell

2. Eigenzustinde unterschiedlicher Eigenwerte sind orthogonal zueinander.

U bezeichne einen unitaren Operator mit den normierten Eigenzusténden |u; >, also:
Ulu; >= uilu; >, = < ui|U+ =< Uu;| =< wi|uj

e Fiir die Eigenwerte u; unitérer Operatoren gilt: |u;| = 1
Beweis:

1 = <uwilu; >=< ui|U*1Uui >=< ui|U+Uui >=< Uuz|UuZ >=uju; < ugilu; >

*
= U;U;

= |ul = 1, dh u=e?, preell
= e = 1
u

e Eigenzusténde unterschiedlicher Eigenwerte stehen senkrecht aufeinander. Beweis:

Es gelte
U|u1 > = wupjug >, U|uQ >= ug|ug >, mit uy # ug
(2.19)
<uplug > = < Uu1|Uu2 >= ujug < uglug >
Wegen:
* U2
uluQ:u—#l =< upjug >=0 (2.20)
1

Matrixmethode zur Lésung des Eigenwertproblems: Im folgenden sei |u,, > eine
beliebige Basis.

Ala> = ala>
Skalarprodukt mit < w,| liefert
<upldla> = a<upla>
e<upd-1a> = a<upla>
®Z<un|fl|um><um|a> = a<upla>

m

@ZAnm<um|a> = a<upla>
m
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In einem Raum endlicher Dimension NV ist dies ein System von NN linearen, homogenen
Gleichungen fiir die Unbekannten < u,|a >, wenn man den Eigenwert a bereits kennt.
Bedingung fiir die a: Det  (Apm — adpm) =0

= Polynom N-ten Grades in a. Analytisch ist ein solches Problem nur in sehr kleinen
Dimensionen zu l6sen. Diese Methode eignet sich also nur fiir kleine Dimensionen N,
sowie fiir in kleine Blécke blockdiagonlisierte Operatoren. Fiir N — oo eignen sich meis-
tens andere Methoden besser, wie z.B. in der Behandlung des harmonischen Oszillators
gezeigt wurde.

Entartung:

Sei a ein n-fach entarteter Eigenwert des Operators A, d.h. Alg; >= alp; > fur i €
n

1,...,n. Leicht rechnet man nach, dass dann auch jede Linearkombination » ay|p, >

v=1
ebenfalls ein Eigenzustand zum Eigenwert a ist:

n n
Y e = Yo
v=1 v=1

n n
= Za,,akp,, >= aZaV|<p,, >
v=1 v=1

Aus der Menge der Eigenzustinde |p; >;c; , ldsst sich eine (sogar unendlich viele)
Orthonormalbasis fiir die lineare Hiille (span) von |¢; >, konstruieren. Dieses fiir
die Quantenmechanik wichtige "Werkzeug” wird Gram-Schmidt-Verfahren genannt und
sollte beherrscht werden. Die prinzipielle Idee besteht darin, sich einen Anfangszustand
zu erwahlen und anschlieffend sukzessive bei jedem neu betrachteten Zustand die par-
allelen Anteile der bereits betrachteten Zustdnde zu subtrahieren. Der Beweis und die
Konstruktionsvorschrift sind u.a. in “Lineare Algebra, G. Fischer” nachzulesen.

2.3 Eigenwertproblem fiir Observablen

Definition: Die Menge der Eigenwerte eines hermiteschen Operators A wird auch als
Spektrum bezeichnet,.

Das Spektrum eines solchen Operators kann in manchen Bereichen diskret und dariiber
kontinuierlich sein. Als Beispiel fiir ein solches Spektrum ist das Spektrum des Was-
serstoffatoms in Abbildung 2.1 gezeigt, welches wir an spéterer Stelle noch berechnen
werden.
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ABBILDUNG 2.1: Wasserstoffspektrum: Fiir £ < 0 ist das Spektrum diskret. In diesem
Bereich gilt fiir die Energieeigenwerte E, fn—IQ. Fir £ > 0 ist das
Spektrum dagegen kontinuierlich. Die Energiedifferenz zwischen Grund-
zustand und E = 0 entspricht dabei gerade der lonisierungsenergie
(hier: 13.6eV).

Definition: Ein hermitescher Operator A heilt Observable, wenn das zugehérige
System von Eigenvektoren vollstandig ist (Basis).

Darunter verstehen wir Folgendes:

1. diskretes Spektrum:

1= Z |an >< a,| mit fl|an > = ap|a, >

n

Beispiel: Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators

2. gemischtes Spektrum:

1= Z|an >< ag) +/d>\|a>\ >< ay
n
mit Ala, >= anla, >, Alay >= ay]ay > .

Dies ist die entsprechende Verallgemeinerung des einfachen Falles 1.

Feststellung: |ay > ist nicht normierbar im iiblichen Sinn. Wir kénnen aber eine
verallgemeinerte Normierung einfiihren (Dirac):

|a) > = uneigentliche Eigenvektoren, d.h keine Elemente des Hilbertraumes (Er-
weiterung des Hilbertraumes).

3. rein kontinuierliches Spektrum:

1= /d)\|a>\ >< ayl
/1|a)\ >= a)\‘a)\ >
Auch hier sind die |ay > nicht normierbar im tiblichen Sinn.

Regel:

Physikalische Messgrofen (wie z.B. Ort, Impuls, Drehimpuls, Energie) = Observable.
Um uns mit den kontinuierlichen Spektralbereichen etwas vertrauter zu machen, wollen
wir uns diesen Fall noch kurz genauer ansehen. Ein Beispiel fiir einen Operator mit



2.3. EIGENWERTPROBLEM FUR OBSERVABLEN 61

kontinuierlichem Linienspektrum ist der Impulsoperator. Seine Eigenwertgleichung in
Ortsdarstellung lautet:

hod
;%w(ﬂf) =p-p(z) peR

Losungen dieser Differentialgleichung sind die ebenen Wellen:

Berechnen wir nun formal das Skalarprodukt zweier solcher Eigenzusténde, so erhalten
wir:

<opler > = /dw O () pr ()

= % / do ! FF)T — 5k — k).
Die §-Funktion als Normierung fiir uneigentliche Vektoren erscheint also als sinnvolle
Erweiterung der iiblichen Normierung fiir eigentliche Vektoren im Hilbertraum.

Betrachten wir die Eigenwertgleichung des Ortsoperators &|z >= x|z >, so erhélt man
eine analoge Normierung: < x|z’ >= 6(z — 2’). In Ortsdarstellung ergibt sich fiir die Ei-
genwertgleichung: Z fy, (x) = @ f2,(2) = 20 fz, (z). Damit ergibt sich fiir den Eigenzustand
in Ortsdarstellung fz,(z) = d(z — x¢). Diese beispielhaft durchgefiihrten Betrachtungen
sollen jetzt allgemeiner formuliert werden. Es gelte also fiir eine Observable A:

1= /d/\|a)\ >< ay| mit A|a)\ >= aylay >

Weiter sei |f >€ G mit < f|f > < oo.

Dann gilt:
|f>=1-1f >:/d)\|a,\ > <ay|f> = /dAf(A)|aA>
——
=f(N)
f) = <ap\f>=<al|f >= /dX < aylay ><ayx|f >
= /d)\,< CL/\|CL/\/ > f()\/)
~—_——
S(A—N)
Also:
< a/\|a>\/ > = (5()\ — )\’).

Bemerkungen:
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1. Im Diskreten haben wir bereits den Projektionsoperator, in einem durch die Ba-

sisvektoren {|n; >},.; (I abzdhlbare Indexmenge) aufgespannten Unterraum, ken-

nengelernt, namlich Pys = > |n; >< n;|. Im Kontinuierlichen lautet der Pro-
el

jektionsoperator auf die Zustdnde, deren Eigenwerte in der Menge () liegen P =

Jo dX |ax >< ay|. Bezeichnet € ein einzelnes Intervall [A1, ], so gilt:

A2
P(Al,m:/dx lax >< azl,

A1

Leicht rechnet man nach, dass P2 = p:

)\2 /\2 /\2
P? :/d)\/d/\’ lay > < aylay > < ay| = /dA lay >< ay| = P
N ——
A1 A1 S(A=X) A1

. Die Mathematik behandelt die beiden Félle (diskret und kontinuierlich) gleich:

Definition: Spektralschar

E(a) = E lan >< ap| + / dX |ay >< ay]
an<a A<a
L5@) = Ja><al
—FE(@) = la a
da

Eigenschaften:

e E(a) ist eine Schar von Projektoren

o E(a)E(a+¢) = E(a+€)E(a) = E(a)

e lim E(a)=0

a——00

o lim F(a)=1

a—o0
e E(a) ist linksstetig

Damit gilt fiir jeden normierten Zustand | f >, dass die durch E¢(a) :=< fIE(a)|f >
definierte Funktion fiir a — oo gegen 1 konvergiert. Exemplarisch ist der Graph
einer solchen Funktion in Abbildung 2.2 gezeigt.
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>(

Punktspektrum Linienspektrum

ABBILDUNG 2.2: Graphische Darstellung der Funktion Ef(a) :=< f|E(a)|f > fiir einen
normierten Zustand |f>

Spektralsatz:
VA selbstadj. 3F(a) mit A = /a dE(a)

Um den Satz zu verstehen ist es hilfreich sich den Fall endlicher Dimension in
Matrixdarstellung in der Linearen Algebra anzusehen. Im Wesentlichen formuliert
er eine Diagonalisierbarkeitsaussage.

Satz
Existiert eine gemeinsame Eigenbasis {|¢, >} zweier verschiedener Observablen A und

B, so gilt fiir den Kommutator von A und B:
[A,B} —0
Beweis: Es gelte also A|g@n >= a,|pn > und B|gpn >=by|on >

[A,B] = AB-BA=(AB-BA)1=) (AB- BA)|p, >< ¢
n

= Z(anbn — bpan)|pn >< @n| =0

Ebenso gilt die, fiir die Physik wichtige, Umkehrung des Satzes.

Satz
Gilt fiir den Kommutator zweier Observablen A und B: [fl, B} = 0, so existiert eine

gemeinsame Eigenbasis {|¢, >}.
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Beweis: Sei {|¢,, >} eine Eigenbasis zu A. Der Beweis wird nun in zwei Teilen durch-
gefiihrt, zuerst zeigen wir, dass Eigenzustdnde nicht entarteter Eigenwerte auch Eigen-
zustand zu B sind. Anschliefend wird gezeigt, dass es in Unterrdumen zu entarteten
Eigenwerten von A eine Eigenbasis von B aus Linearkombination der beteiligten Basis-
zustinde von A gibt.

1) Sei also a ein nicht entarteter Eigenwert von A mit A|¢ >= al¢ >. Da A und B
kommutieren gilt:

AB|¢p > = BAlp >
ABlp> = aBl¢ >
A(B\¢>) a(B|¢>)

Also ist offensichtlich auch B |¢ > Eigenzustand von A zum Eigenwert a. Da a aber nicht
entartet ist, muss gelten

Bl > o |¢>
also Bl¢p > = blp >

2) Sei a k-fach entartet, also A|¢, >= a|¢p, > fiir n = 1...k. Es gilt:
AB|p, > = BA|¢, >
AB|¢, > = aBlp, >

Da B|¢, > Eigenzustand von A zum Eigenwert a ist, liegt B|¢, > im k-dimensionalen
Unterraum der {|¢, >}, d.h es gilt:

k
Blon >=_ aildi >Yn=1.k
i=1

Wir haben es also mit einem k-dimensionalen Eigenwertproblem fiir die B |, > zu tun,
welches garantiert 16sbar ist, da B hermitesch ist. Als Fazit beider Satze lasst sich also
folgendes festhalten:

Fiir zwei Observablen A und B gilt:

[A,E} =0 < d gemeinsame Eigenbasis {|¢, >} (2.21)

2.21 lasst sich verallgemeinern zu: Paarweise vertauschbare Operatoren fl, B ,C, ... haben
eine gemeinsame Eigenbasis (und umgekehrt).

Definition:
Ein System von vertauschbaren Observablen A, B, C, ... heiflst vollstindig, wenn seine ge-
meinsame Figenbasis eindeutig ist.
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Definition:
o0
SeiU € Cund g : U — C eine potenzreihenentwickelbare Funktion mit g(z) = > ¢,2".
n=0

Wir definieren nun die Funktion g angewendet auf einen Operator A komplett analog als
o0

g(A) := 3 e A™

n=0

Bildet {|a, >} eine Eigenbasis von A, also Ala, >= a,|a, >, so gilt:

Q(A) = Zg(an)|an >< ay.

2.4 Deduktiver Aufbau der Quantenmechanik

Nach den bisherigen Betrachtungen sind wir jetzt in der Lage, die quantenmechanischen
Grundregeln deduktiv zu formulieren:

i Ein quantenmechanischer Bewegungszustand wird beschrieben durch einen Vektor
im Hilbertraum |¥(¢) >, so dass zu jedem festen Zeitpunkt to, |¥(tp) > den Zustand
charakterisiert. Dabei ist < ¢|¥(t) > die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass
der Zustand |¥(t) > zur Zeit t mit dem Zustand |¢ > zusammenfillt (Uberlapp)
falls |¥(t) > und |¢ > normiert sind.

ii Physikalische Messgrofen sind Observablen, d.h. hermitesche Operatoren mit ei-
nem vollstandigen Eigenvektorsystem, so dass die experimentellen Messwerte der
physikalischen Gréfe die Eigenwerte der Observablen sind.

Bemerkung: Wenn wir eine physikalische Grofse messen, so finden wir eine reel-
le Zahl a. Es mufs dann erlaubt sein zu sagen, dafs der entsprechende Operator in
dem Zustand den Wert a annimmt. Von einem Operator kann man aber nur sagen,
dass er einem Zahlenwert entspricht, von dem der Zustand ein Eigenzustand ist, a
also Eigenwert. Der Verkniipfung der reellen Messwerte mit den Eigenwerten des
Operators ist daher die einzig mogliche Schlufiweise.

Phys. Grofse QM Operator
| Exp. 3
Mefswert Identifizierung  Eigenwert

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebiger normierter Zustand |[¥ > den Eigenwert
a; reprasentiert, ist nach obiger Aussage gegeben durch:

w(a;, V) =| < a;|¥ > |2,
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wobei |a; > normierter Eigenzustand zum Eigenwert a; ist. Falls |a; >= |¥ > folgt:
w(a;, W) = 1, d.h wir kénnen sagen, dass eine Messung von der physikalischen
Groke A mit Sicherheit den Wert a; liefert.

Falls a; gemessen wird und der Eigenwert a; nicht entartet ist, befindet befindet
sich das System im Anschluf an diese Messung im Zustand |a; >. Ist a; entartet, so
ist das System gegeben durch die Projektion in den zu a; gehérenden Unterraum
(Normierung nicht vergessen).

Fiir den Erwartungswert einer Messung im normierten Zustand |& > gilt:

~

<A> = <UlAW >
= Zaz\ < ai|W(t) > |2 +/d/\ a)\| < a,\|W(t) > |2

Statistische Deutung:

Betrachtet man eine Gesamtheit vieler Systeme im gleichen Zustand und mittelt
iiber die Messwerte in den einzelnen Systemen, so erhdlt man < A >. Mathematisch
verbirgt sich dahinter nichts anderes als das (starke) Gesetz der grofen Zahlen.

iii Fundamentale Vertauschungsrelationen:

Sei ¥ = (fl,:fg,i‘g) und p'= (}31,]32,]33), dann gilt V i, j:

2, ij] =

[pisp;] = 0

. h

(&0, 05] = =70
Méchte man nun einen Operator F(7,p) fiir eine physikalische Messgrofe F(7, )
bestimmen, so muf dieser wegen der Hermitizitdtsbedingung und obigen Kommu-
tatoreigenschaften eventuell vorher noch symmetrisiert werden.
Der Operator einer physikalischen Messgrofe kann explizit zeitabhéngig sein, wie
es z.B. der Hamiltonoperator im Falle eines zeitabhéngigen Potentials V' (7, ¢) ist.
Anmerkung: Es gibt typische quantenmechanische Gréfen, die kein klassisches Ana-
logon haben, z.B. den Spin.

iv Die zeitliche Anderung eines Zustandes wird durch die Schrédingergleichung be-
schrieben:

e -
ih U (t) >= H|0(t) > (2.22)

mit dem Hamiltonoperator H. Der Zustand |¥(t) > ist eindeutig fiir alle ¢ festgelegt,
wenn man den Zustand |¥(tg) > zu einem Zeitpunkt ¢y < ¢t kennt.

Die bisher aufgefiihrten Gegebenheiten enthalten die quantenmechanischen Axiome oder
sind direkte Folgerungen aus diesen. Méchte man das Minimalsystem an Axiomen ken-
nenlernen, aus denen der “Rest” schlussgefolgert werden kann, so ist dies u.a. in Schwabl
QM1 gut nachzulesen.
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2.5 Allgemeine Unscharferelation

Wir betrachten den Mittelwert eines hermiteschen Operators A in einem beliebigen nor-
mierten Zustand | >:

< A>,=<p|Alp >
Damit gilt fiir (AA4)2:
(AA)Z =< p[(A— < A>,)|p >=< A’ >, — < A >}

Es gilt (AA)i > 0. Gleichheit gilt nur, falls |¢ > dem Unterraum eines einzigen Eigen-
wertes von A entspringt. Betrachtet man nun zwei kommutierende Operatoren A und
B , S0 wissen wir, dass eine gemeinsame Eigenbasis existiert. Fiir solche gemeinsamen Ki-
genzustinde |¢ > verschwindet nach obiger Betrachtung die Varianz von A und B, also
(AA), = (AB), = 0. Dann sagen wir, A und B seien beide gleichzeitig scharf messbar
und bezeichnen A und B als kompatible Operatoren.

Heisenbergsche Unschéirferelation: Fiir zwei Observablen A und B und einen
beliebigen normierten Zustand |p > gilt:

(AA)y - (AB), >

| < [A,B} >, | (2.23)

N | —

Beweis:
Alle Erwartungswerte beziehen sich auf den Zustand |¢ >, wir lassen daher die Indizie-
rung mit ¢ wegfallen.

Definiere A’ := A— < A > und B’ :== B— < B >. Dann gilt:
(AA)? = (ALY =< A% > (2.24)
(AB)? = (AB)? =< B"” > (2.25)
Multiplizieren von 2.24 und 2.25 liefert:
(AAZ(AB)? = < A?><B?>
= < ¢lA%|p >< | B >
= < Alp|A'p >< B'g|B'o >
> | < Ap|B'o>|? (2.26)

Dabei haben wir in der letzten Umformung von 2.26 die Schwarzsche Ungleichung (nicht
verwandt oder verschwégert mit dem Autor dieses Skripts) verwendet. Weiter gilt:

B+ BA AB - B
AT T

=:a, a€R =10, BER

< Alp|B'o >=< p|A'B'¢p >= < ¢| o> (2.27)
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Der erste Summand auf der rechten Seite ist reell, da der Operator im Skalarprodukt
symmetrisch beziiglich beider hermitescher Operatoren A’ und B’ ist und damit selbst
hermitesch ist. Dementsprechend ist der zweite Summand rein imaginér, da der beteiligte

Operator antihermitesch ist.

Damit folgt:

| <AplBo> = o+ p
S | <dplBo> 2 =< TP p
sl<AolBe>P > |<oly [4,B]lp> =<y [4.B]le> P
s|<AolBp>? > % < [21, B} > |2 (2.28)

Verwenden von 2.28 in 2.26 liefert
(AAZAB)? > |

woraus die Behauptung direkt folgt.

Damit das Gleichheitszeichen in der Unschérferelation gilt, muf gelten:
1. A lp >= cB’ | > (wegen “=“ in Schwarzscher Ungleichung)
2. 0=a=<pABEEX o 5L (" + o) < ¢l B?p >

Speziell fiir den Orts- und den Impulsoperator erhélt man die bekannte Unschérferelation

Ap- Az > g (2.29)

Anmerkung:

Die Energie-Zeit-Unschérferelation hat einen anderen Ursprung, auf den an dieser Stelle
nicht weiter eingegangen werden soll. In der im Rahmen dieser Vorlesung betrachteten
Quantenmechanik ist die Zeit lediglich ein Parameter und keine Observable.

2.6 Schrodingerbild und Heisenbergbild

Im Falle eines nicht explizit zeitabhéngigen Hamiltonoperators H , also %f[ = 0 konnen
wir das durch die Schrédingergleichung

0 N
ih—|P(t) >= H|P(t) >
ot
gegebene Anfangswertproblem zum Zeitpunkt ¢y formal 16sen durch

W (t) >= e w10 |p(1g) > (2.30)
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Der Operator U(t,to) = e~ #H0=0) Leift dabei Evolutionsoperator oder Zeitentwick-

lungsoperator. Leicht rechnet man nach, dass U unitir ist, da Ut = erH(t—to) — U1
Daraus folgt u.a. ,wie in vorherigen Kapiteln gezeigt, die Normerhaltung

< W)|W(t) >=< F(to)|T(to) > Vi

Alle unsere bisherigen Betrachtungen fanden im sogenannten Schridingerbild statt,
d.h. die Losungszustidnde der Schrodingergleichung waren explizit zeitabhéngig und die
Operatoren (zeitabhéngige Potentiale ausgenommen) waren zeitunabhéngig. Nun wolllen
wir mittels obiger unitéiren Transformation U einen Darstellungswechsel in das sogenann-
te Heisenbergbild durchfiihren. Dabei indizieren wir Zustdnde und Operatoren mit ”H*
und ”S“ fiir Heisenberg-bzw. Schrédingerbild und wollen 0.B.d.A. tg = 0 wihlen.

Yy >:= e%Ht\Wg(t) 220 e%Hte_%HtMS(O) >= |[¥g(0) >, also:
|7 >= [5(0) > | (2.31)

Man erkennt, dass der Zustand im Heisenbergbild seine Zeitabhéngigkeit verliert und
dem Zustand im Schrédingerbild zum Zeitpunkt t=0 entspricht. Nach obiger Definition
gilt fiir die Transformation eines Operators A:

Ap(t) = U+ AgU = it Age= w8t | (2.32)

Definition:
Ein im Schrédingerbild zeitunabhéngiger Operator Bg, welcher mit dem zeitunabhéngi-

gen Hamiltonoperator kommutiert, also [f] , Bg = 0, wird Bewegungskonstante genannt,

da er invariant unter dieser Transformation ist:

A N A A i

By(t) = Ut BgU = eiflt Bge 11t = Bgerflte=lt = By (2.33)

Insbesondere folgt daraus, dass der Hamiltonoperator in beiden Darstellungen gleich
aussieht, also Hy = fIS, daher wird und wurde an dieser Stelle auf eine Indizierung
verzichtet.

Beide Darstellungen sind selbstverstandlich vollig Aquivalent, da sie durch eine unitare
Transformation ineinander iiberfithrbar sind. Diese Aquivalenz kommt unter anderem
bei der Darstellungsinvarianz von Matrixelementen eines beliebigen Operators A zum
Ausdruck, d.h.:

< Us(t)|As|s(t) >=< Us(0)|U AsU|Ws(0) >=< Wy |Ap|V > (2.34)

An dieser Stelle mag die Frage nach der Sinnhaftigkeit dieser zweiten Darstellung auf-
kommen, da sie doch dquivalent zum Schrodingerbild ist. Mathematisch gesehen handelt
es sich bei einer unitdren Transformation um einen Basiswechsel. So ist auch die Heisen-
bergdarstellung "nur ein Basiswechsel. Wie bei jedem anderen Basiswechsel auch besteht
also die Rechtfertigung darin, das konkrete Problem durch geeignete Basiswahl evt. zu
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vereinfachen (vgl. Wechselwirkungsbild spéter).
Fiir Operatoren im Heisenbergbild gilt folgende Bewegungsgleichung:

%AH(t) = % [ﬁ,AH} + <;AS)H (2.35)

Der Beweis funktioniert “straight-forward”: Einsetzen von Ay und dann Produktregel
(vgl. Aufgabe 28).

Abschliefiend wollen wir noch eine Bewegungsgleichung fiir den Erwartungswert eines
Operators A darstellen. Es gilt nach 2.34:

< Ag >y ) =< Ay >y

Diesen Erwartungswert wollen wir kurz mit < A > bezeichnen. Dann gilt unter Verwen-
dung von 2.35:

i<21>:3

PN O -
Ul |H, A | & v —A v
i h< H|[ ; H}|H>+< H<at S>H|H>

bzw.

d A i PN
%<A>—ﬁ<lpH||:H,AH:| |![/H>

fiir im Schrodingerbild zeitunabhéngige Operatoren A.

2.7 Gemisch-Quantenstatistik

Bisher haben wir ein quantenmechanisches System immer durch einen einzigen Zustand
|W(t) > charakterisiert. In diesem Fall spricht man von einem reinen Fall oder einer rei-
nen Gesamtheit. Oft ist ein Zustand allerdings nur unvollstdndig bekannt. Dann sind wir
auf statistische Aussagen angewiesen. Dabei ist es wichtig zu verstehen, dass dies nicht
nur in quantenmechanischen Systemen auftreten kann. Wohl das bekannteste Beipsiel
der klassischen Physik ist die Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung. Sie stellt eine
Geschwindigkeitsdichte fiir die Geschwindigkeitsmessung eines Teilchens der Masse m
bei der Temperatur 7' dar. Analog dazu definieren wir fiir den Begriff des Gemischs im
quantenmechanischen Fall:

Definition: Wird ein System nicht durch einen einzigen Zustand |[¥ > beschrieben,
sondern von mehreren Zustédnden |, > gewichtet mit einer Wahrscheinlichkeit w,, so
sprechen wir von einem Gemisch. Fir die Zahldichte w, gilt:

dw,=1, 0<w, <1 (2.36)
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O.B.d.A wollen wir annehmen, dass die |, > eine Basis bilden. Fiir den Mittelwert einer
Observable A gilt dann offensichtlich:

< A > Gemisch™= Z wy < WV|A|WV >
v

Definition:
Sei w, die Wahrscheinlichkeit im Basiszustand |¥, > anzutreffen. Dann definieren wir
den Dichteoperator (auch statistischer Operator) durch:

W= Zwl,W,, > Y| (2.37)

W st hermitesch, da w, € R und |¥, >< ¥,| hermitesch. Auferdem ist w positiv
definit, da w, > 0. Damit lasst sich obiger Erwartungswert schreiben, als

< A >Gemisch = SP(WA) = SP(AW) =
= > <WWAW, >= w, <V |l > < F,|A|F, >
N———

v/ 7087 5
v

= > w, <G|A@, >

Anmerkung: In der statistischen Mechanik (Thermodynamik) haben wir im Gleichge-
wicht ein Gemisch mit

75En
R e
W= an|En >< E,| = Z o B, >< E,|
sowie H |E, >= E,|E, > und 8 = kBLT. Leicht rechnet man nach, dass sich der Dichte-

operator in diesem Fall schreiben lasst als:

~ e_BH

= o (2.38)

Fir T — 0 erhalten wir:

— . e BEn
m

also lim w(E,) =
T—0

0 n#0
1 n=0"
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2.8 Energiedarstellung, Ortsdarstellung, Impulsdarstellung

1. Energiedarstellung:
Sei {|E,, >} eine VONB aus Eigenvektoren von H, also H|E, >= E,|E, > und
> |En >< Eyp| = 1. Dann gilt: |¥(t) >= ) |E, >< E,|¥(t) > und die Schrédin-

gergleichung bekommt die Form:

a N

woraus die formale Losung
< Bp|U(t) >= e #E < B, [W(0) >
folgt.
2. Ortsdarstellung:

oo
Tl > = z|lz>, —oo<1:<—|—oo,/ dr |z ><z|=1
o —0o0
<Z|r> = 5(m—m’)mit:i"=/ dzx x |z >< z|
—0o0

w(t)> = / dx|z > < z|¥(t) > :/ dx ¥ (z,t)|x >

U (z,t)

3. Impulsdarstellung;:

o0
plp> = plp>, oo<p<+oo,/ dp [p><p|l=1
— 00
o0

<pp> = 5(p—p’)mitﬁ—/ dp p |p ><p
o0

() > = / " dplp > < plo(t) > = / S dp v, t)lp >

0 S—— —00
P (pyt)

Insbesondere erhélt man |p >= ffooo dx |z >< x|p > mit der Fouriertransformier-
— 1 fpe _
ten < x|p >= meh”x = VY,(x)

Des Weiteren berechnet man:

o oo
<zlplr’ > = / dp < z|plp >< plz’ >—/ dpp <z|p><pla’ >
1 > i / h O 1 > i '
I / dp eip@—")
2rh J_ o pper 1 0x [2777? oo per
= EQ&(w—x')

1 0x
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<zp|l¥ > = / dr' < z|pla’ >< 2 |¥ >= / da’ fa—d(x — 2 W (z')
i O

h O
ga—xW(x)

<z|z|¥ >=z < z|¥ >=a¥(x)

h 0

< al (8w >= F(D.
T, )0 >= F(5 4, a)

¥(x)

Speziell fir den Hamiltonoperator erhélt man:

- h 0 sG h 0

H(p,2)|W >= H(-—,z)¥ = L4
<al A, >= H( o o) E<alt 21w >
Die Fahigkeit solche Erwartungswerte zu berechnen ist fiir den Quantenmechaniker ab-
solut notwendig, da Skalarprodukte, wie wir sie in obiger Aufzdhlung exemplarisch be-
trachtet haben, sehr hiufig vorkommen. (KLAUSUR!) Selbstverstéandlich lassen sich die

Aussagen dieses Abschnitts auch in 3 Dimensionen verallgemeinern.






3 Symmetrien-Drehimpuls-
Zentralsymmetrische
Probleme

3.1 Symmetrietransformationen

Der Bewegungszustand eines quantenmechanischen Systems wird beschrieben durch die
Schrédingergleichung

0 .
ih= (1) >= H|P(t) >

Alle Operatoren E fiir die gilt [F JH } = 0 nennen wir Bewegungskonstanten oder FEr-

haltungsgrofien. Diese hingen mit den Symmetrien des Problems zusammen. Dabei heifst
ein Problem symmetrisch beziiglich einer Transformation, wenn diese Transformation an
den dynamischen Gegebenheiten ,d.h. an den Kréften bzw. dem Potential (und damit
dem Hamiltonoperator) nichts &dndert. Im Folgenden betrachten wir Transformationen,
die stetig von einem oder mehreren Parametern abhangen.
Beipiele:

e Translationen (3 Verschiebungsparameter: Koordinaten des Translatonsvektors)

e Drchungen (3 Parameter: z.B. Eulersche Winkel )

Solche Transformationen entsprechen einem Darstellungswechsel, also einer Basistrans-
formation, welche durch einen unitédren Operator U vermittelt wird, so dass

v >=Uw >
A =UAU!
Wie bereits an mehreren Stellen zuvor erwidhnt dndert sich die Physik davon nicht:
<PAY > = < |UTTTAUOW >
= < plAw >

Wir méchten an dieser Stelle 0.B.d.A. folgende Konvention fiir die stetige Tranformation
U(a) festlegen:

U(0) = 1.

75
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Beipsiel: _
In den Ubungen haben wir bereits den Translationsoperator U (@) = e~ # (®aPe+ayby+azp:)
kennengelernt. Stellt man die Exponentialfunktion als Reihe dar, so erkennt man, dass
gerade eine mehrdimensionale Taylorentwicklung entsteht, man erhélt:

A

U¥(z) =¥(x —a) (3.1)

Jetzt wollen wir allgemeine unitéire Operatoren der Form U(a) = e~iF" betrachten.
Damit U unitar ist, muf F’ hermitesch sein. Fiir eine infinitesimale Transformation o — 0
gilt:

Ula) = 1 —iaF 4+ O(c?)

F heiRt Generator der Transformation U. Fiir die Anderung eines Operators gilt in
linearer Ordnung;:

- A—ia [F A} + O(a?) (3.2)

Definition:
Eine Transformation U heifit Symmetrietransformation , falls H = H’, d.h. wenn H in-
variant unter U ist.

Einsetzen in 3.2 liefert:

H=H =H—ia [FH} +O(a?)
= [F, H] =0 (3.3)
Aus der Invarianz des Hamiltonoperators folgt also, dass es einen hermiteschen Operator

F gibt, der mit H kommutiert. Ahnliches haben wir auch in der klassischen Mechanik
im Noethertheorem kennengelernt.

Obige Aussage wollen wir uns am Beispiel des freien Teilchens verdeutlichen. Der Hamil-
tonoperator lautet:

2 52 1 2 2 2
“om " am PR

Fiir die Gruppe der in 3.1 betrachteten Translationsoperatoren U (@) = ¢~ h(QzPatayPytazps)
gilt in diesem Fall offensichtlich:

UHU "= H' = H, da p,, Dy, D- untereinander kommutieren (3.4)

Daher folgt, dass p;, py, p. Erhaltungsgréfen sind



3.2. ROTATIONSINVARIANZ (DREHUNGEN); VEKTOROPERATOREN 7

3.2 Rotationsinvarianz (Drehungen); Vektoroperatoren
Gegeben sei ein zentralsymmetrischer Hamiltonoperator der Form

PP
H:%—FV(@, r = 7]

Dieses Problem ist invariant gegeniiber Drehungen um eine beliebige Achse, da auch der
Laplaceoperator diese Drehinvarianz besitzt. Drehungen um den Richtungsvektor & mit
dem Winkel o = |@| sollen durch den unitdren Operator

N

D(A) = erdL (3.5)

B

durchgefiihrt werden.

bzw. Ll‘ = 5ijk-fjf)k

ESTR

Behauptung;: L ist der Drehimpulsoperator L=ix
Beweis:
0.B.d.A wollen wir @ in z-Richtung legen. Wir erhalten fiir L, in Ortsdarstellung:

A h 0 0
L= 3oz o)

i
ho . . :
= —— (in sphérischen Koordinaten)
1 Oy
Damit gilt:
D@ = "%
R 5 0 a™ o
= D@¥(rv,0) = "2 W(rd,0) =) w(r, 9, ) = W(r, v, ¢ + )
n=0 ! a@n
Damit ist die Behauptung gezeigt.
Drehungen: [¥ > — |[¥' >= D(&)|¥ >

h
A A = A+%a E,A]+o<a2>
= A+ %aj [i}], A} + O(a?) mit Summenkon. (3.6)

Infinitesimale Drehung von Vektoren im R3:

ad—d =ad+adxa+O0(a?)
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Ein Skalar bleibt unveriindert, z.B. @2 = a2, @-b = a - 5/, etc.
Zugehorige Operatoren, die invariant unter beliebigen Drehungen sind, heiffen in der

Quantenmechanik Skalaroperatoren, z.B.: 7 2, ]3‘2, EQ, ... . Wesentlich fiir die Invarianz
ist der Kommutator in 3.6. Verschwindet er, so handelt es sich um einen Skalaroperator.
Ein Vektor der klassischen Mechanik wird in der Quantenmechanik zu einem sogenannten

Vektoroperator, z.B. 7 — 7%', p— 1%', L — L. In der nachfolgenden Aufzéhlung sollen diese
Transformationseigenschaften nochmals explizit genannt werden.

e Skalaroperator:

. inf.Drehun,
klassisch a u ad=a

I {
~ inf. Drehung 2 ~ i ~ ~ ~

QM: A nfDrebung g A+ﬁaj[Lj,A}:A

0
e Vektoroperator:
. inf.Dreh L
klassisch  a; w af =a; + (@ x @) =a; + Eijktja
4 4

QMZ Az M) A; = AZ + aijkajflk = AZ + %ij [ﬁj, Al]

Ein Vergleich liefert: %aj [ﬁj, AZ} = 8ijkajflk. Diese Aussage gilt fiir beliebige @, daher
muss obige Gleichheit nicht nur fiir die Summe, sondern bereits Summandenweise gelten,
d.h.

(Lo, dy] = ihesyed (3.7)

Dies ist die allgemeine Vertauschungsregel fiir Drehimpuls und Vektoroperatoren.
Im folgenden werden besonders wichtige Kommutatorregeln fiir den Drehimpuls nochmals
explizit formuliert:

° ii,ij} = ihejrdy
o Liaﬁj} = theijkpr

A

° Li,f/j} = thzgki/k
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~

d -Liaﬁ2:| = |:£E7E2:| = [ﬁla%2:| = [ilaﬁ”%} =0
° -ﬁi, H } = 0, falls H zentralsymmetrisch

° EEQ,I:I } =0, falls H zentralsymmetrisch

o [127] =[2.5%] =0

In zentralsymmetrischen Problemen bilden die Operatoren H , EQ, L, ein vollstandiges
Observablensystem, d.h. es existiert eine eindeutige gemeinsame Eigenbasis.

3.3 Drehimpuls, Eigenwerte, Eigenzustdnde

Definition: ~
Ein Vektoroperator J mit den Vertauschungsrelationen [Ji, J]} = theijJy heikt Drehim-

pulsoperator.

Wir fordern nicht speziell J=1L=rFx ]%' Dieser Operator beschreibt uns nur den
Bahndrehimpuls. An spéterer Stelle werden wir noch einen weiteren Drehimpuls (Spin)
kennenlernen.

Im Folgenden wollen wir A = 1 setzen, d.h. es gilt: [jl, JA]} = isijkjk.

Man rechnet nach, dass [f 2, JAZ} = 0, daher existiert nach 2.21 eine gemeinsame Ei-

genbasis von J2 und .J,, woraus die Existenz eines Orthonormalsystems {|j,m >} mit

Jjm> = jG+Dljm> j>0 (3.8)
jz|j7m> = m|j7m> (39)

folgt. Die Wahl von J. ist dabei rein willkiirlich (da J?2 auch mit jeder anderen Kompo-
nent vertauschen wiirde), hat sich aber konventionell durchgesetzt. Auferdem erscheint
die besondere Form der Eigenwertgleichungen 3.8 und 3.9 an dieser Stelle noch nicht
einsichtig. Allerdings ist es wichtig, zu erkennen, dass diese Ansitze die Allgemeinheit

nicht einschrianken. Die Eigenwerte von J? sind auf jeden Fall nicht negativ und die Ab-
bildung R — Ry : 7+ j(j+1) ist bijektiv. Daher hat 3.8 noch allgemeinen Charakter.
Analoge Argumentation gilt fiir 3.9. Nun wollen wir zwei weitere Operatoren definieren,
deren Bedeutung im Folgenden klarer wird.

Definition:
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Je=J.+ilJ,

Fiir diese Operatoren rechnet man folgende Eigenschaften nach:
1 J.=JF

2. :j2,ji} —0

Jetzt wollen wir uns die Wirkung von Jy auf die Zustinde |7,m > etwas néher ansehen,
um Aussagen iiber die Quantenzahlen j und m machen zu kénnen. Wir betrachten:

0 < |[J4ljsm > ||?

<gomld_Jdilim >2 [jG+1) —m? —m] < j,mlj,m >
(J—m)(G+m+1)
also: 0 < (j—m)(f+m+1) (3.10)

Desweiteren gilt:

0<|loljim> 12 = <jmlded-lim>Z [i(G+1) —m?+m] < j,mlj,m >
= (+m)j-—m+1)
also: 0 < (j+m)(j—m+1) (3.11)

Aus den Ungleichungen 3.10 und 3.11 folgt:

@1

Jetzt wissen wir schon, in welchem Bereich die Quantenzahlen m {iberhaupt liegen diirfen.
Nachfolgende Betrachtung soll uns Aufschluss iiber ihre Abstédnde liefern.

29, % . 2 . S

Pnlim> 2 G+ 1)Jeljm > (3.13)

L(lm > @ Ju( 1)l m >= (m £ 1) Jaljm > (3.14)
3.13 und 3.14 sind Eigenwertgleichungen fiir die Operatoren J2 und J, zu den Eigenwer-
ten j(j + 1) und m+ 1. J4 konnte man demnach als “Aufsteiger” und J_ als “Absteiger”
fiir J, ansehen. Wegen 3.12 gelten dann fiir m = +j folgende Relationen:

Jilj,j >=0 (3.15)
J_|j,—j>=0 (3.16)
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Man mufs also beim Aufsteigen von einem beliebigem Zustand |j,m > m=j treffen.
Umgekehrt mufs beim Absteigen m = —j getroffen werden. d.h.:

\2je]N,m:—j,—j+1,...,j—1,j\ (3.17)
Wollen wir nun wieder A einfiihren und kurz zusammenfassen:
Die Eigenwerte von J2 lauten j(j + 1)h% mit j = 0, %, 1, %, ... . Die Eigenwerte von
J, lauten Aim mit m = —j,—j +1,...,j — 1, j. Es gibt also (2j+1) Eigenwerte von .J, zu
festem j.
Beispiel:

e j=0=m=0

1
’ 2

N[

° j:% = m=—
e j=1=>m=-1,0,1
Erwartungswerte:

. . 1 . .
< Jp >jm=<j,m|Jz|j,m >= 3 < gym|Jy + J_|j,m>=0

.
< jy >;m=0 (analog)
.
< P2>im = i <Goml2 4 B2 Jod 4 T dyljm >
= i <gym|JyJ_ +J_Jylj,m>
= % < j,m|J* = J*j,m >
_ %(j(j—f—l)—mQ)hQ (3.18)

Aus {|j,m >} gewinnt man alle irreduziblen Darstellungen der SO(3).

Beispiele:

e j = 0: triviale Darstellung: .J = 0
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1
. 5 5 0\ ; 0 1) ; 00
o]:§:JZ:h<5 1>,J+:h<0 0 ,J_:h<1 0)
2

Dies konnen wir umschreiben zu J = g&, mit

o, = ((1) _01), Op = (2 é) oy = <? _OZ) (3.19)

Die Matrizen o; werden Paulimatrizen genannt.

A 1 0 0 A 0 vV2 0 A 0 0 0
ej=1J,=n|l0 0 0], Jy=hl0 0 V2|, J_=8[V2 0 0
00 —1 0 0 0 0 V2 0

<

Alle linearen Darstellungen der Drehgruppe {].5(62) = ei® } setzen sich aus irreduziblen

Darstellungen zusammen:

o

Ja D,

J;i = bzw. D(a) = (3.20)
J3 D3

Bahndrehimpuls:

jBahn:E:%Xﬁ iz:fi
in Kugelkoordinaten mit z als Polarachse. Aus
L.|l,m >= hm|l,m >

folgt mit obiger Darstellung von L,:

hm < Fl,m > =< F|L,|l,m >= ho Al,m >
——

: i 0p
Fl,'m,(F)
o - -
= aiF‘l,m(ra 9)‘10) = Zm‘Fl,m<Ta 9, 90) (3'21)
¥
Losung: Fj (.6, ¢) L imep, (r,0) (3.22)
osung: Fj ., (r,0,p) = —e Lm (T, .
) o )

Eindeutigkeit: e2™™ 11 =>m ganzzahlig, d.h. [ =0, 1, 2, ....
Fiir den Bahndrehimpuls kommen nur die ganzzahligen [-Werte in Frage:
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e [ =0 — s-Zustédnde
e [ =1 — p-Zustidnde
o | =2 — d-Zustdnde

Die halbzahligen j-Werte hingen mit dem Spin zusammen.

3.4 Ortsdarstellung der Bahndrehimpulszustande,
Kugelfunktionen

Wir werden zeigen, dass gilt:

< lLm >= fi(r)Yin (0, ¢)]

Die Funktionen Y}, (6, ¢) werden dabei als Kugelflichenfunktionen bezeichnet.
Normierung;:
1 = <annn>:/)fr<hmf><ﬂhm>
R3

= / dr r? |fl(r)|2~/dQ|Ylm(6,<p)|2 mit dQ = sin(6) df dy
0

=1 =1

Im vorherigen Abschnitt haben wir bereits gesehen, dass ebenso gilt: < 7|l,m >=

\/%eim‘f’ﬂm(r, #). Nun wollen wir Folgendes betrachten:

1 A 1 R A
ﬁ<ﬂ&Mm> ﬁ<ﬂ%i@Mm>:m

= T {iaae +icot(9)§0} < 7ll,m >

eTi(mxl)p B

= W {i(% — mcot(Q)} Fi o (r,0) (3.23)

Der wesentliche Teil obiger Rechnung besteht in der Herleitung der Ortsdarstellung von
L4 bzw. von L, und L, in Kugelkoordinaten. Diese Herleitung sollte aus Ubungsgriinden
mal durchgefiihrt werden.

Nun gilt fiir [ = m: j+\l,l >= 0, daraus folgt mit 3.23

0 =< FAJ|I,l >= {:I:aae — mcot(&)} Fp(r,0) (3.24)
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Die Losung von 3.24 ist gegeben durch:

_1\!
Fua(r0) = S0 B Gl 9) i) (329

:=q; Normierung

Weiterhin gilt, dass:
1,m >= agm(J_) ™11 >
Also:

<Alm> = ap, <AT)IL>

l—m
= on {eiw (:ﬁ:aae + i cot(0) ) } <7, 1>

9
O
l—-m
= am {eii‘p (:taae + i cot(0 )(98@) } \/;?e”‘pFu(r, 0)
9
0

I—m
= {eiw (i;e + i cot(h) @) } \/127@”% sin'(0) f;(r)
= filr)Yim (0, p) (3.26)

Um den Uberblick nicht zu verlieren, ist vielleicht ein kurzes Resiimee hilfreich:

In den letzten Rechnungen (3.22, 3.26 ) haben wir im Wesentlichen gezeigt, dass die ge-
meinsamen Eigenfunktionen von L? und L, zerlegbar sind in ein Produkt f;(r) gi.n(8) e™.
Die letzten beiden Faktoren werden zu den sogenannten Kugelflichenfunktionen Yy, (6, )
zusammengefabst Wir wissen bereits, dass zentralsymmetrische Hamﬂtonoperatoren H
mit L2 und L, kommutieren. Mochte man nun eine gemeinsame Eigenbasis von H 12
und L, haben, so wird fi(r) als radialer Anteil durch den Hamiltonoperator determiniert.
Diese Basis ist dann eindeutig.

Die Kugelflichenfunktionen sind explizit gegeben durch:

Yim (0, ) = (—UK/T g :L :;iﬂm(cos(é))eim‘p

dm

mit

P"(cos(0)) = (—l)msinm(ﬁ)mf’l(cos(ﬁ)) und
l
Plr) = g @ = 1)

Damit bilden die Kugelflichenfunktionen Y}, (6, ¢) ein vollstandiges orthonormiertes Sys-
tem auf der Einheitskugel, es gilt also:

2T
/dQYl (0, 0) Y ( / dgo/ dfsin(0)Y};, (0, 0) Y (0, @) = 011 0m ms (3.27)
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Demnach lasst sich jede Funktion h(6, ¢) nach den Y}, (6, ¢) entwickeln:

00 l
Z Z alevlm(e

=0 m=—1

mit a1y, = [ A2V (0, )h(6. 0 (3.28)

3.5 Zentralsymmetrische Probleme, Wasserstoffatom

Sei also

P
= 2 V), T=I

Nach den Ergebnissen des letzten Kapitels wissen wir, dass es eine gemeinsame Eigenbasis
von H, L? und L, gibt, die in Ortsdarstellung folgende Gestalt hat:

4 (7"7 0, 90) = fl(r) Yim(a 30) (329)

L*v = RA(l+1)w
LW = hm¥

Durch explizites Einsetzen iiberzeugt man sich leicht von folgender Identitét:

2 29 2 A 2 b~ -
j2 :r2p2—(r-p)2—;(r~ﬁ) (3.30)

Vergleicht man 3.30 mit dem Drehimpulsquadrat in der klassischen Mechanik (u. a. Kuy-
pers), so fehlt dort der letzte Term. Ursache ist die Nichtkommutierbarkeit von 7 und p
in der Quantenmechamk

Fiir das Skalarprodukt 7- p p ergibt sich:

—

-~ h
r-p=-—
[

0
—_— 31
T@r (3.31)

Definition:

Radialimpuls p, : |p, = ? (881" + i) (3.32)

Die Hermitizitdt von p, kann durch direktes Einsetzen in die Definition und Ausnutzen
der Normierbarkeit der Zustinde gezeigt werden. Weiter gilt:

h 0 h

o fz
zar 1

P+

‘31>

Ppr = (3.33)
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Ebenso berechnet man:

L h
7, pr] = - (3.34)
5 oa o~ o~ Ao o R s a333 .. .0 R334,
R R =
Einsetzen von 3.35 in 3.30 liefert:
L? = PP — Pp? (3.36)

Auflsen von 3.36 nach ﬁQ und Einsetzen in die Schrodingergleichung liefert in Orts-
darstellung:

-2 72
. Dy L
HY = Y =F Y .
(Ta 97 90) { m + Imr2 + V(?")} fl(r) lm(07 (P) lfl(r) lm(07 ()0) (3 37)
Da Y, (6, ¢) Eigenfunktion von L? ist liisst sich die Differentialgleichung
i 0
{om + v} 1) = Bii) (3.38)
I 211
folgern, mit Ve(f)f(r) =V(r) %

Wir wollen an dieser Stelle nur attraktive Potentiale betrachten, fiir die lim, o, V(r)=0

gilt und die flir r — 0 schwécher als %2 abfallen. Exemplarisch zeigt Abbildung 3.1 das

zum Coulombpotential gehorende effektive Potential fiir die Werte [ =1, 2, 3.

Vet

r

ABBILDUNG 3.1: Vosp(r) = — L 4 W)

T 2mr?
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Es gibt dann im Allgemeinen gebundene Zusténde fiir £ < 0, woraus ein diskretes
Spektrum in diesem Bereich folgt. Fiir £ > 0 gibt es nur ungebundene Zusténde, d.h.
dort haben wir ein kontinuierliches Spektrum. Im Bereich des diskrete Spektrums wollen
wir die einzelnen Niveaus mit n kennzeichnen, d.h. £} — E,; und f; — fu;. Weiter
wollen wir den folgenden Ansatz fiir f,; wahlen: f,; = y"’T(T) Damit f,; normierbar
bleibt, kénnen wir y,;(0) = 0 fordern. Betrachten wir die Wirkung von p, auf diesen
Ansatz, so erhalten wir:

j%“(ynifr)) _ fi(igi ;3) 7FT) ::‘§(:y;ifr) _ yﬁigr) + yﬂigr)) ?’ynif )

Verwenden wir 3.39 in 3.38, so erhalten wir:

n? d?
=5 gpa¥nl(r) + Veppyni(r) = Engyp (r) mit y(0) = 0 (3.40)
o2
Wasserstoffatom |V (r) = —— | Zum Entdimensionalisieren fithren wir folgende Gro-
r
fsen ein:
e Bolur-Radius: ag := 25 = 0.53-100m

e Rydbergenergie: R := 5— = 2h2 = 13.55eV

ag

Substituieren wir £/ = — V2 (r>0)und z = %al so léasst sich 3.40 wie folgt formulieren:

2 1(l+1) v 1 _
{de 22 + P 4} Yni(x) = 0 mit ,,;(0) =0 (3.41)

Um einen geeigneten Losungsansatz dieser Differentialgleichung zu finden wollen wir uns
die Falle x — 0 und * — oo genauer anschauen, indem wir die jeweils dominierenden
Terme betrachten:

ez 0 {di _ l(l“)}ynz(ﬂﬁ) —0 =y o gl

dz2 z2
Die zweite Losung des Fundamentalsystems y o 2! erfiillt nicht die Randbedin-
gung y(0) =0
2 _1
e I — 00: {%—%}ynl(m):0 =yxe 27
hier erfiillt die zweite Losung y o e3% nicht die Normerungsbedingung.

Diese Betrachtungen legen folgenden Ansatz nahe:

yni(x) = lee_%zvnl(az) (3.42)
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Setzen wir diesen Ansatz in 3.41 ein, so erhalten wir folgende Differentialgleichung:

d? d
{ ) (2l—|—2—x)dx—(l—i—l—u)}vnl(x)—O (3.43)
Wir wéhlen den Potenzreihenansatz vy (z) = ) a,aP und erhalten fiir 3.43 :
p=0
Z {ap(p(p — 1))~ " + ap(20 + 2)paP ' — apa? — (I + 1 — v)aa?} =0 (3.44)

Diese Gleichung ist Vx € IRS' nur dann erfiillbar, falls sich die Koeflizienten gleicher
Potenzen in z alle ausléschen. Daher erhélt man fiir die Folge {ay}; . der Koeffizienten
folgende rekursive Vorschrift:

k+l+1-v
Gp+1 =a 3.45
TR ) (k4 20+ 2) (3:45)
Aufféllig ist fir £ >> [, v, dass a’;:l ~ k% = % Damit wiirde vy (x) wie e anwachsen

und f,; wire damit nicht mehr zu normieren.

Idee: Was passiert wenn die Reihe abbricht, also der Zahler irgendwann 0 wird?
Dann ist v,; ein Polynom und damit ist f,; normierbar. Also muss gelten k 4+ 1+ 1 —

= 0 fiir ein k € N. Dieses k wollen wir mit der natiirlichen Radialquantenzahl n,
kennzeichnen. Es folgt, dass damit v = n, + [+ 1 € N gelten muss. Fithren wir die
(Haupt)quantenzahl n := v ein, so erhalten wir schliefslich fiir die Energieeigenwerte:

R
Ey=-—3 n€N (3.46)

Wegen n, +1+1=mn und n, € N gilt:

.47

Desweiteren existieren zu jedem [ insgesamt 2] 4+ 1 Kugelflichenfunktionen Y;,,. Fiir den
Grad der Entartung erhalten wir also:
n—1
Entartung: Z 2l +1 = n? (3.48)
=0

Fiir den Radialanteil f,,;(r) der orthonormierten Eigenfunktionen ¥ (r, 0, ) = fi(r) Y, (6,

ergibt sich letztendlich:

—1—=1)!
Fult) = s\ [ P it
o

Fu(z) = ale L2 (2) (3.49)

)



3.5. ZENTRALSYMMETRISCHE PROBLEME, WASSERSTOFFATOM

L* bezeichnen dabei die verallgemeinerten Laguerrepolynome, deren Definition lautet

L(@) = (<110, (o) mit I = - (e~a7)

3.50
dxk dxP ( )
Fiir die Normierung der Eigenfunktionen ¥, ; ,, (.6, ¢) gilt:
/3 dgrwn’,l’,m’ nlm = Orn? 01 Oy (351)
R

In der Abbildung 3.2 sind alle Radialwellenfunktionen bis n = 3 graphisch dargestellt. Au-
Rerdem ist die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte wy,; (r) = r? f2(r) skizziert. wy(r) dr
ist die Wahrscheinlichkeit das Elektron im Intervall [r,r + dr] vorzufinden

6

n=1,1=0 —— n=1, I=0
n=2, 1=0 n=2,1=0
n=2,1=1 —— 1 Nn n=2,1=1 ——
n=3,1=0 —— I\ n=3,1=0 ——
n=3,1=1 [ n=3, 1=1
ST n=3,1=2 [ n=3,1=2
| [
| |
\ 081 | |
| |
4+ [ |
\ [
‘ \
| |
06+ |
3

fal
2 2
oy

aﬂ Zan 3an 4,0 ian 630 730 8a0 9a, lanllaOIZaODaﬂMaolian

ag 2a 3ag 4a) Sa, 6ag T, 8a, 9anl()ad lad 2ag3ag Aa(,l Sad ead 7an
r

ABBILDUNG 3.2: links: Radialwellenfunktionen bis n = 3, rechts: zugehérige Wahrschein-

lichkeitsdichte. Der Faktor 72 stammt dabei von der Funktionaldeter-
minante des Basiswechsels in Kugelkoordinaten.

Fiir die graphische Darstellung der Kugelflichenfunktionen soll an dieser Stelle auf die
Literatur verwiesen werden (sehr schon im Gerthsen)

Ubergénge zwischen den einzelnen Energieniveaus fithren zum Wasserstoffspektrum

1 1
hwmn :Em_En:R(_i"i_iQ)

m2  n

(3.52)
In der Chemie werden die einzelnen Zusténde leicht anders gekennzeichnet. Der Zustand
wird weiterhin zuerst durch die Angabe der Quantenzahl n charakterisiert. Der Quan-

tenzahl [ sind entsprechend nachstehender Tabelle Buchstaben zugeordnet, welche hinter
der Quantenzahl n notiert werden.
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! 001 2 3 4
Buchstabe ‘ s p d f g

Nach der magnetischen Quantenzahl m wird nicht klassifiziert, denn fiir beliebige Atome
haben wir F,; abhingig von n und [, aber nicht von m. Nur das Wasserstoffatom mit
V= *i héngt nicht von [ ab. Liegt kein Magnetfeld an, so sind die Energeiniveaus F,;
daher 2] + 1-fach entartet. An spéterer Stelle werden wir zusétzlich den Spin betrachten,
welcher den Entartungsgrad verdndern wird.

Berechnet man den radialen Erwartungswert < r >,., eines Wasserstoffzustandes, so
erhélt man:

<7 >nim= (30 = 11 +1) (3.53)

Speziell fiir den Grundzustand erhélt man < r >1g99= %ao mit der radialen Wahrschein-

=2r
lichkeitsdichte wigg(r) = 4aL326 a0, deren Maximum an der Stelle 7,4, = ag liegt.
0

Normaler Zeemann-Effekt

In diesem Abschnitt wollen wir neben dem Potential V' (r) noch ein schwaches homogenes
Magnetfeld B = B - €, hinzufiigen. Der Hamiltonoperator (vgl Kapitel 1) hat dann die
Gestalt

)2+ V(r), (3.54)

Fiir den zweiten Summanden in der Klammer gilt:

p-A

| =t

-~ Al - = - N
VA== |A-V4+ VA | =4-p (3.55)
2 N——’

=0

~

Der zweite Summand in der Klammer verschwindet wegen der Coulombeichung des Vek-
torpotentials, d.h. divA = 0. Damit hat unser Hamiltonoperator in linearer Ordnung von
A die Form

H = Hy— S A5
mc
- Hy--SB-L=Hy-B-ji (3.56)
2mce
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¢ [ Tn unserem Fall vereinfacht sich der Hamil-

2mece

mit dem magnetischen Moment ﬁ =
tonoperator zu

N N eB -
H=Hy— —0L, 3.57
0 2me ( )

Da ﬁz mit flo kommutiert, hat H die gleichen Eigenfunktionen wie I:IO. Mit

I:IO|n,l,ml >= Ey|n,l,m; > und ﬁz|n,l,ml >= hmy|n, 1, m; > (3.58)
gilt:
N ehB
Hn,l,m; >= (Ep — %ml)m,l,ml >, (3.59)

also Epim,(B) = Ep — Sfﬁ my. Jeder (21 + 1)-fach entartete Eigenwert spaltet komplett

auf. Der Niveauunterschied zwischen zwei benachbarten und urspriinglich identischen

Energieniveaus ist gegeben durch AE = ppm;B mit dem Bohrschen Magneton up =
i~ 0. Abbildung 3.3 stellt diesen Zusammenhang graphisch dar.

" 2me
m=+2
—m=*1 [ _m=+1
=1 ¢ m=O¢AE=IJgB =2 s
m= t . m=-1
s m=-2

ABBILDUNG 3.3: Darstellung der Niveauaufspaltung fiir die Féalle | =1 und [ = 2

Die fiir Ubergiinge relevante Frequenz wp = £ BAB‘ wird dabei als Larmorfrequenz

bezeichnet.

3.6 Zweikorperproblem; Kontinuierliches Spektrum (E>0)

Betrachte zwei Teilchen in gegenseitiger Wechselwirkung:

A~

o PP
H=2 4 P2 4y g 3.60
oy 2my TV 1T (3.60)

Beispiel fiir ein solches System ist das Wasserstoffatom mit einem leichten Elektron und
einem schweren Kern. Analog zur Vorgehensweise in der klassichen Mechanik soll eine
Transformation auf Schwerpunkt- und Relativkoordinaten durchgefiihrt werden, also:

- Mt +meta

M = mi+mg, Ri=—————= 7:=7]—7T
1+me i 1 2
mims = o N m1p1 — Map2
m = ) P = P1 +P2, p =

M M
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Dann gilt:

Fiir die Impulsterme in 3.60 gilt:
o, _ P
277’L1 QTYLQ M

Daher ldsst sich der Hamiltonoperator schreiben als

52 2

. P P
H = —_— —_— . 1
i + - + V(%) (3.61)
~—~
HR HT
Mit obigen Kommutatorrelationen rechnet man leicht nach, dass H R,lf]r = 0. Das

Problem ist damit entkoppelt und wir kénnen einen Produktansatz fiir die Eigenzustdnde
wihlen (vgl. mehrdimensionaler Oszillator):

Hpo(R) = Ez¢(R), Hyp(7) = Exp(7), W(R,7) = ¢(R)p(7)

Dann gilt:

(R, 7) = Ho(R)e() = (Hro(R)) o) + 6(R) (o)
= (Ez+ Er)¥(R,7 (3.62)
E

Man erkennt, dass der Schwerpunkt sich wie ein freies Teilchen bewegt. Das eigentliche
Problem ist damit auf die Relativbewegung verschoben. Es handelt sich also nur noch um
ein Einteilchenproblem. Beim Wasserstoffatom ergibt sich damit eine kleine Korrektur in
der Rydbergenergie:

Ml * Mprot 1
mel%m—(im)%mel{l ]
mel+mprot

3.7 Addition von Drehimpulsen

In isotropen Systemen kommutiert H mit dem Operator fiir infinitesimale Drehungen
1 — £0¢l;, der Drehimpuls ist dann erhalten. Wir wollen nun eine Verallgemeinerung auf
n spinlose Teilchen durchfiihren.
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Operator T 5, fiir infinitesimale Drehungen um 5_95:

—

Té&w<7?1,7?2, ,Fn) = W(T_’i — 5@ X Fl,FQ — 5(p X ’FQ, ey Ty — 5@ X Fn)
n

(1= (00 X Ta) Vi YU (F1, o, ooy )
~————

a=1

Q

%6;'(?axﬁﬂ)
P, L
= (1 - ﬁ(stpz la)w(rla’rQa ~"7rn)
a=1

Daraus folgt:

7= e 1%l wobei L = Z I (3.63)

[ﬁ,-, ﬁj} — iheyjnly (3.64)

In isotropen Systemen gilt [ﬁ T @] = 0, daraus folgt, dass L erhalten bleibt. Die Dre-

himpulse der einzelnen Teilchen sind im Allgemeinen jedoch nicht erhalten.
Beispiel: System aus zwei Teilchen

FI:FI1+H2+ﬁ12

it /1, = 2 1 V(7)) =2 4+ V() und iy = o7 — 7
mit Hy = 5L + V(|r1]), Hy = 5% + V(|r2|) und Hiz = v(|r1 — 73).

2m

Dann gilt:
] - o] o

Im Fall @ = f gilt die Relation wegen der Isotropie der Potentiale.
Mit dem “Mischterm® wird allerdings im Allgemeinen nicht kommutiert, d.h.

=

[0, 1112 = [ic w71 = 73])] # 0

denn z.B.
~ L h 0 0
[l1z,v(|7“1 - 7’2|)} = ;(Ilafylv - y167710)
h Y1Z2 — T1Y2

= (|1 —72) (3.65)

~

|71 — 7|
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Analog berechnet man:

A . N I Lok — 1T
[zgz,u(m - r2|)} = Lo — ) 2 2|Fiy_2 Fz‘yl 2 (3.66)

Addition von 3.65 und 3.66 liefert:
I+ lo., Hi] = 0
f/z
Auch alle anderen Komponenten des Gesamtdrehimpulses kommutieren mit ﬁlg und

sind somit Erhaltungsgrofen.

Mogliche Basiszustéinde fiir die Beschreibung eines Zustandsvektors im Zwei-Teilchen-
Hilbertraum sind die direkten Produkte aus |l1,m1 > und |la, mg >:

‘ll,lz,ml,mg >i= |l1,m1 > |lg,m2 > (auch |l1,m1 > X‘lz,mg >)

Diese Basiszustande |l1,l2,m1,mo > sind nicht mehr Eigenzustédnde von L? und f)z.

Daher wollen wir an dieser Stelle versuchen eine Basis aus Eigenzustédnden von L2 und
L, vorzustellen. Es gilt

Daher bietet es sich an, als Basis Eigenzusténde |L, M, 11,ls > von 52, ﬁz, l_% und l_g Zu
wahlen, mit

2L, M, 1,0 > = RL(L+D)|L, M, 1, 1s >
LL, M1l > = RM|L,M, 1,1y >

BIL Ml > = Rh(h +1)|L, M1l >
BIL Ml > = h2o(ls +1)|L, M, 11,1 >

{|L, M, 11,13 >} bildet eine VONB, welche wir nach {|l1, l2, m1, m2 >} entwickeln wollen,
d.h.

L, M, byl >= Y < lyyma,mo| L, M,y > Iy, By, ma,me > (3.67)
l/17l/27m17m2
Wegen

rechts

B2lo(lo +1) < 10, lh, my, ma|L, M, 11,15 >
RAL (1L, + 1) < 1y, 1h, ma,mo|L, M, 1y, 1o >

< lll, l'2,m1,m2|l-§|L,M,l1,l2 >

links
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muf gelten I/, = [,, falls das Skalarprodukt ungleich Null ist. Analog betrachten wir

rechts

< l17127m1am2|f12|L7M7l17l2 > hM < llvl27m17m2|L7 M7 11712 >

links

h(mi +mg) < li,lo, mi,ma|L, M, 11,15 >,

woraus M = my + mg folgt. Mit diesen Betrachtungen lésst sich 3.67 schreiben als

|La Ma llle >= Z < l17l27m17m2|L7 Ma llle > ‘l1;l27m17m2 > (368)

Die Koeffizienten < ly,la, my, ma|L, M,l1,lo > werden als Clebsch-Gordon-Koeffizienten
bezeichnet. Im Folgenden wollen wir diese Koeffizienten etwas ndher bertachten:

a) Es gilt: M =my +mg, dh My =11 + 12 := L. Dazu gehort genau ein Zustand

[li,lo,m1 =11, mg =l >,

denn L? und L. kommutieren, haben also gemeinsame normierte Eigenzustédnde.
Da |l1,la,m1 = li,mg = la > beztiglich L, nicht entartet ist, folgt, dass es sich

auch um einen Eigenzustand von L2 handeln muf. Also:

|l1,l2,m1:l1,m2:lg> = |I_/,M:E,l1,l2> mit
L2|L,M =L,li,ls > = RLL+1)|L,M=L,l,ly >
L.L,M =L,li,ls> = hL|L,M =1Ll >

Zu diesem maximalen L = [; + Il konstruieren wir in iiblicher Weise durch Anwen-
dung des Absteigeoperators

L_:= Zl— X1+1x ZQ_ ku:rz Zl_ + iz_
die iibrigen Zusténde, fiir die ebenfalls obige Eigenwertgleichungen

L2|L,M,ly,ly > = RL(L+1)|L, Ml >
L|L,M,ly,ly > = hM|L,M,ly,ly >
gelten.

Wegen M = —L,—L +1,....L und L = l; + Iy erhalten wir damit 2L + 1 =
2(ly + I3) + 1 Zusténde.

b) Sei M = L—1 = I;+I—1. Nach obigen Betrachtungen gehéren dazu zwei Zustéinde:

L, lo,mi =11 —1,mg =1 >

[l1,l2,m1 =1l1,mg =1lp —1>.
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Eine Linearkombination dieser beiden Zustédnde wurde bereits in a) “verbraucht*.
Es existiert also genau (modulo Phase) eine normierte Linearkombination, welche

senkrecht auf der in a) benutzen steht und Eigenzustand zu L2 ist, mit L =L —1,
also

|E:E—1,M:E—1,l1,l2>. (369)

Begriindung: Da M = L — 1 muf L € {f/ -1, E} gelten. L = L entfillt jedoch, da
in a) bereits alle Zustdnde mit L = L "verbraucht” worden sind.

Ausgehend von |L = L —1,M = L — 1,1y,l5 > konstruieren wir nun analog zu a)
alle weiteren Zustinde zu L = L — 1 durch wiederholtes anwenden von L_. Es gilt:

L2L—1,Ml,la> = K(L—1)(L—1+1)|L,M,€Iy,ly>
L. L—1,M1,ly> = hM|L,M,Iy,ly >

Insgesamt also 2(L — 1) + 1 = 2L — 1 Zustéinde

Sei M = L — 2. Dann miissen wir 3 Zustinde betrachten:

ll1,l2,m1 =1l1,mg =1lo — 2>
[li,lo,m1 =11 —1,mg=1y—1>
lli,lo,mi =11 —2,mg =1y > .

Zwei orthogonale Linearkombinationen sind bereits verbraucht. Die dritte muss also
zu dem Zustand

|E=E—2,M:E—2,l1,12> (370)

gehoren. Anwenden von L_ fithrt zu 2(L — 2) + 1 weiteren Zusténden.

Wir sehen also, dass L die Werte L, L — 1, L —2, ... annehmen kann. Jetzt konnen wir
aus einer Dimensionsbetrachtung auf L,,;, schliefsen:

Die Dimension von |l,ls, m1,me >= |ly,my > X|la,mg > ist offensichtlich gegeben
durch das Produkt (201 + 1)(2l2 + 1). Daher muss mit a) ,b) ,... gelten:

L
S (2L+1) = (U +1)(2+1)
L=Lin
L Limin—1
> @RL+1) - (2L+1) = (2l +1)(2ls+1)
L=0 L=0
(\E/+1)2 — L2, = (h+1)(2kL+1)
l1+l2

= Lmin - |ll_12|
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Zusammenfassung:

Im wesentlichen hat sich dieser Abschnitt mit der Transformation zweier Basen beschéf-
tigt. Haben wir mehr als einen Drehimpuls, so ist eine Basis fiir das System gegeben durch
das direkte Produkt |l1,mq > X|l2, mo >. Eine weitere Basis ist |L, M, 11,12 >. Dabei ist
L die Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses und M die Quantenzahl der z-Komponente
des Gesamtdrehimpulses. Die beiden Basen sind durch die sogenannten Clebsch-Gordon
Koeffizienten miteinander verkniipft:

|L7M’llvl2 >= Z < l17l27m17m2‘L7M7 l1;12 > |l17l27m17m2 >
my,ma |mi+ma=M

(3.71)

Ein Schema zum Berechnen dieser Koeffizienten haben wir in a), b), ¢), ... angegeben. Au-
ferdem haben wir die moglichen Quantenzahlen L auf die Menge {|l1 — la|, |l1 — lo| + 1,...11 + l2}
eingeschréankt.

Anmerkung: Oft wird die explizite Angabe von [; und ly weggelassen, da diese Quan-
tenzahlen in beiden Basen vorhanden sind und h&ufig innerhalb einer Betrachtung nicht
variiert werden. D.h.:

|l17127m17m2 >— |m17m2 >
‘L,M,ll,lg >— |L,M >

Beispiel: 2-Spin—%—System

Wir betrachten also ein System zweier Drehimpulse, deren 1-Quantenzahl jeweils konstant
% ist. Wie in obiger Anmerkung erwahnt, wollen wir diese Quantenzahl nicht “mitschlep-
pen‘, sondern nur kurz vermerken, dass damit L = 0 oder L = 1 gelten mufs. Auflerdem
ist es in Spin—%-Systemen oft iiblich, die Quantenzahl m = :I:% einfach durch m = +
zu beschreiben. Die Basiszusténde in der |m;, my >-Basis lauten demnach also | + + >,
|+—>,]|—+ >, | — — >. Gesucht sind nun die 4 Basiszuténde |L, M > als Linearkom-

bination der |I,m >-Basis. Analog zur Betrachtung in a) identifizieren wir:
1) L=1,M=1>=|++>
Anwenden von L_ auf |L =1, M = 1 > liefert nach a):
1

2) [L=1,M=0>=
) | 7

(I+=>+]-+>)

und

3) L=1,M=—-1>=|——>
Mit der u.a. in b) verwendeten Orthogonalitdtsargumentation identifizieren wir:
1
V2

Die Zustinde 1),2) und 3) werden als Triplettzusinde bezeichnet (Gesamtdrehimpuls
L=1). Der Zustand 4) hingegen heifst Singulettzustand (Gesamtdrehimpuls L=0).

4) [L=0,M=0>=—(+—> —|—+>)
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3.8 Addition von Bahndrehimpuls und Spin—%

Der Gesamtdrehimpulsoperator ist gegeben durch
505 2 - &~k
J=Lx1+1xS™* L+S5 mitS= 50 (3.72)

Dann existieren 2(2{ + 1) orthogonale Produktzusténde {|l,m > x|+ >, [l,m > x|— >}
(m = —l,. ,1). Diese Produktzustande sind Eigenzustdnde von L2 S LZ, SZ7 aber
nicht von J J2 und nicht von L S Analog zur Argumentatlon im vorherigen Kapitel

miissen gemeinsame Eigenzusténde von L2, S 2, J? und J, existieren. Aus den Betrach-
tungen des letzten Abschnitts wissen wir, dass j = [ £+ % (I # 0) gelten muss, denn
20+ +1+2(0-YH+1=2020+1).

Erinnerung;:

La|l,my >= /(I £m;+ 1)(I T my)h|l,m; £1 >,vel. 3.10, 3.11 (3.73)

falls —1 < m; £ 1 <, sonst 0. Desweiteren ist es oft sinnvoll J2in folgender Gestalt zu
schreiben:

Diese Relation rechnet man durch einfaches Einsetzen der Operatoren f/i und S’i dirket
nach. (gute Ubung!!)

Notation: |j,m;,l, s >— |j,m;,1 >

Analog zum Fall a) des obigen Abschnitts identifizieren wir:

. . . 1
|j:]mazamj:]maa:al>: |l7ml:l>X|T> ]maz:l+§

Jetzt wenden wir J_ auf diesen Zustand an, um |j =+ %, mj =1— %,l > zu bestimmen:

J_|lmi=1>|1> = L |l,my=1>|1>+S_|l,Lm=1>]1>
= V2hl,my=1—-1>|1>+hll,m=1>|]> (3.74)

Normiert erhalten wir also:

1 1 2
J=ltgmy == S0 >= /o llm =1 -1> 1> +

1
20+1
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Mittels vollstandiger Induktion lasst sich allgemein zeigen:

, 1 [1+mj+ 3

—_———

::almj+

3> 1> (3.75)

o |
+
—_

|

::Bl'lnj+

Damit sind die Zustdnde zu j = [ + % gefunden. Die Zustdnde mit j =1 — % fir m; =
—( - %), -+ %) +1,...,0— % sind orthogonal zu den Zustédnden in 3.75. Nutzt man
diese Orthogonalitat aus, so erhilt man:

. 1 5
j=l=gml> =\l =57 hmu=my—5>[1>

2|y =m;+ 5> 1> (3.76)

Insgesamt erhalten wir also:

. 1 1 1
|j === §,m]‘,l >= Ozlm].i’l,ml =m; — 5 > ‘ > +ﬁlmji|l,ml =m;+ 5 > | ¢><3.77)
Anmerkung:

In 3.77 tauchen fiir maximales bzw minimales m; auf der rechten Seite Zustdnde auf, bei
denen my grofer [ ist. Diese Zustdnde existieren natiirlich nicht und sind in dem Fall zu
streichen. Der Entwicklungskoeffizient «. bzw 5. ergibt in diesem Fall ohnehin 0.

Hinweis:

In diesem Kapitel haben wir die Basis |l;,m1 > X|l2, mg > fiir den Produktraum ein-
gefiihrt. Eine mathematisch exakte Einfithrung in Produktrdume wiirde den Rahmen
dieses Skripts sprengen. Dennoch ist es schon aus syntaktischen Griinden notwendig (

L248582=L[2x1+41x 52) mit diesem Produktraum vertraut zu sein. Daher empfiehlt
es sich die entsprechenende Mathematik unbedingt nachzulesen (Schlagworter: direktes
Produkt, Kronecker Produkt).






4 Storungsrechnung

4.1 Stationdre Naherungsverfahren

Nur wenige Probleme der Quantenmechanik kénnen exakt gelost werden. In den meisten
Féllen von praktischer Bedeutung sind wir auf Naherungsverfahren angewiesen.

Wir nehmen an, dass der zeitunabhiingige Hamiltonoperator H unseres Systems aufge-
spalten werden kann in

ﬁ:g0+API1‘ (4.1)

AH soll dabei eine kleine Stérung gegeniiber Hy sein (JA| < 1), des Weiteren soll die
Losung fiir Hy bekannt sein:

Holn® >= EO}p©® >

Fiir die Losungen des kompletten Problems

Hln >= Ep|n > (4.2)

wollen wir nun folgenden Potenzreihenansatz in A machen:

E,=EY + A\EQ + X2E?) + ..
In>=[n® > 4AlnM > $22n@ > 4

Dieser Ansatz mufl nicht in allen Fallen zum Ziel fithren.

4.1.1 Nichtentarteter Fall

Beginnen wollen wir mit dem einfachsten Fall und nehmen daher an, dass fiir alle n
keine Entartung in ESZO) vorliegt. Obigen Potenzreihenansatz wollen wir jetzt in unsere
Schrédingergleichung 4.2 einsetzen. Wir erhalten:

(Ho 4+ MH)(|n©@ > 4AnM) > 4A2|n®) > 4..) =
(EQ + AEWD + X2EP 1+ . )(In© > +An® > +22n®@ > +..) (4.3)

Damit erhalten wir in den verschiedenen Ordnungen von A folgende Gleichungen

a) A2 : Ho|n(©) >= ET(LO)’TL(O) >

101
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b) AL s Holn® > +H|n® >= E§10)|n(1) > +E,(L1)|n(0) >

¢) A2 : Holn® > +Hn(M) >= ET(LO)|n(2) > +E7(11)|n(1) > +E£12)\n(0) >

Es ist am bequemsten, die Normierung von |n > durch < n(0) |n >= 1 festzulegen, daraus
folgt:

<nOnO > X< nOp® > X2 < nOp® > 4 =1 (4.4)

Aus b) folgt daher nach Multiplikation von links mit < n(0)]:
< nOHyln® >+ < nOH |nO® >= < O EO|nM > 4 < n(0)|ET(LI)|n(O) >
=0 =0

=|EY =< nOH;|n® > (4.5)

Um nun |[n(!) > zu finden, entwickeln wir nach {|m(0) >}, d.h.

In®) >= Zcm|m(0) > mit ¢, =< mOn® > (4.6)

m

Multiplizieren wir nun b) von links mit < m(9| #< n(0|, so erhalten wir:

< m O H|n® > 4+ < mO | |n© >= < mO|EQnM > 4 < mO|EWD RO >

EQ <m©n)> EQ <m©n()> =0

<mO)|H;[n(® > (4 7)

= Cmp = EgLO)_ESS)

Einsetzen in 4.6 liefert uns:

O 71, [n©)
1) o_ <m | 1‘71 > (0)
In® > ; EONE=0 im© > (4.8)

m#n

Die zweite Ordnung Storungstheorie wollen wir vollkommen analog durchfithren. Wir
multiplizieren ¢) mit < 7()| und erhalten:

< nOHpn® >+ < nO|H |n® >= < nO|EO|n? > 4 <« nO|EW M) > 4 <« nO| B2 p0) >

=0 =0 =0 E£L2)

= B =< nO|H |nM > (4.9)

Setzen wir 4.8 in 4.9 ein, so erhalten wir:

O A, |m© > |2
@ N L= (4.10)
" Z B - g

m¥#n
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e Fiir den Grundzustand fiihrt die zweite Ordnung Stérungstheorie immer zu einer
Energieabsenkung. Oft verschwindet E;l) aufgrund der Symmetrie von Hy. In sol-
chen Féllen sorgt der Term der zweiten Ordnungen immer fiir eine tatséchliche

Energieabsenkung

e Benachbarte Energieniveaus liefern in zweiter Ordnung groferen Beitrag als ent-
fernt Niveaus (wenn Matrixelemente vergleichbar grofs sind)

e Haufig kommt es zu Niveauabstolung bei benachbarten Niveaus. Dazu wollen wir
exemplarisch ein Zweizustandssystem betrachten, dessen ungestorte Eigenzustinde
durch |1 > und |2(9 > gegeben sein sollen. In zweiter Ordnung Stérungstheorie
erhalten wir:

10) & el= 10,120 > |2
B0 g

0 0 2
By =B + A < 201,20 > el | H 20 > |
B0 _ g0
1

B =EY + ) <105,

Die beiden A\2-Terme sind betragsméRig gleich, haben aber unterschiedliche Vorzei-
chen. Das Niveau F1 (E1 < E3) wird abgesenkt, das Niveau Fy angehoben. Man
spricht daher von einer Abstofsung der Niveaus (Level-Repulsion).

Beispiel: Grundzustand des (spinlosen) Heliumatoms

pgf p% Zer  Ze? e?

A=L4+2 — _— 4 — 4.11
2m  2m r1 r9 12 ( )
~—
Hy AH =V
mit 71 = |ri], re = |r3|, ri2 = |71 — 73| und Z = 2 fiir Helium. Dieses Problem ist

nicht exakt 16sbar. Daher wollen wir V' als Stérung betrachten. Bei Hy handelt es sich
dann um das Wasserstoffproblem fiir zwei nicht Wechselwirkende Elektronen. Fiir die

ungestérte Grundzustandsenergie gilt: E§ = —222 ZL;Q = —272Ry = —27% - 13.6eV. Die
—(r1+rg)
Grundzustandswellenfunktion in Ortsdarstellung lautet: g (71,73) = —=€ L , wobel

a = %. Fiir die Energieverschiebung in erster Ordnung gilt:

AEY =BV = <<po|V|soo>

2
—(r1tro) e
= 3 d3 d3T2 e a = —
(7T a IR3 R3 |71 — 7“2!
sin 6 df

= — dr1 7“1/ dry T3 e —(ri+r2) / >
a Jo 0 /13 473 — 2r179 cos 0

5 e
= 4.12

Fiir Helium (Z=2) gilt nach obiger Rechnung E(()l) = —74.8eV. Der experimentell gemes-
sene Wert betrigt Ey" = —78.6eV .
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4.1.2 Entarteter Fall

Betrachten wir nun ein Energieniveau E,(LO), welches k-fach entartet sein soll, es gilt also:
Holn\” >= EOn{% > fiivi = 1.k

In der in Abschnitt 4.1.1 hergeleiteten Storungsreihe wiirden in den Nennern von ¢, und
E,(L2) Differenzen des gleichen Energiewertes auftreten. Um dies zu vermeiden suchen wir

k
k Linearkombinationen |n¢(10) >= Z c‘?‘|n(-0) > (o = 1...k), fiir die die entsprechenden

Zghler < na)|H1|n > fira# 6 ebenfalls verschwinden, d.h.

<O >= W) 6as (4.13)

Diese Linearkombinationen miissen aus folgendem Grund existieren: Die Matrixelemente
hij =< nl(-o)|ﬁ 1|n§0) > bilden eine hermitesche k x k& Matrix, welche diagonalisiert wer-
den kann.

VORSICHT, nicht missverstehen: Da ﬁo und H; in jedem nichttrivialen Fall nicht kom-
mutieren (ansonsten brauchten wir ja keine Storungsrechnung), sind beide nicht gleich-

zeitig vollstdndig zu diagonalisieren. Aber im Unterraum span({|nl(-0) >} k) ist die zu
i=1..

Hjy gehorende Teilmatrix Vielfaches der Einheitsmatrix. Und deshalb ist es moglich ein

neues Basissystem zu finden, dass in diesem Unterraum Hy und H; gleichzeitig diagona-

lisiert und damit Bedingung 4.13 erfiillt. AuféerhAalb dieses Unterraumes bleiben natiirlich
noch Nichtdiagonalelemente ungleich Null bei H; iibrig.

Mathematische Details:

Setzen wir den Ansatz |n( ) Z a|n( ) > links und rechts in 4.13 ein, so erhalten
j=1
wir:
Z co‘*cﬁ <n(0)|H |n(0 = E&%(Salg
1,j=1
k
1
o Yhad = BYYad
=
I w_/
Sus
k
1
= Y nyd = BN (4.14)
j=1

Die g = 1..k Losungen der Eigenwertgleichung 4.14 liefern die benétigten Linearkombina-
tionen. Fiir die Energieverschiebung bis zur zweiten Ordnung im urspriinglich entarteten
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Unterraum ergibt sich somit:

| < n&o)\ﬁﬂmgo) > |?

2) _ g0 O 7, 1) 2
EQ =B + X <0 H|nlY) > +A mz 50 g0 (4.15)
MaFNa

Beispiel: Stark-Effekt

Als Stark-Effekt wird der Einfluss eines dufteren elektrischen Feldes auf die Energieniveaus
eines Atoms bzw. Molekiils bezeichnet. An dieser Stelle wollen wir die Auswirkungen auf
ein Wasserstoffatom (ohne Spin) untersuchen, d.h.

Hy = %ﬁg — e: (4.16)
Die Storung sei gegeben durch
V=M =—eFz=—eFrcosf (4.17)
Aus [L., 2] = 0 folgt
0 = <nlml|[L.,z||n'I'm' >

= (m—m') <nlm|zlnl'm’ >

= < nlm|V|n'U'm’ >=0 fiir m #m’

Da z ungerade Paritédt hat, kann < nim|V|n/lI'm’ > nur fiir [ # I’ verschieden von Null
sein (spéter I’ = [ £ 1) Daraus folgt fiir den nicht entarteten Grundzustand, dass

< 1,0,0/V|1,0,0 >= 0. D.h. die Stérungsrechnung in erster Ordnung liefert keinen Bei-
trag, somit gilt:

AFE; = O(F?) “quadratischer Stark-Effekt” (4.18)
Der erste angeregte Zustand mit Energie Eéo) = —% ist vierfach entartet:

1= |27030 >, p2 = |271a0 >, p3 = |231a1 > und P4 = ’231)_1 >.
Nach obigen Betrachtungen miissen wir zu einer Basis iibergehen, in der die Nicht-
Diagonalelemente von z verschwinden. Dazu berechnen wir:

0 Viz 00
|V o0 00
hip=<eilVlei==|"g" ¢ o o

0 0 00

Mit @1 = \/% (2a10)% (2 - a’"—o) e 200 und g9 = —w% cos() —2— e %% erhilt man:

\/24a3 @0

F [ —_r [dQ
Vig =< @1|V]p2 >= 64/ dr r* <2 - r> e / cos?(0) = —3eFag = Vay
8ag Jo aop 47
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Die Eigenwerte von h;; erhalten wir mittels
0=det{h;j —e} = e12==+3eFapundezy4=0
Damit ergibt sich fiir die Energie in erster Ordnung:
Eé}l) = Eéo) + 3eFag
ES) = EY — 3¢Fag
B = Y = £
Fiir die Eigenzustande erhélt man:

1
P12 = ﬁ(% + 902)

4.2 Variationsverfahren

Fiir den Hamiltonoperator H méchten wir folgendes Funktional eines beliebigen Zustan-
des | > definieren:

< UH >

B[] =~ 5> (4.19)

Leicht erkennt man, dass es sich dabei um den Energieerwartungswert von |# > handelt.
Es gilt:

<U|H|Y > )
EW| = ———— > Ey|fir alle |¥
4 <o = tr alle |& >

Beweis:
Sei {|uy, >} eine VONB aus Eigenzustidnden von H. Dann gilt:

<UHW > Y <U|Hu, ><up|? > 3 En| < up|¥ > 2

ST > Y < Uy, ><up P> > [ <upl¥ > 2
E v > |2

> 2n Bl < tn| >2| _ (4.20)
Don | <un|¥ >

E[] =

Variationsverfahren fiir die Grundzustandsenergie

Oft ist es nicht moglich den Grundzustand eines Systems exakt zu bestimmen. Aus
Grenzwertbetrachtungen kann man aber héaufig auf das ungefihre Aussehen des Grund-
zustandes schliefen und einen parametrisierten Naherungsansatz fiir ¥ > formulieren:
Uy = ¥(a, g, ...,ay). Das Funktional 4.19 definiert uns dann eine Funktion

Epara P — ]R,Epam(al, a9, ..., aN) = E[Q/(al,ag, ...,aN)], (4.21)
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wobei P den erlaubten Parameterraum bezeichnet.

Meistens wird in der Notation nicht zwischen dem Funktional E[¥] und der Funkti-
on Epqra(0a, g, ...,an) unterschieden und beides mit E bezeichnet. Dies wollen wir im
Folgenden auch tun. Dennoch ist es wichtig den syntaktischen Unterschied zu kennen:
Bei E handelt es sich um ein Funktional, bei Ep., um eine meist mehrdimensionale
“gewbhnliche” Funktion.

Das Minimum von F(aj, s, ...,ay) liefert eine obere Schranke fiir die Grundzustand-
senergie. Die Giite dieser Schranke héangt natiirlich von der betrachteten Funktionenschar
ab. Meistens erhélt man eine sehr gute Schétzung fiir Ey. Der Zustand |¥ (o, g, ..., an) >
ist jedoch nur mit Vorsicht als gute Naherung fiir den exakten Grundzustand anzusehen.

Beispiel: Grundzustand des (spinlosen) Heliumatoms

R 2 2 702 762 2
bas p71+p72_7e_7e+ & (4.22)
2m  2m 1 r2 12
—~~
Hy A=V
mit r; = |ri], ro = |13, ri2 = |r1 — 73] und Z=2.
1
Grundzustandsansatz: ¢,(r1,73) = —36_%(””2) (4.23)
a

Wir wéhlen jedoch nicht wie bei der stérungstheoretischen Rechnung a = %2, sondern
setzen a = 7 und variieren Z'. Durch Einsetzen rechnet man aus:

)

E(Z") =2Ry(Z” - 2(Z 16)Z’) (4.24)
Das Minimum liegt bei Z/ = Z — 1% mit E(Z — T56) = —76.6eV (zur Erinnerung:

Eeyp = —T8.8eV, Egtor = —T4.8€V).

”Kochrezept‘:

Aufgaben zum Variationsprinzip laufen immer gleich ab. Zuerst bestimmt man eine zulés-
sige Funktionenschar. Zuléssig heifst, dass evt. Stetigkeitsbedingungen, Quadratintegra-
bilitat, Nullstellen an unendlichen Potentialwénden, ... zu beachten sind. Oft bekommt
man die Schar bereits vom Aufgabensteller.

Dann sucht man das globale Minimum von E(aq, o, ..., ay). Und dazu gehort machmal
mehr als die Nullstellen des Gradienten zu berechnen. Dies ist ndmlich nur ein notwen-
diges Kriterium fiir ein lokales Extrema im Inneren der Parametermenge.






5 Spin (des Elektrons)

5.1 Der Spindrehimpuls

Die bisher besprochene Quantenmechanik steht in Analogie zur klassischen Mechanik.
Hamiltonoperator, Impuls, Drehimpuls, ... kénnen wir aus der klassischen Mechanik mit-
tels Korrespondenzprinzip iibernehmen. Jedoch lassen sich viele experimentellen Resul-
tate nicht auf dieser Grundlage verstehen. Daher soll jetzt eine Grofe eingefiihrt werden,
die kein klassisches Analogon besitzt, der Spin.

Atom mit Z Elektronen:
Z (% 2 2
N p] Je e - —
i<k

Legen wir ein homogenes Magnetfeld B an, so erhalten wir mittels Aioj — Aioj — %ff (75)
und A (r5) = %é x 7 folgenden Hamiltonoperator

H=Hy— B L+00B
2me

mit dem Gesamtdrehimpulsoperator

E=Y 0= <

j=1 =1

S

Vorstellung: Jedes Elektron besitzt ein magnetisches Moment, das Bahnmoment mit

= ﬁﬁj, woraus fiir das Gesamtmoment gilt: p = stl_"'

Da I;To rotationsinvariant ist, folgt:
[ﬁOaﬁx,y,z} =0 und [I’Afo,fz} =0.
Daher sind die Eigenfunktionen von Hy gegeben durch [# >= [nLM > mit

HolnLM > = EynLM >

L?nLM > = h*L(L+ 1)|nLM >
L.jnLM > = hM|nLM >,

wobei L =0,1,2,3,...und M = —L, —L+1, ..., L. Jeder Eigenwert EJ* ist dabei (2L+1)-
fach entartet.

109
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Die Eigenwerte von H = Hy — 5 B L fiir §||€Z sind dann gegeben durch:

2me

- h
EMM — Erl 4 M| Blup mit pp = B
2me

Eine graphische Darstellung dieser Niveauaufspaltung ist in Abbildung 5.1 zu sehen.

L (2L + 1) Multiplett

H, H

ABBILDUNG 5.1: graphische Darstellung der Niveauaufsplatung durch das Anlegen ei-
nes Magnetfeldes. Dabei wéchst der Energieunterschied benachbarter
Niveaus linear mit der Stérke des Magnetfeldes.

Fazit:

a) Aufspaltung in (2L+1) Werte, ungerade (da L ganzzahlig)

b) < AE >=0

¢) Abstand benachbarter Niveaus = |B|up unabhiingig vom Atom, d.h. von Z.
Experimentelle Befunde zeigen jedoch:

a’) Falls Z ungerade ist, so sind alle Multipletts gerade. Daraus folgt, dass L halbzahlig
sein miifste (%, %, %, ...). Wohl das meist bekannte Experiment, welches dieses
unerwartete Verhalten aufweist, ist der sogenannte Stern-Gerlach-Versuch aus dem

Jahre 1922.
b’) im Allemeinen gilt: < AE > 0

¢’) Fiir den Abstand benachbarter Niveaus gilt: g|B|up, mit dem Atomart abhingigen
Landé-Faktor

Aus a’) schliefen wir, dass neben dem Bahndrehimpuls, welcher wegen der Ganzzahlig-
keit von L nur ungerade Multipletts zulésst, noch ein Eigendrehimpuls vorhanden sein
mufs, wellcher mit einem Eigen-Magnetmoment verkniipft ist. Dieses Eigendrehimpuls
bezeichnet man als Spin. Der Spin des Elektrons ergibt sich automatisch aus der relati-
vistischen Theorie des Elektrons nach Dirac (Dirac-Gleichung, vgl. QM II).

Hypothese:(Uhlenbeck-Goudsmith 1925):
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1. Jedes Elektron besitzt einen Spin S der Groke %

2. Mit dem Spin assoziiert ist ein magnetisches Moment

- e g

Hns = QSTS
me

Dabei ist gg = 2 4+ ¢ + O(a?) = 2.002319304718 mit der Sommerfeldschen Fein-

strukturkonstanten o = %i ~ ﬁ Wir werden im Folgenden gg = 2 setzen. Die

Stellen hinter dem Komma haben relativistischen Ursprung.

Verallgemeinerung: Nukleonen (Protonen und Neutronen) haben ebenfalls Spin % Die
zugehorigen magnetischen Momente sind im Wesentlichen anormal.
Alle Elementarteilchen besitzen einen Spin:

a) Teilchen mit halbzahligem Spin (%, %, %, ...): Fermi-Dirac-Teilchen
b) Teilchen mit ganzzahligem Spin : Bose-Teilchen

Zustdnde: Die Spinzustdnde folgen aus der Untersuchung des Drehimpulses

1 1 1 1 - ,3
A 1

S.t> = +-hl+>
2

FEin beliebiger Spin-Zustand ist gegeben durch:
U >=|+><+|¥ > + |- >< ¥ >=¥, (F) |+ > +P_(¥) |- >

Wir setzen: § = gff und erhalten in der Eigendarstellung die Pauli-Matrizen

. (0 1 . (0 —i . (1 0
#=\10) 7\ o) 77 \o 1
Das ist die Standarddarstellung, in der 6, diagonal ist.

Eigenschaften:

62=06,=062=1, 0640y=—0,0,=1i6. und zyklisch
Tr(6ey,.) =0, det(Gyy.) =—1
Antikommutator: 6,6, + 6,6, = 0 und zyklisch
Beriicksichtigt man den Spin eines Teilchens, so ergibt sich der Raum der Zustandsfunk-

tionen als direktes Produkt des Hilbertraumes der Bahnzustiande mit dem zweidimensio-
nalen (Spin %) Hilbertraum der Spinzustinde. Fiir |u >€ {|+ >,|— >} gilt also:

|7 >= 7> X|p >
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Allgemeiner Zustand: [¥ >— U(7, p) =< 7u|¥ >
Wir schreiben auch:
1
4 (F, :l:2> = ()
_ (P (7)) _ :
U= (W (F)) =V, (F)a+¥_ (F) f mit
1 0
a= <0> und 8 = <1>
Die Zustandsfunktion ist also zweikomponentig, oder auch ein Zweier-Spinor.

Der Gesamtdrehimpuls ergibt sich zu:

J=L+8§
Es gelten folgende Kommutatorregeln:
L8] = 0
L di] = 0
[Si,jj_ -0
[AiAy| = iepdy  Ae{s L, J}

Verallgemeinerng auf N Elekrtonen:

Jedes Elektron i besitzt: 7, p; und s; — Basis: {|7, p; >}, y mit pu; = £3

Der Hilbertraum des N Teilchen-Systems besteht aus dem direkten Produkt der Einteil-
chenhilbertraume. Die Basiszustéinde lauten:

|75 015 T2y o2y TN, N > 2= |71, o1 > X|Th, i > XL TN, iy >
bzw. < Flaﬂ’b‘!p > = W(FlaulaFQa/LQN'aFN)MN)
Gesamtbahndrehimpuls: L = Z L;= ZF; X Py
i i

Gesamtspin: S = Zgl
i

5.2 Spinabhangige Wechselwirkungen

Den Hamiltonoperator eines Wasserstoffatoms in einem schwachen Magnetfeld ohne Be-
riicksichtigung des Spins haben wir bereits in 3.56 kennengelernt. An dieser Stelle wollen
wir nun noch einen Term, welcher die Spinmomente beriicksichtigt hinzufiigen, also:

A= fy— - (B-L) =Y fi - B
i

2me
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Beriicksichtigen wir im Falle des Wasserstoffs nur den Spin des Elektrons, so ergibt sich

mit ﬁs = 952%;1(:5 und gg = 2 Folgendes:

Neben dem Bahndrehimpuls tritt S also zweimal auf. Der Term H 7z wird als Zeeman-
Term bezeichnet. Daneben gibt es relativistische Korrekturen, die aus der Dirac-Gleichung
folgen.

Spin-Bahn-Kopplung: fiir ein Elektron: Hgp = —%/LS(E X g) mit 7 = %ﬁ
Interpretation: Vom Elektron aus gesehen, bewegt sich der Kern des Atoms. Eine be-
wegte Ladung (Feld E) erzeugt also ein Magnetfeld E x g an das das Spinmoment pg
ankoppelt. Der Faktor 3 5 (Thomasfaktor) ist klassisch nicht zu verstehen, ergibt sich aber
direkt aus der Dirac- Theorle

Beriicksichtigen wir nun das Feld des Kerns und nicht die iiblichen Elektronen, so folgt:

. Fd . 7 11.d 7
E=--2 ExZl=——Z(=v)ix L 1
e CoV = Exe (Z V(P> ) (5.1)

Fiir den Spin-Bahn-Term des Gesamthamiltonoperators ergibt sich daher:

ldV

Hgp = LS 5.2
5B 2m2c2 Z r; drl ) (52)
Eine weitere relativistische Korrektur der kinetischen Energie ist durch Hi}ln = —8735;;62
gegeben. Es folgt:

ﬁ:ﬁo—l—ﬁz—l—ﬁSB—FHkm (5.3)

Wie wir bereits in den Ubungen gesehen haben, ist ﬁSB nicht diagonal in der Basis
{|, s, m;, ms >}. Umgekehrt ist H nicht diagonal in der Basis {7, m;j,1,s,>}. Die ge-
eignete Wahl der Basis fiir den Drehimpuls hangt also von der Grofse des Feldes ab. Im
Folgenden Abschnitt betrachten wir den Fall eines kleinen Feldes und arbeiten daher in
der Basis {|j, m;,, s, >}. Dabei méchten wir die Quantenzahl s nicht immer mitschlep-
pen, da sie ohnehin unveranderlich ist.

Anomaler Zeemann-Effekt

0.B.d.A wollen wir das Feld in z-Richtung legen und erhalten so:

Py e ~ N
Hz = 5 —B(L. +25.) (5.4)
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Beachtet man, dass ﬁz—|—25' = jz +S -, so erhalten wir in erster Ordnung Stérungstheorie

eB eB
AEn,j,ij = _ch

'ITL]‘ - % < naj7mj7l|SZ|n’j7mj’l >

Driicken wir den Zustand |n, j,m;,l > mittels 3.77 in der Basis {|/,s,m;, ms; >} aus, so
folgt:
1

2l+1)

eB
AEﬂ,j,m]‘,l = 727"fnchm‘7(1 +

5.3 Feinstruktur der Atome (spez. H-Atom)

An dieser Stelle wollen wir den Hamiltonoperator

f{:]ffo—l—ﬁSB—{-ﬁkin

rel

P 2y
betrachten. Der Term Hi‘elln = _8757%2 korrigiert die kinetische Energie.

Herleitung;:

2
Vept +m2ct —me? = m62< 1+ 1922—1>
m2c

2 4
p p
- £ __F L=
om ~ gmiE T (04)
Als Basis wahlen wir {|¥ >= |n, j,m;,l >}.
Es gilt:
5o 1oz, o o
L‘S:—{ Q—LQ—SQ}
2
Damit gilt:
5oL o 3 .

Wir wissen, dass j =1+ %, daher l&sst sich 5.5 schreiben als:

l , wenn j:l—i—%

—=l—1 ,wenn j=1-3

EES 1 K2
L-S|n,j:l:|:2,mj,l>:{

. 1
5 |n,j:l:}:§,mj,l>

Das ist die wohlbekannte Dublettaufspaltung durch die Spinbahnkopplung (z.B. gelbe
Natriumlinie). Jetzt wollen wir uns der Betrachtung der Feinstruktur des Wasserstoffa-

toms zuwenden. Das Potential in der L — S Kopplung ist damit gegeben durch V = —%.
Damit erhalten wir:

(LS. (5.6)
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Man rechnet in Ortsdarstellung den Erwartungswert

< = Sp= ! 2 (5.7)
p3 T ad (14 1)(20 + 1)n? '
nach. Daher ergibt sich:
2,2 3.6 1 S 1
<I:]SB>l h“e® mZe 2 o . wenn j=1l+3
" 4m2¢> 6 n3(20+1) | —F ,wemn j=1—1
2 1 . 1
1 =1 + =
_ —E(O) « T+1 , Wennm j ] '
" n2l+1) % , wenn j:l—% (5-8)

als Enerigieverschiebung in erster Ordnung Storungstheorie fiir den Spin-Bahn-Term.

Kin. Energie-Korrektur:

1 2\’
p
<Hrel >nl = _2m62 < (2777,) >nl
1

2me2

1 e? 2¢*
= —_—— JEO2 4 9p0)
2m.c? { noH2ba agn? * azn3(20+ 1)

2
_ poo ) . n 3

Aus 5.8 und 5.9 erhalten wir also insgesamt fiir die Niveauverschiebung durch relativis-
tisch Effekte in erster Ordnung Storungstheorie Folgendes:

o? n 3 n L wenn j =1+ 3
1 _Z_ . I+ o g 2 5.10
- <l+ 4 2[+1 { % , wenn j—l—%} ( )

Leicht rechnet man nach, dass sich die runde Klammer in beiden Féllen (j =1 + %) zu

—n_ _ 3 yereinfacht. Damit erhalten wir:

ity 4
), (. n 3 4
Enlj = Enl 1+ ﬁ F — 1 + O(a ) (5.11)

FEine gute und ausfiihrliche Behandlung der relativistischen Korrekturen ist im 12. Kapitel
des Schwables nachzulesen.

1
- _ {E(0)2+262E(0)< > tet < = >nl}

N

Epj = E(O)







6 Zeitabhangige Storungstheorie

In diesem Kapitel wollen wir den Fall betrachten, dass die Stérung V(t) = A (t) explizit
zeitabhéngig ist. Auferdem sei V(t) wieder klein gegeniiber Hp und die Storung soll erst
nach der Zeit ¢ eintreten. Also Hl( ) =0 fiir t < tp. Dann gilt:

a) t<to:  ihEWO(t) >= HolwO(t) >
b) t >t : ihL|W(t) >= (Ho + NHy(t))|¥(t) >

mit der Anfangsbedingung |¥(t) >= [#)(t) > fiir t < to. Nun wollen wir in die Wech-
selwirkungsdarstellung iibergehen. Wir definieren:

B (t) >= eitlotp(t) > (6.1)

Ableiten von 6.1 und verwenden der Schréodingergleichung liefert:

zh%\@(t) > = —Hold(t) > +er ™ (Hy + ML ()W (t) >
= cifotr, <t>|w<>
= entot\Fr (t)em w0t ot (1) >
- Aﬁl(t)|sp(t)> (6.2)

mit Hy(t) = en0 7y (t)e™ iflot Betrachtet man 6.2, so erkennt man den Sinn des Basis-
wechsels: Wir erhalten eine “neue” Schrodingergleichung, in der Hy nicht mehr explizit
vorkommt. Diese Gleichung gilt es jetzt zu l6sen. Oft ist dies analytisch nicht mdglich.
Daher wollen wir jetzt einen stérungstheoretischen Ansatz vorstellen.

Eine Zeitintegration von 6.2 liefert:

t

B (t) >= [ (to) >+% t dr Hy (1)@ (1) > (6.3)

Durch iteratives Einsetzen erhélt man:

G (t) >= [(t) > +§: (Z_;)n/tdﬁ / drs / dfg.../m_l oy Hy (1) 1y (1) FE () |8 (#0) 5(6.4)
n=1 to to to to

Formal kann dies mit Hilfe des Zeitordnungsoperators T ausgedriickt werden:

i [t X ~
U (t) >= Texp <_ﬁ/t dT)\Hl(T)> @ (to) > (6.5)
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In erster Ordnung in A erhalten wir:
~ A t X ~
|@(t) >= <]1 + m/ dTHl(T)) | (o) > (6.6)
to

Beispiel: Betrachten wir Fall, in dem das System anfangs im Eigenzustand |m > des
Hamiltonoperators Hy war, also:

Im(t) >= e 710t >= =5 Eml|m > (6.7)

Durch die Wirkung von H, geht das System in andere Zusténde iiber. Gefragt ist die
Ubergangswahrscheinlichkeit in den Zustand |n(t) >. Man berechnet daher das Matrix-
element < n|m > fiir ¢ > t¢ und erhélt in erster Odnung mit 6.6

A [t i -
< nlm >= dpm + T dren En=En)T < | Hy (1) |m >
2 to

Fiir n # m ergibt sich damit fiir die Ubergangswahrscheinlichtkeit:

L X
Pon(t) = | < n(t)|m(t) > |? = |h/ dren En=En)T < p\H (1) |m > |? (6.8)

to

Wir wenden jetzt diesen Ausdruck auf Uberginge in ein kontinuierliches Spektrum von
Endzusténden an.

Zuerst méchten wir ein Potential der Form Hi(t) = VO(t) betrachten. Wir erhalten
firt>0:

1 t i ~
Pun(t) = h2|/0 drenFn=En)T < |V |m > |?

1 elwnmt —q ~ . E,—E
2
1 ([ sin (“zmt .
= (Snf )> | <nlV|m>]? (6.9)
2

o Wwnmt 2
Fiir t — oo gilt: (Smwmi)> — tmd ( “gm). Einsetzen liefert fiir grofle Zeiten t:
2

2 .
Pon(t) = %té(En — E)| <n|V|m > 2 (6.10)

Fiir die Ubergangsrate, d.h. die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit gilt dann:

2 -
Ty = %5@” —Ep)| < nlV|m > |? (6.11)
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Liegen die Zustédnde kontinuierlich (oder praktisch kontinuierlich) und ist das Matrix-
element < n|V|m > nur schwach von n abhéingig, dann folgt mit der Zustandsdichte

p(E):

2T N
S Lo = [ ABup(Bu) o = plE) 5 | < 0V > (6.12)

Diese Relation ist auch als Fermis Goldene Regel bekannt.

Nun wollen wir den Fall einer periodischen Storung betrachten, die zum Zeitpunkt ¢t = 0
einsetzt, also:

AL(t) = O(t) (Fe_m + F+eiwt)
Wir erhalten:

1 [t . . . .
< nlm N h/ dr (ez(“”"’_w)T < n|EF|m > 4e!@nmtOT < B m >) (6.12)
tJo

Mit selbiger Argumentation wie oben folgern wir:

2 A .
Pon(t) = h—gt((S(wnm —w)| <n|Fm > 2+ 6(wnm + w)| < n|FTm > |?)

und
_ 27

Linn = S (0(Ep — B — hw)| < n|Flm > |+ 8(E, — Ep, + hw)| < n|F¥|m > ?)

Beispiel: Absorption/Emission eines Photons mit Energie fuw bei Kopplung an ein elek-
tromagnetisches Feld. Verallgemeinerung: Da es sich um lineare Gleichungen handelt,
kénnen wir mit obiger Betrachtung auch den Fall V (t) = E(t) - A betrachten, indem wir
E(t) als Uberlagerung ebener Wellen darstellen, also fouriertransformieren.

E(t) = /OO Z—:E(w)e_i‘”t (6.11)

Aus E(t) € R folgt E*(w) = E(—w). Es gilt:

1 [t ) N
< nlm el 7 dr e*“"™TE(t) < n|Alm > (6.12)
— 00

Fiir grofse t wird das Integral gerade zur Fouriertransformierten von E und wir erhalten:
L E @) | < nlAlm > (6.13)
h,2 nm .

Die Ubergangswahrscheinlichkeit von m nach n ist also gerade proportional zum Quadrat
des Frequenzanteils in E(t).






7 Streutheorie

7.1 Streuquerschnitt, Partialwellen
Voraussetzung:

V(r) — 0 fiir r — oo stéirker als %, weshalb man kein Coulombpotential be-
trachten kann. (Es scheint so zu sein, dass alle in der Physik (Kernphysik)
auftauchenden Potentiale diese Bedingung erfiillen. Auf weite Entfernungen
ist das Coulombpotential immer abeschirmt: z.B. V(r) = %e‘ﬁ, A = Ab-
schirmlénge)

Streuzustinde:
Die Streuzustéinde sind Losung der Schrédinger-Gleichung

R _, R%k?
{—2mV —i—V(r)}z/)k(r) =FE Y(r), E= o (7.1)
mit dem asymptotischen Verhalten
2 eikr
W) =3 T F@) ] 9 =0p (72)

Der zweite Term beschreibt eine Kugelwelle mit der Streuamplitude f(£2). Die Idee
besteht nun darin, dass wir ein Teilchen auf ein Streuzentrum (Target, nicht die Stra-
fenmeisterei) schiefsen und daff vom Target aus Streuwellen in Form von Kugelwellen
ausgehen, dabei hangt der Streuanteil von der Richtung ab.

Detektor

dQ = sin(©)dOdy de

dsS =r2dQ
g
—
- 5 >, e
s — ?
- = -

ABBILDUNG 7.1: Genereller Aufbau eines Streuexperimentes.
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Was messen wir beim Streuexperiment ?
Einfallender Strahl: Man kennt die von der Quelle ausgehende Anzahl der Teilchen und
ihre Geschwindigkeit und somit den einfallenden Strom jg;,,.
Streustrahl: Man beobachtet unter dem Radialwinkel df) und z&hlt die pro Sekunde in
den Zihler laufenden Teilchen j, - dS = Radialstrom - Oberfliche dS = Teilchendichte -
Geschwindigkeit. Die Stromdichte

h

J = g0 (V) — (V) (7.3

fiir eine einfallende ebene Welle 1y = etk ergibt sich dann zu:

2~h {67iEFEeiEF7 eik?(iik)efikr}
m

-

Jein

Wi
m

_nk

= (7.3)

Jein =

Mit € bezeichnen wir nun den Einheitsvektor in Richtung Q. Dieser ergibt sich als mit
ikr

Ystr. = f(Q)eT

. I h ., O 0 .
Jr = (6 : .7) = 2%m {wStr.&,dJStr. - ¢Str.m¢8tr.}
i 9 e—ikr Z'keikr eikr eikr _ike—ikr e—ikr
= (D - £ —
P { S (R ) (e
_ hk|f(@Q)P
m r?
und damit

o Bk
= e dS = | (@) S, (7.1)

Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt folgt dann

do(Q) = J;C_ZS (7.2)
do(Q) = do(0, ) = |f(Q)] dO2 (7.3)

mit der Streuamplitude f(Q). Eine Integration liefert den totalen Wirkungsquer-
schnitt

Crotal = / do(Q) = / F@) d9 (7.4)
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Berechnung der Streuamplituden

Wir betrachten nun Wellenvektoren k die parallel zu €, stehen, weshalb sich die Streuam-
plitude zu f(§2) = f(0) vereinfacht. Weiterhin setzen wir voraus, dass das Streupotential
AU (r) eine kleine Storung (A << 1) beziiglich der freien Bewegung des Teilchens dar-
stellt. Darum koénnen wir hier die Stérungstheorie anwenden und Losungen der Form
P = w(o) + )\w(l) + /\2111(2) + ... mit 1/)(0) = ¢'** suchen. 1/)(0) geniigt dann der stationdren
Schrédingergleichung fiir das ungestorte System

2 21.2
—j—mv%((’) =Ep© mit E= % (7.5)

Damit geniigt ¢ der stationdren Schrodingergleichung fiir das Gesamtsystem

h2
— =V + AUy = By
2m
W G (0) (©) W Ga () (©) 5 2
= 79200 _ By 4 A~ w200 4 g — By 4 0(A2) = 0.
2m 2m

Hieraus folgt direkt fiir 1»(") die DGL

_iv2w(1) — By = Uy |, (7.5)

deren Losung durch die Integralgleichung

O = g [ e U (7.6)

gegeben ist. Der Beweis hierzu wurde bereits in der Elektrodynamik (TP IT) vorgefiihrt.
Hier sei auch auf die Biicher zur Elektrodynamik (Jackson, Greiner ...) verwiesen.
Die Losung in Gleichung 7.6 ist verniinftig, solange M) < (). Falls U(r) ~ 0 fiir
r > a und ak < 1 kann man im Integrand von Gleichung 7.6 den exponentiellen Faktor
vernachlissigen (— ¢ (7) ~ Q;"TUmazaz), d.h. die Bedingung fiir die Anwendbarkeit
der Stérungstheorie lautet

h2
NUpas| < —5, ka <1 (7.7)
ma

Es folgt die weitere Auswertung von Gleichung 7.6, wobei wir die Asymptotik fiir
|F] — oo betrachten. Das Streuzentrum befinde sich im Ursprung (7 = 0). Auferdem
soll U(#) nur fiir kleine || von Null verschieden sein, d.h. fiir v’ — 0 ist im Integranden
immer |7] > |7|. Hieraus kann man folgende Approximationen ableiten
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® €

und somit fiir () (7) folgenden Ausdruck erhalten:

ikr oo
YD (F) ~ _er / BrU () el k=R (7.8)

Ein Vergleich mit dem Ausdruck fiir die Streuamplitude f(0) liefert

fO) = =5 | @V | (7.9)

wobei ¢ = K — k und |q] = 2k sin g Abstrakt erhdlt man auch folgende Darstellung:

A’m
7(0) = = 0] V 1) (710

L e fiir eine ein- bzw. auslaufende Welle. Die oben beschrie-
2m)2

mit < rl¢p >=

benen Approximationen bezeichnet man auch als Bornsche Naherung. Der differentielle
Streuquerschnitt (do = |f(#)|?d?) in Bornscher Niherung.

2

dQ) (7.11)

_ m 2 3,0 (A, —iqr
da_(27rh2) ’/d r'V (e

Man erkennt also, dass gg proportional zur Fouriertransformierten des Potentials V
ist !
Fiir kugelsymmetrische Potentiale V' (7) = V(r) kann man den Winkel ausintegrieren

00 1
/IR3 Brv (F) e " = 277/0 drr? V(T)/lda:e_iqm (7.12)

00 iqr __ ,—1iqr
= 277/ drrV(r) (e . ‘ )
0 tq

4 o0
- 7 drrV(r)sin(qr)
q Jo
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Fiir 7.12 zu erhalten haben wir 0.B.d.A ¢ parallel zur z-Achse gelegt, wonach gilt:
qr = qrcos(0)
——
=T
Beispiel:

Potentialtopf V' (r) = { —Vo, r<a (7.11)

0, r>a

|8 ka < 1
Daraus folgt fiir den Streuquerschnitt o = [ ng—g = 27a? (m};‘ﬂ) 2 { 5(’;]16)2’ Za > 1

Fiir grofe Teilchenenergien (k grof) erkennt man: o o %
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