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Kapitel 1

Pfadintegrale

Die Feynman’sche Formulierung der Quantenmechanik stellt nicht die Schrédinger Glei-
chung an den Anfang, sondern das Pfadintegral - eine explizite Formel fiir die Wahr-
scheinlichkeitsamplitude als Summe (Integral) iiber alle moglichen klassischen Pfade
des Teilchens, gewichtet mit einem imaginiren Gewicht. Diese Formulierung ist der
Schrodingergleichung vollig dquivalent - zum Aufbau systematischer Naherungsverfah-
ren (quasiklassische Nédherung) und vor allem fiir numerische Zwecke (Quanten-Monte-
Carlo) &uflerst hilfreich.

1.1 Der Propagator

Beginnen wir mit der Einfithrung des Begriffs des Propagators:
Zur Erinnerung die Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Zustandes

6(0) = Otta) [olto)) s Oltote) =exp (20~ o))

— gt = () = / @ (x| Ut to) ') (') (to))
= /d3r’IC(r,t; v’ to)Y(r o)

Definition: Propagator

K(r,t; v/ to) = (r| U(t,to) [r') = (x| e~ #7770) |¢/) (t>to!)

Es gilt offenbar lim;— , K(r,t; r'.ty) = é(r — r’). Der Propagator K(r,t; r',tg) ent-
spricht der Wellenfunktion v (r,¢) eines Teilchens, das zur Zeit t( bei r konzentriert
war.

Y(r,tg) =6(r —rg) = (rlrg) = Y(r,1) i~ K(r,t; ro,to)
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Fiir ¢ < g setzen wir £ =0
— K(r,t; ¥/, tg) = O(t — to) (x| e~ #T=10) |2

Eigenschaften: (¢ > ty)
Schrodingergleichung:

ih%K(r,t; v’ ty) = /d?’r" (x| H X"y K(x" 8 v/, to) + ihd(t — to)d(r — 1)
Kompositionseigenschaften (o < t; < t)

K(r,t; ' tg) = /d3r"lC(r,t; v’ o) K(x” t; ¥/ t)

denn
(r|e 770 |Y Ot —tg) = (x| e #H I 7 HE—10) |1/ @ — 1)O(t) — t)

— /d3T/,< ’6 hH(t t1) ‘ >®(t—t1 <r/l|e—%ﬁ(t1—to) ‘I‘,> @(tl _tO)
Erinnerung;:

K(r,t; v/, tg) ist aufgrund des oben gesagten die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir
den Ubergang eines Teilchens, das zum Zeitpunkt tg am Ort r’ war und zum spéteren
Zeitpunkt ¢ am Ort r gefunden wird.

Andere Darstellung als Ortsdarstellung:
Sei {|n)} aus Eigenfunktion von H: H|n) = E,|n)

K(r,t; v to) = Y (rle” Bt ) (n] % |2') O(t — to)

= 2 ) (nle)e” A=) (1 — 1)
= Z'tbn BRI

Kommen wir nun zur Pfadintegraldarstellung des Propagators. (Sei H nach wie vor
zeitunabhéingig und 0.B.d.A. ty = 0):

Es ist

St
2|~

exp (-—ﬁt) = lim e_hHNe il co.e”

N—o0

( :t/N ]\}lmoo <H d r") _ILH8|I'1> <r1|€_%H5|I‘2>...<I‘N_1|e_%ﬁ5
Ei= —

also folgt auch aus der Kompositionseigenschaft von K:

N—oo0
(e:=t/N

N_l A
K(r,t; ro,0) = lim / <H d3rn> (rle 7 ey 1) (r1]e —rHe Iro)
) .

=K(r,e;rN-1,0)K(ry 1,678 —-2,0)-K(r1,610,0)



1.1. DER PROPAGATOR

Sei H = % + V(r) (andere Form fiir H analog):
ie [ P
= K(r2,e511,0) = (ra]exp vy Vi(r) ) | Iry)

Es ist o o o
ea(A—i—B) — eaAeaB + 0(62)[/1, B]

Im Limes ¢ — 0 kann man den Term o €2 vernachliissigen.

os2
= ’C(r2>€; 1‘1,0) - /d3p2 <I‘2|p2> <p2|6_?§_m€_f (r)|rlz

2
2
e F e FV D (polry)

= / (5322)3 exp (ipg : (I;_j — r1)> exp (—% (% + V(r1)>>

N-—1
dgrnd3pn d3pN
— K(r,t;10,0) = li
o Kt r0,0) NDo <H (2h)3 )(2%)3
(e=t/N) n=1

N

X exp (% nz::I |:pn : (rnE_ rn—l) - <% + V(rn—1)>:|>

Wir ersetzen im Limes N — oo, i.e. € — 0:

Pn = P(tn =ne) — p(t)
r, =r(t, =ne) — r(t)
r, —Tp_1 0
€ ot

und erhalten so die Pfadintegraldarstellung des Propagators in Hamiltonform

r(t)=r

Kt r0,0) = | L Dr(ODp() exp ]/ Lt (pyprtt) = (i), x() )}

wobei

py,
N—oo (27Th)3

N
Dp(t) = lim H
n=1

Nach Integration iiber p erhélt man das Pfadintegral in Lagrangeform
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1 3 Pn - (rn rn—l) 23 p%
(27h)3 /d P eXp{ n 1 om
B 1 3 1| € (rp, —rp_1)m 2 m(r, —rp_1)
= (2rh)3 /d P exp{ h [2 (p” e > 2

mit Vo
. - m \3/2
Dr(t) = lim 11 (271711’5) n
b i
kurs K(_ b, a ):/a Dr(t) exp <ﬁ8[r(t)]> (+)
ry(ty) Ta(ta)

mit der Wirkung
ty
S[r(t)] = / dtL(r, T, t)
ta

Beachte unter (k) verstehen wir immer den Grenzwert.

m 3N/2
Kb, a) th—ta ]\}Enoo dry-y--dry <(2mh€)>
=N

exp{ 3

(%)

R

Die N — 1 Punkte zwischen festem a und b kénnnen durch Kurven miteinander verbun-
den werden. Jeder Integrationspunkt in dem (N — 1)-dim. Integral in (**) entspricht
daher einem Pfad. Die Integration entspricht einer Summe iiber alle solche Pfade.

}

Mit N — o0, € = % — 0 kann die Summe im Exponenten von (xx) als die Rie-
mann’sche Summe fiir das Integral

/:, dt{ 3 @;) - V(r)} = : L(r, t)dt = S[r(t)]

interpretiert werden, welches die klassische Wirkung entlang des Pfades von a nach b
ist.
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I’A EEEEEEE

rba/\ /\/ L \ i

1.2 Pfadintegrale und statistische Mechanik

Das Pfadintegral etabliert eine Verbindung zwischen Quantenmechanik und klassischer
(und quantenmechanischer) statistischer Mechanik, deren Wichtigkeit fiir alle Gebiete
der Feldtheorie sowie der statistischen Physik kaum iibertrieben werden kann.

Um diese Verbindung sichtbar zu machen, betrachten wir ein klassisches eindimensio-
nales Kontinuum-Modell eines flexiblen (elastischen) Fadens der Lénge L im Potential

V.
VIu

u(x)

X

Transversale Fluktuation des Fadens seien bestraft durch die Linsenspannung o,

uLl: o0V, = U[(d$2+du2)—d:v]
o du\?
~ —dr|—
2 x<d:p>

L 1 [t du\?
= Vg[u]—/o 5VU_§/0 dma<£>

sowie das externe Potential V:

L
Vi [u] = /0 da Vu(z)]

% (%)2 + V(u)]

L
== V:VU—I—VeXt:/ dx
0




10 KAPITEL 1. PFADINTEGRALE

L o (du)?
— Zustandssumme zZ= /Du exp [—ﬁ/ dx <§ <%> + V(u))
0

Vgl. ergibt: Die Zustandssumme des klassischen Systems stimmt iiberein mit der quan-
tenmechanischen Amplitude (fiir Teilchen im Potential V).

b i . 1 ,
Zz/MI IwprfM@oﬁﬁoaﬁzﬁT=—w
q=a

a=b (Faden m. period. R.B.)
Explizit: Betrachte eine Quanten-Propagation in imaginérer Zeit, i.e.

e H/h _, o—TH/h oder t— —itT

(Positivitit von H angenommen)

Dieselbe Konstruktion wie beim Feynman’schen Pfadintegral fithrt wieder zu einem
Pfadintegral, nur

e Lagrangian wird entlang der imaginéren Zeitachse integriert
t' — —ir’ €0, —i7]

e das Vorzeichen der kinetischen Energie dreht sich um
(0ra)* = —(0rq)*

Identifiziere 7 — L, h — T (Temperatur) fertig.

Bemerkung:
Die Wichtigkeit der Verkniipfung von Quantenmechanik und statistischer Physik.
Aquivalenz:  d-dim. quantenmechanische Systeme «— d+ 1-dim. klassische Systeme.

Ubergangs-Amplituden in imaginérer Zeit entsprechen Zustandssummen
~ Real-Zeit-Dynamik und Quanten-Stat.-Physik kénnen auf gemeinsame Basis gestellt
werden.

Wick-Rotation t — —i7.

Beispiel:
Freies Teilchen: V(r) =0

r(t)=r .ot
= Ko(r,t; ro,0) = / Dr(t) exp E/dt'miﬁ(zﬁ))
r(0)=ro h 0
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. > m \3/2 im
Nun ist / (2m’h5) dry exp 750 [(rl — 1) + (ry — r1)2] }
3/2 .
N r_m — )2
- <2m’h(25)> exp{hz(zg) [(“ ro) ]}
X m \3/2 im
analog / (2m’h€> drq exp 750 [(rg — r0)2 + (r3 — r2)2] }

—

3/2 .
. m < 1 m
- <27rih(35)> ¢ p{m(&s)
etc., nach N — 1 Integrationen:
3/2
. - (™ r_m )2

Ko(r, 8 10,0) - = <2m’h(Ne)> eXp{hZ(Ne) [(PN ro) }}

m \3/2 i m 2

- (omm) oo {557 o= 0]}
() el (2o
~ \2mint PYr T 2

Klassisch bewegt sich das Teilchen mit konstanter Geschwindigkeit ¥ = *==. Energie
= Kinetische Energie = 2% = 2 (*2%2)2 von ry nach r. Klassische Wirkung fiir diesen

(va - ro)*]}

~.

Pfad
(0) t t m .9 m r — 1'0 2
SO = [ rat= [ Zi2ar =2 ¢
0 0 2 2 \ ¢
Ko(r,t: 10,0) = ——— e+ 0 1)
= o V2mihm—1t
Ubung:

a) Berechne die zeitliche Entwicklung eines Gauf-Paketes

$00) = e et = [ k(e v, 0) 0.0

b) Zeige durch explizite Integration, dass
K(b, a) = / do Kb, OK(c, @), (ta < to < 1)

gilt, wobei die Integration iiber alle Linien in der Figur geht.
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1.3 Semi-klassische Approximation

Pfadintegrale erweitern nicht den Zoo exakt losbarer Quantenmechanik-Modell - die
bleiben selten - aber erlauben eine wesentlich hohere Flexibilitdt, Approximationsver-
fahren zu entwickeln. Pfadintegralformulierung ist besonders stark in Féllen, wo semi-
klassische Grenzfille von Quantentheorien betrachtet werden.

Betrachte

Kb, a) = / " Pr(t) exp (%sp«@ﬂ) (%)

im Limes A — 0. In diesem Fall wird das Pfadintegral dominiert von Pfadintegralen mit
stationdrer Wirkung - nicht-stationére Beitrédge zum Integral bewirken massive Phasen-
Fluktuationen, die sich grofitenteils zu Null mitteln. Da der Exponent in (*) gerade ein
klassisches Wirkungsfunktional (hier in Lagrange-Form) ist, sind die Pfadkonfiguratio-
nen, die das Pfadintegral extremalisieren, gerade die Losungen der klassischen Bewe-
gungsgleichung:

Statt der euklidi-

schen Ortskoordinaten

r(t) benutzen
d oL oL im Folgenden die im
05lg) =0 = pn T 9, —g=10 agrange-Formalismus
[Q] <dt aq 8(]) |q—q Lagrange-F I

iblichen generalisierten

+ Rand. Bed.  (0) = qi(=a), q(t) = qr(=b)

Koordinaten q(¢),

kanonisch  konjugierte

Impulse bleiben p(t).
Beachte: Die Randbedingungen spezifizieren i.a. nicht eindeutig eine Lésung - d.h. im

Allgemeinen gibt es mehrere Losungen.

Aber: Die Quantenmechanik verschwindet nicht vollsténdig - wie bei der Sattelpunk-
tintegration nicht nur der Sattelpunkt, sondern auch die Fluktuationen um ihn herum
tragen dazu bei. Zumindest die Gaufi’schen (quadratischen) Fluktuationen um den
Punkt stationérer Phase miissen notwendigerweise ausintegriert werden.

Beim Pfadintegral involvieren die Fluktuationen nicht-klassische Trajektorien (d.h. sie
losen nicht die klassische Bewegungsgleichung) —den Effekt der Quantenmechanik.

Allgemein: Naherung der stationidren Phase fiir generelle Funktionalintegrale.

Betrachte

/D(:z:)e_F[m]
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wobei D(z) = limy_, ngl dxn, (x1, -+ ,xN) v x(t) ein Funktional-Ma8, das
—00

durch den Kontinuums-Limes eines endlich-dimensionalen Integrationsraumes gewon-
nen wurde.

a) Finde die “Punkte” der stationéren Phase, i.e. Konfigurationen T, die die Bedin-
gungen verschwindender Funktionalableitungen erfiillen.

OF(z] _ . Fla(t) +zy(t)] - Fla(t)

ozT e 5 =0

Konnen viele sein - betrachte zunichst nur eine.

b) Entwickle das Funktional bis zur 2. Ordnung um =
1
Flz] =F[z+y| = F[z] + 3 /dtdt'y(t')A(t, y(t) + - -

wobei
0°Fx) -

Ox(t)0z(t') o=
die 2. Funktionalableitung ist (keine 1. Ableitung wg. Stationaritét von T).

At t') =

c) Priife, ob Operator A(t, t') positiv definiert ist. Wenn nicht, gibt es ein Problem,
da die Integration iiber Gauf3’sche Fluktuationen unten divergiert. Fiir positive
A jedoch kann die Funtkional-Integration iiber y durchgefiihrt werden:

i —-1/2
/D:Ee Fla] o o mdet( )
2

d) SchlieBlich, wenn es mehrere Konfigurationen Z; stationirer Phasen gibt, miissen
die jeweiligen Beitréige addiert werden.

L\ —1/2
—Flz] ~ E: —F[z;] _A
/ Dzxe ~ i e det (2 )

Angewandt auf die Lagrange-Form des Feynman-Pfadintegrales kann dieses Programm
sofort implementiert werden:

Def. e(t) = q(t) —q(t) als Abweichung eines allgemeinen Pfades ¢(t) vom nahegelegenen
klassischen Pfad g(t) gilt, dann (angenommen nur 1. klassische Losung)

- (528[ ]
K(gr, qi) ~ Sa/h / Ds ex [ / at’ / dt"e(t' g=q ("

Fiir Potential-Lagrangians L(q,q) = %QQ — V(q) kann die 2. Funktional-Ableitung
direkt berechnet werden (z.B. durch Entwicklung der Wirkung in einer Taylorekce in
(— Ubung).

) / _ 1 "= /
/ dt/dt 5q &W) e(t') = —§/dts(t) [madf + V"[q(t)] e(t')
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Das heifit, die Gaufi’sche Integration iiber e ergibt die Wurzel der Determinante von
md? + V" [q(t)] - interpretiert als Operator im Raum der Funktionen £(¢) mit Randbe-
dingung €(0) = (t) = 0.

Ganz allgemein wiirden wir

. 1 2S[g\"? ig
—iHt/h N 7S[d
(qr|e |gr) ~ det <27rh8q18qp> en

fiir die semi-klassische Auswertung der Ubergangsamplitude (fiir einen Zustand mit
Anfangskoordinaten ¢; und Endkoordinaten gp) erhalten. Statt einer detaillierten Her-
leitung machen wir hier nur eine heuristische Interpretation dieses Resultates, die recht

- 2
einfach ist: P(qr, q1, t) = ‘(qF| e~ tHt/h |q1>‘ ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Teilchen,
das mit Koordinaten g1 startet, nach einer Zeit ¢+ mit gr zu enden.

Die semi-klassische Rechnung ergibt
1 9%S[g
det | — vl
2mh 0q10qp

Um diese Voraussage zu verstehen, beachte man, dass fiir fixierte Anfangskoordinaten
qr die Endkoordinaten gg(qi, pr) eine Funktion auch des Anfangsimpulses py ist.

P(QF7 q1, t) =

q ae(a, p;) >q

Die klassische Wahrscheinlichkeitsdichte P(gr, q1) kann somit mit der Wahrscheinlich-
keitsdichte P(qr, pr) fiir ein Teilchen mit Anfangs-Phasenraumkoordinaten (qr, pr) ver-
kniipft werden:

0
P(q1, gr)dgridgr = Pl(q1, qr) detaipk;‘ dgrdpr

= Plq1, pr1)dqidpr

In der Quantenmechanik kénnen wir nicht sagen, dass ein Teilchen die Koordinaten
(g1, p1) hat. Alles was wir sagen konnen ist, dass das Teilchen anfangs in einer “Planck-
Zelle” um (qi, pr) herum zentriert, mit Volumen (27%)?, war - d.h. P(qr, pr) = 1/(21h)*
in O in obiger Figur, sonst (.

Oqr
det —
)

orh) 4
P1 ( )

— P(QIa QF) =
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Schliellich, da py = —9S5/dq; , erhalten wir so:

1 08
det | ———
21h 8(]18(]1?
Bevor wir fortfahren, rekapitulieren wir noch einmel die wesentlichen Schritte in der
Konstruktion des Pfadintegrals:

Plq1, qr) =

Betrachte eine quantenmechanische Ubergangsamplitude (¢)| e~iHlt/h [1'), wobei ¢ reell,
imaginér (¢t = —ir, 7 reell) oder komplex (t = z € C) sein kann. Zur Konstruktion des
Pfadintegrals:

a) Unterteile das “Zeit"™-Intervall in N > 1 Schritte:
it/ _ [e—z‘HAt/h} N At =t/N

b) Sortiere die Operatoren in der Entwicklung eines jeden Faktors e —HIAL/R

maf

um ge-
eI = 1 L ALY ¢pn AT B + O(AF)

wobei die Eigenzustéinde |a), [b) von A, B bekannt sind und die Koeffizienten ¢y,
(komplexe) Zahlen sind. (In der Quantenmechanik-Anwendung oben waren A = p
und B = § oder 7 .)

c¢) Fiige Darstellungen der 1 ein:

eTHAE . $7 g (af (1 + ALY AmBr 4 O(At2)> 1b) (b]

a,b mn
= > la) (e @D ) ()
ab

wobei H (a, b) der bei den Eigenwerten von A und B ausgewertete Hamiltonian
ist.

d) Ordne die Terme im Exponenten um: Aufgrund des “Mismatches” der Eigenzu-
stdnde bei benachbarten Zeitscheiben n und n + 1 erscheint nicht nur der Hamil-
tonian H (a, b), sondern auch Summen iiber Differenzen von Eigenwerten.

e) Fiihre Kontinuumslimes durch.

1.4 Anwendungen des Feynman’schen Pfadintegrales
1.4.1 Freies Teilchen
(s.0.) (Anfangskoordinaten g1, Endkoordinaten gr)
Giree(qr, qi; t) (= Kolgr, t; q1,0))
= {arle B g (1)

m \4/2 imt (qF — qr 2
= (omm) |55 ("5

2miht
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[ Vergleiche mit Losungen der klassischen Diffusionsgleichung fiir P:

oP _ DO’P Ple, 7) = L @?
or - 2 Ox2 z(0)=0 TT)= \/27‘(‘D7‘e P 2Dt
 hoy K 0% - )
SG: Tt om a2 — T=it, D=
]
1.4.2 Quantenmechanik-Teilchen im Potentialtopf
AV
(@) Harmon.
\ 4/ Approx
\\ II
\\ ,I
V(g)=V(-g), V(0)=0 // Potential
>

Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir das Teilchen am Ursprung zu bleiben:

VA A
A=P2 47
Z' t
= / Dgqexp —/ dt'"  L(q, q)
a(t)=q(0)=0 hilo  ~——~
L="H-—-V(q)

Wir wollen das Pfadintegral in der semi-klassischen Approximation berechnen. Dazu
zunéchst Losungen der klassischen Bewegungsgleichung (Euler-Lagrange)

mg = —V'(q)

Randbedingung: ¢(t) = ¢(0) =0 = g(t) = 0 Minimum der klassischen Wirkung.
Angenommen, dies sei die einzige Losung (i.a. falsch), dann ergibt die semi-klassische
Approximation

i [t 0?
G(0,0;t :/ Dsexp{——/ dt'e(t < +w2>.€t’ }
( ) £(0)=e(t)=0 i Jo (£ o2 (*)

wobei mw? = V"(0) per def.
Beachte, dass hierbei der Betrag der Sattelpunkts-Losung S[g] = 0!

Die Gauf’sche Integration iiber ¢ fithrt zu

m H? mw?

—1/2
G(0,0;t) ~ J det <_E@ -3 > , J : absorbierte Vorfaktoren
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Die Determinante berechnet man entweder durch Diskretisierung des Pfadintegrals (sie-
he Ubung) oder durch Darstellung als ein Produkt iiber Eigenwerte. Hier werden diese
bestimmt durch

92 2
C%%ﬁ_@;>ﬁzﬂml mit fo(t) = fu(0) =0

(Erinnerung an SG fiir freies Teilchen im Kasten der Léange t).
Dies fiihrt zu einem vollstdndigen Satz von Losungen dieser Gleichung:

t/
fn(t,):SHl(n: >7 ’I’L:1,2,"'

mit Eigenwerten E,, =m [(mr/t)2 - wﬂ /2.

m 0%  mw? ~1/2 ad
‘MGE@—GJ = 11

10500
S TL(5) (- ()

n=

3
—_

Wir nutzen nun aus, dass wir
(a) die Ubergangswahrscheinlichkeit des freien Teilchens kennen und

(b) letztere mit G im Falle w = 0 iibereinstimmt.

o G(0,051) _
G(0,0;t) = Gfree(O,O;t)Gfree(O’O’t)
00 97 —1/2
wt m \1/2
B g[1_<ﬁ>] <2m'ht> o)

Beachte: Die Konstante J sowie Hzozl (,/%”t—”)_l ist G und Giee gemeinsam, kiirzt
sich also weg.

Nun gilt die mathematische Identitéat

M- (2)) =as

n=1

mw

G(0,0;t) ~ , | ————
= (0,0;2) 2mih sin(wt)

o(t)

G(0,0,t) stimmt ezakt iiberein mit dem Resultat einer Quantenmechanik-Rechnung fiir
die Ubergangsamplitude in einem parabolischen Potenzial (harmonischer Oszillator).
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Regel:

Die semi-klassiche Approximation ist exakt fiir quadratische Hamiltonians, fiir wel-
che das Pfadintegral selber quadratisch (GaufBisch) ist. Hohere Beitréige zu einer semi-
klassischen Entwicklung existieren nicht.

Die obige Rechnung demonstriert auch, wie Koordinaten-Fluktuationen um eine kom-
plett statische Losung die Null-Punkts-Fluktuations-Physik installieren kénnen, die
charakteristisch fiir quantenmechanisch gebundene Zusténde ist.

1.4.3 Doppel-Mulden-Potential

Wir betrachten nun die Bewegung eines Teilchens im Doppel-Mulden-Potential.

Unser Ziel wird es sein, die quantenmechanische Wahrscheinlichkeits-Amplitude fiir ein
Teilchen zu berechnen, entweder in einem der beiden Minima zu bleiben oder von einem
Minimum zum anderen zu gehen. Es versteht sich, dafl der fiir das Teilchen erreichbare
Energie-Bereich klar unterhalb der Potentialbarriere ist, d.h. der quantenmechanische
Transfer zwischen den Minima ist durch Tunneln.

4

' V(X)

invertiertes
Potential

Auf den ersten Blick ist es vollig unklar, welche Art von Losung mit stationédrer Phase
als Basis fiir eine Beschreibung von Quanten-Tunneln dienen kénnte: es scheint keinen
klassischen Pfad zu geben, der beide Minima verbindet.

Losung:

Eine Wick-Rotation ¢ — —¢7 zu imaginéren Zeiten wird einen stationdren Punkt der
Wirkung offenbaren. Am Ende der Rechnung kénnen wir die Real-Zeit-Amplitude direkt
durch analytische Fortsetzung erhalten.

Konkret wollen wir folgende Ubergangsamplitude berechnen:
G(a,+ta;7) = (+alexp (—%ﬁ) la) = G(—a, F;7)

Die Euklidische Pfadintegral-Formulierung dieser Amplitude ist

q(T)=a 1 T
G(a,ta;7) = / Dq exp {——/ dr’ (mq'2 + V(q))}
a(0)=+a h Jo 2
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Die Gleichung fiir die stationiire Phase lautet: —mg2+V’(g) = 0. Das heifit: das Resultat
der Wick-Rotation ist das Potential zu invertieren: V.— —V

In der invertierten Potentiallandschaft ist die Barriere zu einer Senke geworden. Daher
gibt es in der neuen Formulierung klassische Losungen, die die beiden Punkte +a ver-
binden. (¢(0) = +a, ¢(7) = +a)

a) die Losung in der das Teilchen permanent bei a bleibt
b) die Losung in der das Teilchen permanent bei —a bleibt

c¢) die Losung in welcher das Teilchen seine Anfangsposition bei +a verldfit, durch
das Minimum bei 0 beschleunigt und schliefSlich die Endposition bei +a zur Zeit
T erreicht.

Fiir die Ubergangsamplitude miissen alle drei Typen von Pfaden beriicksichtigt werden.
Im Falle (a) und (b) erhélt man wieder bei der Berechnung der Quantenfluktuation um
diese Losungen die Physik der Null-Punkts-Schwingungen wie beim einfachen Potential-
Topf (s.0.) — aber fiir jede Mulde separat.

Ad (c): Das Instanton-Gas:

Die klassische Losung der Bewegungsgleichung, die die beiden Potentialmaxima verbin-
det, wird Instanton-L&sung genannt. Die Losung, die denselben Pfad in umgekehrter
Richung durchléduft, wird Anti-Instanton genannt.

Berechnung der klassischen Wirkung fiir eine einzelne Instanton-Lésung;:
Multiplikation von mgq = V'(q) mit g und Integration iiber die Zeit

Struktur des Instantons als Funktion der Zeit:
Def. V" (+a) = mw?
Aus (x) folgt fiir grofie Zeiten (d.h. fiir g(7) — a fiir 7 — o00)
7=-w(@—a)

= q(7) 2 a- e ™
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Die zeitliche Ausdehnung des Instantons wird determinant durch die Oszillatorfrequenz
der lokalen Potential-Minimas und kann fiir den Fall, da3 die Tunnelzeiten sehr viel
grofer als 1/w sind, als kurz angesehen werden.

Die Beschrankung der Instanton-Konfiguration auf ein enges Zeitintervall hat zur Fol-
ge, dafl Naherungslosungen der stationédren Gleichungen existieren miissen, die weitere
Anti-Instanton /Instanton-Paare involvieren (physikalisch: das Teilchen springt wieder-
holt hin und her).

Nach der generellen Philosophie des Sattelpunktschemas erhélt man das Pfadintegral
durch Summation iiber alle Losungen der Sattelpunktsgleichungen und damit iiber alle
Instanton-Lésungen.

Die Summation iiber Multi-Instanton-Konfigurationen — das sog. Instanton-Gas — wird
wesentlich vereinfacht durch die Tatsache, dafl die individuellen Instantons nur kurze
zeitliche Ausdehnung haben (Ereignisse iiberlappender Konfigurationen sind selten)
und daf nicht zu viele Instantons in einem endlichen Zeitintervall untergebracht werden
konnen (das Instanton-Gas ist verdiinnt).

Konkret:
Multi-Instanton-Konfigurationen ergeben die Ubergangsamplitude

T ! Tn—1
G(a,ta;T) ~ Z K"/O d7'1/0 d7'2~~/0 drnAn (T1,T2, -+, Tn)

n gerade/ungerade

A,, bezeichnet die Amplitude, die mit n anwesenden Instantons assoziiert ist, fiir a —
—a ungerade, fiir a — a gerade Anzahl von Instantons. Die n Instanton-Spriinge kénnen
zu beliebigen Zeiten 7; € [0, 7] nacheinander stattfinden. K ist eine Dimensionsbehaftete
Konstante.

Ap(11,- -+ ,Ty) berechnen wir in der semi-klassischen Approximation.
Fiir jede Amplitude gilt in der semi-klassischen Approximation:

Ay 1 - enthdlt die Wirkung der Instanton-Konf..
Ap qu : Quanten-Beitrag von quadrat. Fluktua-
tionen um klassischen Pfad.

‘ An = An,kl : An,qu
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Instanton—Gas—Konfiguration

Betrachten wir zunéichst A, 1 : Zu Zwischenzeiten 7; < 7' < Tiy1, in denen das Teil-
chen auf dem Gipfel einse der Maxima +a ruht, wird keine Wirkung (siehe Abschnitt
einfacher Potential-Topf) akkumuliert. Jedoch jeder Instanton-Sprung hat eine endliche
Wirkung Sipgt (s.0.)

~ An = An,kl(Tla e 77—n) = e_nSinSt/h

unabhéngig von den Zeitkoordinaten 7; (die Instantons wissen nichts voneinander).

Nun zu A;, qu: Zwei Beitrége:

e Wihrend das Teilchen auf den Gipfeln der Maxima ruht (die geraden Segmen-
te in der Instanton-Gas-Konf.), spielen die quadratischen Fluktuationen um die
klassischen (i.e. raumlich konstante) Konfigurationen dieselbe Rolle wie die beim
einfachen Potential-Topf betrachteten Quantenfluktuationen — der einzige Unter-
schied ist der, dal wir im Wick-rotierten Bild arbeiten. Hier fanden wir, daf} die
Quanten-Fluktuationen um eine klassische Konfiguration, die fiir eine (reelle) Zeit
t am Boden der Potential-Mulde blieb, im Faktor 1/1/ sin(wt) resultiert (Konstan-
ten in K™ absorbiert). Die Rotation zu imaginéren Zeiten, ¢t — —ir, ergibt so die
wihrend der stationéren Zeit 7; — 711 akkumulierten Quantenfluktuationen

\/1/Sin (—w (15 — Tit1)) = e w(Ti=Tit1)/2

e Im Prinzip gibt es auch Fluktuationen um die “Sprung”-Segmente des Pfades.
Der "Sprung” benétigt jedoch Zeiten der Ordnung O(w~!) < A7, wobei A7 die
typische Zeit zwischen den Spriingen angibt, weshalb wir diese Beitrige vernach-
ldssigen (d.h. wir absorbieren sie in die Vorfaktoren K ohne explizite Rechnung).

n
—w(7T—T; 2 —wT/2
~ An,qu(ﬁa to 77-n) = He (ri=mi+1)/ =e /
Tn+1=0,70=T7 o

unabhéngig von 7;.

Damit haben wir

T T1 Tn—1
G(a,+a,7) ~ > KnemnSinst/hemwt/2 /0 dry /0 dry - /0 dry,

n gerade/ungerade

=7"/n!

o—wT/2 Z % (TKe—Smsc/ﬁ)n (k)

n gerade/ungerade
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A
V(x)

‘Oszi [lator

G(a,a;7) =~ Ce /2 cosh (7-Ke_5inst /h)
d.h.

(o * %)

G(a,—a;7) ~ Ce “™/?sinh (ﬂ(e—&m /h>

[ Konsistenz-Check der Annahme der “Verdinnung” des Instanton-Gases: Die mittlere
Anzahl von Instantons, 77, die zu der Summe in (xx) beitrédgt, ist nach der allg. Formel

X" /n]
7= (n) = Zn X/t (mit X = 7K e Snst/h)

donX"/n!

gegeben durch
7 = 7 Ke Smst/h

(gerade/ungerade-Aufspaltung ist nicht wichtig fiir 7 > 1.)
~» Die mittlere Instanton-Dichte 77/7 = Ke~Snst/" ist exponentiell klein in der Instanton-
Wirkung und unabhéngig von 7. |

Zur physikalischen Interpretation:
Betrachte Spektrum des Teilchens um Doppelmulden-Potential.

Oszillator + Oszillator + Storung
—a a

(Barriere)

Nur Grundzustands-Doublett: (Symmetrie/ Antisymmetrie)

Gla, +a;7) = (a] {|8) €757/ (S| + | 4) =27/ (4]} |£a)
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Wg. Symmetrie

¢

C
5 {alA) (Al - ) = — (el ) = -3

(al$)[* = |(~alS)|* =
und mit €5 /5 = hw/2 + Ae/2 (Ae: Tunnel-Aufspaltung) ist

cosh (Aet/h)

C
. ~ —(hw—Ae)T/2h —(hw+Ae)T /2R _ —wT/2
G(a,*a;T) ~ 5 (e te ) =Ce { sinh (Aer/h)

wobei Ae ~ K e Simst/? yal. mit (% * ).

23



Kapitel 2

Zweite Quantisierung

Wir werden hier Quantenmechanik-Systeme, die aus mehreren (sehr vielen) Teilchen
bestehen, behandeln und dazu einen effizienten Formalismus — die Methode der zweiten
Quantisierung — einfiihren.

Es gibt in der Natur zwei Sorten von Teilchen: Bosonen und Fermionen. Deren Zusténde
sind vollkommen symmetrisch bzw. vollkommmen antisymmetrisch. Fermionen besitzen
halbzahligen, Bosonen ganzzahligen Spin. Dieser Zusammenhang zwischen Spin und
Symmetrie (Statistik) wird in der relativistischen Quantenfeldtheorie bewiesen (Spin-
Statistik-Theorem). Zunéchst einige Vorbemerkungen:

2.1 “Identische” Teilchen und Mehrteilchenzustiande

Betrachte N “identische” Teilchen (z.B. Elektronen). X
Hamilton-Operator: H = H(ry01,r209, - ,TNON) kurz: H(1,2,--- ,N) .
Wellenfunktion: ¢ = ¢ (ri01,r209, -+ ,rNON) kurz: ¥(1,2,--- , N).

Definition: Permutationsoperator P;:
Pp(-- iy ygy  N)Y = (- 4, iy, N)
Da P% =1 hat P;; die EW £1. Wegen der Symmetrie von H gilt:
Yij:  Pj;H = HP;

Sn := Gruppe aller Permutationen von N Objekten. #Sy = N!. Jedes P € Sy kann
als Produkt von Transpositionen Pj; dargestellt werden. P heifit gerade (ungerade),
wenn die Anzahl der Transpositionen P;; gerade (ungerade) ist.

Eigenschaften:

(i) ¥(1,--- ,N) ist Eigenfunktion von H mit EW E
= PyY(1,---,N) ebenfalls Eigenfunktion zum EW E

(ii) VP € Sn, (o|v) = (Po|Py)
(iii) P ist unitédr (PP = PP™T)

24
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(iv) Fiir jeden symmetrischen Operator S(1,---,N) gilt [P, S] = 0, VP € Sy und
(P | S| Pi) = (i | S |¢i ). Umkehrung gilt ebenfalls.

Da identische Teilchen durch jeden physikalischen Prozess gleichartig beeinflusst wer-
den, miissen alle physikalischen Operatoren symmetrisch sein. Die Zusténde ¢ und Py
sind deshalb experimentell ununterscheidbar.

Die Natur realisiert nur die vollkommen symmetrischen (¢g) und die vollkommen an-
tisymmetrischen (¢ 4) Zusténde.

Vij,  Pijbs = +s; Pijtha = —vPa

Experimentell: Zwei Sorten von Teilchen:

Bosonen Fermionen

vollkommen symmetrische Zusténde antisymmetrische Zusténde

ganzzahlige Spin halbzahlige Spin
Bemerkungen:

(i) Der Symmetriecharakter eines Zustandes &dndert sich im Zeitverlauf nicht.

W(t) = e HMp0) = Py(t) = e Py (0)

(ii) VP € Sy :
Pipg =g
_\P .. . P _ J +1 fiir gerade Permutationen P
Pya=(=1)"a mit (—1)7 = { —1 fiir ungerade Permutationen P

g und ¥4 bilden die Basis von zwei eindimensionalen Darstellungen von Sy .

Beispiel:

—~

1,2) + (2,1
(1,2) — (2,1

<
b
=
I
< <

N=3: ¢S(17273)
¢A(172,3)

~—

¥(1,2,3) +(2,1,3) +9(1,3,2
¥(1,2,

Sei {|i)} VONB von Einteilchenzusténden. Mit | i), bezeichnen wir einen Einteilchen-
zustand des a-ten Teilchens.
~> Basis-Zusténde des N-Teilchensystems:

|i17“‘7ia7"'7iN>:|i1>1 |ia>a |iN>N
~——
Teilchen o im Zustand [iq)
{li1, -+, in)} ist VONB des N-Teilchen Hilbertraums HY (= HY & H & Rest)

Die symmetrischen bzw. antisymmetrischen Basis-Zusténde (d.h. Basis von ’H]SV und
HY) sind durch

+ ¢(3a Qa 1) + 1/’(37 17 2) + ?/)(2, 37
3) - ¢(27 17 3) - w(la 3a 2) - ¢(37 27 1) + ¢(37 17 2) + ¢(27 37

)

)
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definiert.
Falls in |i1, - -+, iy) Einteilchenzustéinde mehrfach auftreten, ist Sy |i1, - -+ , i) nicht
auf 1 normiert. Angenommen i tritt n;-mal auf, dann enthélt Sy i1, ---, iny) nur
N!/nqilng!- -+ verschiedene Terme und jeder dieser Terme kommt mit der Vielfachheit
ni!-no!--+ vor.
1 N!
= (i1, -+, in| SL Sy in, -+, in) = —(nilng! - ) 2———— =nqlny! - -
(i1 NI 5SSy fin N} = lminetee )T = malng
~» Die normierten Bose-Basisfunktionen sind
Sy . . 1 . .
Vit 1 ) = s 2 Pl i) (4
PESN

[n.b. Fallsin |iy, -- -, in) Einteilchenzustinde mehrfach auftreten, ist S_ |i1, --- , in) =

0]

2.2 Bosonen

Dieser Zustand (%) ist vollkommen charakterisiert durch Angabe der Besetzungszahlen
{nl} :
Sy . ,
N, N, *+ ) = ——=—=== |11, """ , &
In, m ) n1!n2!---|1 N)

Es ist N = Y 2, n;, abgesehen davon ist n; = 0, 1, 2, --- beliebig. Diese Zustéinde
bilden ein VONB aus vollkommen symmetrisierten IN-Teilchen-Zustand. Wir fassen
nun die Zustédnde fiir N = 0,1, --- zusammen und erhalten den Fock-Raum:

Fock—Raum::HO@HS@---GEHQV@"-

HY = {|0) }oder Vacuum (Null Teilchen)

VONB: {]nl, ng, -+ >}m:0,1,'~

Orthogonalitétsrelation (n1, ng, -« |n, Ny, +++) = 6pyn) Opyny, +
Vollstandigkeit: |ni, ng, --+)(ny, ng, --+| =1

n17n27“.

Definition:
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, die vom N-Teilchen-(Unter)raum in den
(N =+ 1)-Teilchen-(Unter)raum fiihren:

ailomi) = mgloni—1e)
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Offenbar erhoht aj (erniedrigt a;) die Besetzungszahl des i-ten Zustands um 1. Man
zeigt leicht, daf a:r in der Tat der zu a; adjungierte Operator ist.

(**) — (ni|a¢: ’I’LZ‘+1<TLZ‘+1|

= (nila; [nf) = Vni +1(n; + 1nj) = v/ni + 10,41

Es gelten die Bose-Vertauschungsrelationen

aa)] =0; [af.af] =0; [araf] =5

( ajai |n;) = a:r\/n_l- |n; — 1) = n;|n;); aia;r [ni) = vn;+ la;|n; + 1) = (n; + 1) |n;) )

Ausgehend vom Grundzustand = Vakuumzustand [0) = |0,0,---) kann man alle Zu-
stdnde aufbauen:

ai 10y = 10,---,n;=1,---)
1 2

ﬁaj 0) = [0, n;=2,--+)

Allgemein
o .
oy (e

nng, ) = [ 9 10)

i=1 ¢

Definition:

n; = ajai ist der Teilchenzahloperator (Besetzungszahloperator fiir den Zustand

Al omg Y =mg o mg, )

N :=)".n;|ist der Gesamtteilchenzahloperator

N’n17n27”‘> = (an> ‘n17n27”‘> = N‘n17n27”‘>
i
Betrachte nun einen IN-Teilchen-Operator fiir eine Einteilchen-Observable
N
oy,
a=1

wobei ¢, ein Einteilchen-Operator ist (z.B. to = p2/2m oder V (z,)). Sei t;; :== (i|t]j)
(t: Einteilchen-Operator), dann ¢ = 3, ¢;;|4)(j | und T = 3", 455 >~ |i)a(J |a-
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Wir wollen nun zeigen, dafl sich T darstellen 148t als | 7' =), ; tz-ja;raj

Beweis: A
Betrachte dazu die Wirkung von A;; := > [i)a(J |o auf |ni,ng,--+)
Wenn n; =0, ist Vo€ {1,--- ,N} ko #j d.h. |i),(j|,n) =0
nj:1, oBdA klzjw ’Z'>1<j’1k1,]<22,"',kN>:’Z',k2,"',kN>
nj :2, OBdA kl :kg :jw ’Z'>1<j’1k1,k)2,"' ,kN> = ’i,kg,kg,”‘ ,kN>
[i)o(J 2k, ke, - kn) = |ki,i, ks, -+ kN)

= \/%‘klakaf” 7kN>

etc.
d.h. durch flij wird n; um 1 erniedrigt und n; um 1 erhéht und zwar in n; Summanden.

i s,
v Ajjlng,ng, ) = Az’jW k1, koo k)
Sy
= 7141]{57]{:77]C
Vit koo
Sy

= (‘Z k27 7kN>+|k17i7k37‘”>+”'+|'”7kj—17i7kj+17”‘>)
Vvnplng! - -
' n;j mal

|-

= n; nl_|_1 . nz+17’n]_17>
— aiaj |’nz”n]’>
Spezialfall t;; = €;6;; ~ Ho=)_, Eiajai |

Analog zeigt man fiir Zweiteilchenoperatoren

= 5 35O (ramy) (+)
a#f

daf sie geschrieben werden konnen als

1
_ + o+
=3 E fijkma; @ amag

i,4,k,m
mit
fijim = (i3] f@ |k,m)
_ /a/ﬁ@ 163 (1) fP (1,1) () b (r')
Beweis:

(+) bedeutet im N-Teilchen-Raum

F%Z ST P Tkym) i) 1) (o (ms

a#ﬂ Z‘ij7k)m
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Nun ist

Dol ling (ko (mlg

a3
= > li)alklali)s(mlg

a3
= D )alklalidglmls = (k13) D lida(ml,
~ afarafaon —af oy, af | an
= aja;ramak

2.3 Fermionen
Die symmetrischen Basis-Zusténde fiir ein N-Teilchen aus Fermionen sind

lin), i)y -0 i)y

S_liyig - -in) = (Slater-Determinate)

4

lin)y lin)y - lin)y

(n.b.: Vertauschung zweier Teilchen = Vertauschung zweier Spalten ~~ Vorzeichenwech-
sel)

Die Zustédnde werden wieder charakteristisch durch die Angabe der Besetzungszahlen,
die nun nur die Werte 0 und 1 annehmen kénnen.
{|n1ng---)} ist Basis des Fock-Raumes H° @H'@---@HN @ ---. Skalarprodukt und

{10)}
Vollstandigkeitsrelation sind wie bei Bosonen.

Wir fithren nun wieder Erzeugungsoperatoren a:r ein. Deren zweimalige Anwendung

muf} Null ergeben und die Reihenfolge der Anwendung muss eine Rolle spielen:
Definition:

S_livig---in) = ajaj---af |0)
S_ligiy---in) = afaj---af |0)

Da S_ |ijig---) = —S_|igi; - - ) folgt
P W S
{a;, af} =ajaj +ajai+=0

)

und damit auch

Il
—
S
=+
SN—
—
S
N
~—
3
V)

In Besetzungszahldarstellung |ning - -) ++10) mit n; € {0,1}.

Dann ist die Wirkung von af:
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~——

=0 fiir n;=1

+

> j<i My Anzahl von Antikommutationen um a;” an die Position ¢ zu bringen.

Die adjungierte Relation ist
(omge|ag = (1= ng) (=1)20<™ (oo 4+ 1+ |

— (omgeeeag|ne ) = (1= ) (1)< 6,

Damit berechnen wir

ai|--omi-e) =Y ) (nil a; |ng)
n; S—
[0 fir n}=0
- (—1)2J<i 9 6p0 fir nf=1
B 0 fir n,=0
(—1)%i<i™ |oopf —1...) fiir n)=1
also Qi |- Ny >_HZ(_1)Zj<in]| ng—1--+)
Es folgt
aaf |--ong--) = (1=ny) (=1)225<i™ (n; 4+ 1) |- ni---)
= (1-ng)f-ni)
+ o 2> ._.n;
aaglmie) = ()P (L ) )

= nglngeee)

a;-'“az- hat offenbar die Bedeutung des Besetzungszahloperators fiir den Zustand |i).
AuBerdem folgt durch Bildung der Summe {a;, a; } = 1. Bei {a;, a;r} mit ¢ # j ist der
Phasenfaktor in beiden Summanden unterschiedlich {a;, af} & (1 —n;)n;(1 —1) =0
{ai, aj} hat fiir i # j ebenfalls einen unterschiedlichen Phasenfaktor, und da a;a; =
a? = 0 folgen

Antikommutationsregeln fiir Fermionen

{as, aj} = 0; {a;’_, a;_} =0; {ai, a:_} = 0ij
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Die Relation Y, |i)a(j|a = a; a; zeigt man wie folgt: (0.B.d.A. iy < iy < - - <iy)

S- <Z|z'>a<j|a> [ivia - i)

= TLj (1 — TLZ) S_ |ili2 . ‘iN> ’j—»i

Z|i>a<j|a5— lirig -+ in)

|j—: bedeutet, daf der Zustand | j ) durch |i) ersetzt wird. Um ¢ in die richtige Position
zu bringen, muf man fir i < j : ), <j Tk T+ Y k<iNk Zeilenvertauschungen und fiir

P>5:) e Skt > ki Mk — 1 Zeilenvertauschungen durchfiihren. Das ergibt denselben

Phasenfaktor wie bei Anwendung von ajaj.

a:_aj‘nzn]> = nj(—l)qunka;ﬁ‘|...ni...nj_1>

= (1 —my) (=L)< MR M0 | Ty — 1)

Damit gilt fiir Einteilchen- und Zweiteilchenoperatoren (fiir Fermionen und Bosonen)
T = Z tijaj_ aj
]

1 C e
Fo= 5> (il f@ [ km) af af amay
ijkm

z.B.

2.4 Feldoperatoren

Seien {|7)} und {|{ )} zwei VONB von Einteilchenzusténden. Esist [£) = >, ¢)(¢[£).

= ag = z:a;|r (i]&) (denn a (ag) erzeugt ein Teilchen in |7,) (]£)).)
ag = Z ag (§4) (aus adjungierter Relation)

Wichtiger Spezialfall: Ortseigenzusténde |r): (r|i) = ¢;(r) (Einteilchenwellenfunktion
in Ortsdarstellung)

Definition: Feldoperatoren
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T (r) erzeugt ein Teilchen im Ortseigenzustand |r), d.h. an der Stelle r. Es gilt:

[w(r)v dj(r/)]i =0
[1/}+(I'), ¢+(r,)]i =0
o). v @]y = i) 65 ()i [as af | = (e~ )

Operatoren ausgedriickt durch Feldoperatoren:
Kinetische Energie:

Sartie, = X [draree (-1-a) e
i, (2%
_ v 3 + .
e / Br Vet () - Vi ()

Ein-Teilchen-Potential:
Za Uija; = Z/d?’er(;SZ (r)¢j(r)a;
- / UG (1)(r)
Zwei-Teilchen-Wechselwirkung

3 30 [ 61656 ) 0e 0)om () f

ik
— % / Brd®r'V (e, r )t ()T () ) (r)
Hamilton-Operator:
A= / dr ( Vit (r) Vi (r )+U¢+(r)w(r)>+% / drd’r'y* ()T (1 )V (e, e ) () (r)
Teilchen-Dichte:
i(r) = > 0(r—ra)
= ZQ:ZIM (il,0(r—ra)lj)g (Jla

o i e /¢*(r’ )8(r — ') (r')
= ¢i(r ) i (1)
= 23101101000
1,  «

Tt
=a; aj
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= A(r) =7 (r)Y(r)

Gesamtteilchenzahl-Operator:

N:/wmwz/wwww@

Der Teilchendichteoperator des Vielteilchensystems sieht formal so aus wie die Wahr-
scheinlichkeitsdichte eines Teilchens im Zustand ) (r). Diese formale Korrespondenz hat
zu dem Namen “Zweite Quantisierung” gefiithrt, da man die Operatoren im Erzeugungs-
und Vernichtungsformalismus erhalten kann, indem man in den Einteilchendichten die
Wellenfunktion ¢ (r) durch den Operator i (r) ersetzt.

~+ z.B. Stromdichte-Operator | j(r) = 52~ {¢T(r)Vip(r) — (Vo (r)) (r)}

Feldgleichung: Heisenberg-Bild fiir Operatoren: ¢ (r,t) = eth/h1[)(r, O)e_th/h

0 h?

mgwnw=(35A+U@>wnw+/ﬁ%ﬂﬂanmwﬂwwnw

Beweis - Ubung: - mit Heisenberg Bewegungsgleichung ih%?/)(r,t) =— [ﬁ,w(r,t)]
analog fiir " (r,t) [ergibt (—) Zeichen auf der rechten Seite].
Hieraus folgt die Bewegungsgleichung fiir Dichte-Operatoren.

9 P 1 ([ »
o) =T+ Ty = — <—%> {v7 A = (AyT) v}
0
d.h. En(rv t) = —Vj(l‘, t)

2.5 Impulsdarstellung

Wir betrachten ein quaderférmiges Volumen V' = L, L,L.. und periodische Randbe-
dingungen ¢(r + Lé,) = é(r) etc. Normierte Impulseigenfunktion: v = ¢’ /v/V mit
k =2r (%7 z_za z_z) y Mgy Ny, Ny € Z

- / dréi (v) o (r) = diac

Darstellung des Hamilton-Operators in zweiter Quantisierung:
Matrixelemente:

Buni [ dri()(-A)ulr) = fpek?
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N 1
Bt [ drdip U@t =3 Ui
N——
FT von U(r)
Eww: Betrachte Zweiteilchen-Potentiale V(r,r’), die nur von r — r’ abhéngen.

Def.: Vg i= [dre @mV(r) (~ V() = § 54 Veeld™)
Das Zweiteilchen-Matrixelement ist dann
1 - 1. A A
(pX|V(r—r)|pk) = 72 /drdr’ e P Ty (p  pl) etk T P T

_ 1 § : V. drdr’ e—ip’-r—k’~r’+z’q-(r—r’)+ik-r’+ip-r
V3 4
q

1
R VE] Z Vq 5—p/+q+p79V 0K/ —q+k,0
q Ve

p’=p+aq k’'=k—q

Alles zusammen ergibt:

. 1k)? 1 1
H= Z uObiirak + Z Uk’—kai:/ak T 57 Z an;;rqalt—qakap
w 2m Viw 2V a.pk

WW-Term

a) (ax) erzeugt (vernichtet) Teilchen mit Wellenzahl k,

e, ale =0, a, ap], =0, [aw, ap] = e

Anschauliche Interpretation des WW-Terms:

k=0y~0p k+ay+dy

k-0 p+q Ve,

Vq 2. Ordnung, Storungstheo- --=-

------- rie: (2-fach Streuung von k-0, p+a;
zwei Teilchen):

k P ----

9 Vq1
k p

Fourier-Transformation der Dichte: g = fdrn(r)e_iq‘r _ fdr¢+(r)w(r)e_iq‘r also
mit Y(r) = # Zp Py, ot (r) = \%V Zp e PTaf

S +
Ng = E :apaerq
p

Beriicksichtigung des Spins:

P(r) — %(r)} o) = v (r)ee(r)

_ +
ap — Qpgo ng = Zp,aap,aaerq,o
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Fiir Spin—% Fermionen o = :I:%.
Spindichte-Operator:

251’—1‘ Z¢+ 000/¢a()

wo 04, die Matrixelemente der Pauli-Matrizen sind.
Ansonsten alles wie gehabt mit Spin-Index o.

2.6 Anwendung der zweiten Quantisierung

2.6.1 Spin-; Fermion

Nichtwechselwirkende Fermionen; Teilchenzahl N. Im Grundzustand | ¢ ) sind alle Ein-
teilchenzusténde mit |p| < pr besetzt. pr ist die Fermi-Wellenzahl, |p < pr die Fermi-
Kugel.

o =TI Te o e

\P|<PF

Erwartungswert des Teilchenzahloperators im Impulsraum:

1 Ip|<pr
g = (ol agpapr 00) = { ¢ B} S2F

Fiir [p| > pr ist Opo |go) = £]1 p Ha poaPU 0) = 0.

lpl<pp
Wegen
PF d3p Vp%
N = ano_2 > 1_2V/ GrF = Bt
Ipl<pr
((*): 2o FR)=2 (QA,rk)sf(k)—(QL) fd‘k’f(k)>
T
ist 2 N
ph = 37TV = 3r%n (n= v mittlere Teilchendichte)

hpp : Fermi-Impuls,
2

Ep = % : Fermi-Energie.

Erwartungswert der Teilchendichte:

(n(r)) = Z<¢o|¢+() o(r) o)

zpr ip’r

S ) P (g0l agptpa [90)

o pp’ -5 e
=Opp/po

1
= 7 > npo
po
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Anregungen des Fermigases
lp) = af(; o200y [#0) = Teilchen-Loch-Paar

bx

= aJ_rk7_U Loch-Vernichter

blfa =a_x,—, Loch-Erzeuger

Korrelationsfunktion der Feldoperatoren (im GZ).

G, (r—r’)

Gy (r — r') =

d.h.

(bo| ¥g (r)1ho (x') |60)

g x  Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir

1 wegen <<¢0| Yo ()1 (r) [¢o) = g)

1
<¢0| § :Ve ip-r+ip’-r aggap’a
p,p’

1 —ip-(r—r’
= Vze p-( )npa
P

e—ip-(r—r’)® (pF o p)

—

Yo (r') [d0)
—_——

Teilchen fehlt bei r’

Yo (r) [do)
———

Teilchen fehlt bei r

|p0)

1 - 2 ! iplr—r'|n
= (27T)2 0 dpp dT/e Y (77 = COS 0)
—1
|

_elpr _e—ipr

=< — r=lr—r

ipT

1 PR
= — / dp psin pr
0

223
—_—
= —% o dp cos pr
__ O sinppr
- or r

1

d

= 523 (sin ppr — ppr cos ppr)

3n sin ppr — ppT COS PET

) =3 e

Paarverteilungsfunktion
Betrachte den (N — 1)-Teilchen-Zustand |¢'(r,0)) = ¥, (r) |¢o)-
Dichteverteilung dieses Zustandes

(¢'(r,0)] vy (") (') [/ (x, 0))
= (ol ¥g (r)v, (x') o (x') 6 () |0)

(1) e

Paarverteilungsfunktion
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G(r)

n/2 A

Es ist
(2) 0o (r=¥) = (60l 0 (0o 015 (i () )
o8 (r = ¥') (0] U ()00 (') [0
= (¢o| n(x)n(x’)[¢o) — 0perd (r — x') (0] n(r) |0)

Fiir 0 # o’ ist gyor (r — ') = 1 (siehe Ubung)
Fiir o = o’ ist (%)2 Joor (r —1') = (%)2 — (Gy(r —1'))? (siehe Ubung)

= Gyo’ (r — r’) =1- 5 (sin ppr — ppr cos pFr)Q, r= ‘r — r’!

(prr)

9o(") Wegen
1 4

mw=ﬁ§%3<§;u—m+m»

051 C . . .
ist die Paarverteilungsfunktion die Wahr-

scheinlichkeitsdichte dafiir, daf3 ein Paar
von Teilchen den Abstand r hat!

. . . Korrelationsloch oder Austauschloch von
n 2n an pr Antisymmetrie des N-Teilchenzustandes!

Dichte-Korrelationsfunktion:
G(r) = (n(r)n(0)) = %/dr’ (n(r+r')n(r"))
]' / / /
- - %/dr (5(c + 1 — ra)5(" — 15))

= Y (B o+ 1)
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S o vt = [ a8 )
a#p

- / dr'yt (e )t () — ) — r)e(r’)

<Z 5(r —ra+ I'ﬁ)> =V (@)t - )i’ —r)ei’)
a#f

Statischer Strukturfaktor:

1 —q-(ra—r
S(a) = N<Ze i ﬁ)>—N5q0
a76

= N (ngn—q) — Ndqo

= g /d?’r e M Tg(r) 41 — Néqo

d.h.
S(@)—1=n / dre i (gr) — 1)

und

3 .
o)~ 1=+ [ e (Sta) -1

n

2.6.2 Freie Bosonen

Paarverteilungsfunktionen fiir freie Bosonen. Wir nehmen an, dal die Bosonen nicht
wechselwirken und Spin Null haben. ~» Einzige Quantenzahl ist der Impuls.

Betrachte den N-Teilchen-Zustand

|¢>:|nPOnP1'“> nPiE{[)?laQa"'}

Teilchendichte:

Gl B [9) = =3 e TR (4] ok oy )
kK’

zk:nk:%:n

~ Die Dichte im Zustand | ¢) ist ortsunabhéngig.

</~ <l

Paarverteilungsfunktion:

ng(r —r') = ([¢T(0)" ()P )p(r) [4)
_ % Z e—ikr—iqr’+iq’r’+ik'r <¢| aii_a(—;aq’ Qs |¢>

kk',q,q’



2.6. ANWENDUNG DER ZWEITEN QUANTISIERUNG 39

(9] a)f ad agray |$): nur dann verschieden von Null, wenn k = k' and q = q' oder k = ¢’
and q = k’. Fall k = q gesondert betrachten.

(¢ ayf ag aqrares | @)
= (1 = dkq) Ok Oqq’ (9] aff ad aqax |9) + g dqi (¢ af ag axaq |¢))
+0kq O Oqqr (@] @ af axax |@)

= (1- 5kq) (5kk/5qq/ + 5kq/5qk’) NkNg + Okqdkk Oqq’ Mk (nk — 1)

= (@l ()T ()Y () (x) |9)

- D (1= biq) (1 + e_i(k_q)(r_r')) ning + Y i (e — 1)

72
k,q k

Z e—z’k(r—r’) Nk

k
2

1
_WZ nik (nk + 1)
k

2
2 2
=D mkH D mk— )
K K K

= o { D mng -~ Yonk +
k,q k

g n2—|—

1 —ik(r—r’)
- Z (& nyk
4 k

Der zweite Term ist, im Gegensatz zu Bosonen, positiv, der letzte Term ist bei Fermio-
nen abwesend.

Betrachte zwei Beispiele:
1) Alle Bosonen im gleichen Zustand py.

N(N —1)

1
n*glr —v')=n’>+n?— NN +1) = e

V2

d.h. die Paarverteilungsfunktion ist unabhéngig vom Ort, die Amplitude, das erste
Teilchen zu detektieren, ist N/V, das zweite (N —1)/V.

_ _(2n)n —(k—ko)2/AZ - . a3 _ .
2) ng = We (k=ko)*/A% mit Normierung i ﬁ"r’ =n, dann ist

3k - / 2 / 4 /
/ (2m)3 e k=), = ne~ & (=r)? g=iko(r—r")

und

2
i/ dgk' 77,2 _ i (27T)3’I’L / dgk' 6_2(k_k0)2/A2 - TLQAB - TL2
V] @3k v | (VTA)3 (2)3 VAS VA3

Fiir n = const und A = const verschwindet daher der dritte Term in (x) fiir V — oo.
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g(r)
2 4

Alrl

0

0 1 2 3 4

Fiir » < A~! ist also die Wahrscheinlichkeit, zwei Teilchen zu finden, erh6ht. Bosonen
haben wegen der Symmetrie der Wellenfunktion die Tendenz, sich zusammenzuballen.

2.6.3 Schwach wechselwirkende Bosonen

Hamilton-Operator:
3 K L + o+
H = Z 27 Oc Ok + W Z Valye i q0p—qOpak; (h=1)
k k,p,q

ax/a; : Bose-Vernichter/Erzeuger

Tiefe Temperaturen: Bose-Einstein-Kondensation in k = 0.Mode, d.h. auch bei schwa-
cher Wechselwirkung V' (r) nehmen wir an, daf§ im Grundzustand |0) der Einteilchen-
zustand mit k = 0 makroskopisch besetzt ist.

No = (0lagaol0) S N
d.h. auch die Zahl der angeregten Teilchen ist klein.

N — Ny < Ng S N.

Vernachléassigen wir also die Wechselwirkung der angeregten Teilchen untereinander und
beschranken uns auf die Wechselwirkung der angeregten Teilchen mit den kondensierten
Teilchen

. k2 1
~ H:Z%aiak + W%af{a;{aoao (k=p=q=0)
k
1 pP=q=0, k=

b LS Grwdante | md ook
v

K(20) bzw. q=0, k
1

Z Vi (aiafkaoao + aaraaraka_k)
k(70)
+ O(ag)

2V
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Wegen

agl---, No,--+) = Nol--No—1,--+)
aar‘...7N07...> = V/No+1|--, No+1,---)
1

CLOCLS_ — aa_ao =

und Ny o< 10?3 >> 1 vernachléssigen wir die Operator-Eigenschaft von aar , ag und setzen

CLO:GS_%\/NO

. k2
~ H = Z 2makak+ QVNO%
K(0)

Ny 1
" 71((27;)) {(VO + Vi) ajax + 5k (afay —I—aka_k)} T

Ny ist momentan noch unbekannt, es mufl nur gelten:

N = Ny + Z afgak
k(50)

(Gesamtteilchenzahl = Zahl der kondensierten Bosonen + Anzahl der angeregten Teil-
chen.)

Dann ist z.B.
Vo oo Voo NV
N =N Ty k+_ D aKakaga
k(;éO) k K’ (5£0)
und
. k2 Vo N
H = Z %aiak+ QVNO OZVOGkak+7 Z Vkakak
k(#£0) k(#0)
~N2Vo
~2v
0 Z Vk (altafk—i-aka_k)
k(z£0)
k2 N? N
~ Z %ai{i_ak“_w%_‘_v Z Vkal—i—ak
k(7é0) k(#0)
2V Z Vi (a)fa®y + aka— k)+H’
k(#£0)

H' enthilt Terme mit 4 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (k # 0) und diese
sind von der Gréflenordnung n'? = (N — Ny)?/V?2. Die Bogolivbov-Niherung (H’
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zu vernachliissigen) ist dann gut, wenn n’ < n, wie sich zeigen wird fiir das verdiinnte,
schwach wechselwirkende Bose-Gas.

H ist eine quadratische Form (in afg ay), die noch diagonalisiert werden mufl (— Bogolivbov-
Transformation).

Ansatz:
— +
axy = Ukok + V)
A +
Ay = UkO + vko_k

Wenn ui — 1)12( =1, sind ok und afg wieder Bose-Operatoren!
(Ubung: Zeige [ax, aw] = [y, o0i] =0,  [ax, oqf] = a0 )
Mit der Umkehrung:

J’_

ax = Ukak — vka_k
afg = ukafg — VKG_k
Nach einiger Rechnung (Ubung) ergibt sich
N 1
H = —N?|
v "
k2
+ D <% + nd> {“iaiﬁ o + v, + uievic (o0 + ako‘—k)}
k(#0)
N
b gy 3 e+ o) (ot onanid + 2 (oo + e}
K(0)

Damit die nichtdiagonalen (unterstrichenen) Terme verschwinden, mufl gelten

k2 n 9 9
<% + nd> UKVk + EVk (uk + ’Uk) =0

Mit der Bedingung ui — vﬁ = 1 ergibt sich somit

wic + (% + nd)

2
U =
k 2wk
) —wp + (% + nd)
v =
k 2wy
mit
1/2 1/2

B VR N
- 2m m
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Es ist dann

[(%4—711/1()2_%2(} 1/2 .

el = Zwk - 2wk
also
5 N2V k?
H = 04 Z — +nVx uiafgak+vi 1~|—afgak
2V 2m N——
k(50) T
0y
1%
+ﬁVk2 DT afgak—i—l—i—afgak
2 ka N——
aka:
N2V, k2 n?V;2
= <y T Z (up + vi) oy + <% +nVi ) vg — wkk oyt a

k(0)

N2V, 1|/ k2 2 ) 1 (k2
— + Z — <— +’I’LVk> — (nd) altozk — = <—m —|—nd>

2V K(20) Wk 2m 2\2
:‘*’12(
1 k2 2 R
— (5= +nW) ——=
2wk 2m Wk

~  N?Vp 1 k2
H = - — E — - E +
— 57 5 <2m + nVi wk> + 2 Wy

k(0)

~
Grundzustandsenergie Ey Anregungen-“Quasiteilchen”

43

Grundzustand |0) des Systems ist durch ag|0) = 0 festgelegt. Zahl der Teilchen au-

Berhalb des Kondensats:

N’ = (0| Z a:ak|0> = (0| Z viakai: 0) = Z U12<
(£0) k(#0) (#0)

2.B. fiir V(r) = £5(r) folgt n’ = N'/V = ™2 (¢n)3/2 (~ Ubung)

= 1/ klein, wenn £n = Dicht x Wechselwirkung-Stérke klein ist! konsistent.

Beachte: n’ hingt nicht analytisch von £n ab, d.h. kann nicht storungstheoretisch (aus-

gehend von ¢ = 0) erhalten werden.

Die Dispersionsrelation fiir angeregte Zustinde alt |0) des Systems ist
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1/2
{<k2>2 nkQVk}/
Wk = [ +
2m m
_ {Ck fﬁrk—>0mitcz1/%‘/b

%—Fnd fir kK — oo

Bemerkung:

Vk—=o = Vp muf} positiv sein, damit GS ohne Quasiteilchen stabil ist,

d.h. abstoffende Wechselwirkung der Bosonen.

Vk—oo — 0 fiir kurzreichweitiges Wechselwirkungs-Potential der Bosonen,
d.h. fiir ¥ — o0 ist wy identisch mit Ey;, der freien Bosonen.

Besonderheit: min <k =: v, # 0 ~» Suprafluiditét!

2.6.4 Suprafluiditat

Quasiteilchenanregungen in suprafluiden He?

AKE A Bereich I:
) / Anregungen: Photonen
/
20} ’
) ) ep=cp, c=238m/sec
/
| ; I Bereich 1I:
10p Phononen Rotonen Minimum bei pg = 1.917'A
Anregungen: Rotonen
0 1 2 3 Ep = —1—27, = 0.16mpe, A/k = 8.6K
pih (A :

Konsequenzen fiir das dynamische Verhalten:
Zweifluiissigkeitsmodell, Suprafluiditéit (Landau):
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T = 0; Fliissigkeit im Grundzustand, Kondensat, keine Anregungen. Dieses Kondensat
bewegt sich als Ganzes in einem Rohr mit Driftgeschwindigkeit v

‘

4_\/— Wand

Behauptung:

Es findet keine Reibung statt, wenn nur v < vyi;. Betrachte Galilei-Transformation,
Kondensat in Ruhe, Wand bewegt. Wire das Kondensat zéh, so wiirde das Rohr abge-
bremst, wobei Energie und Impuls in Form von Anregungen (Quasiteilchen) im Kon-
densat {ibertragen wird.

Angenommen, es gibt eine Anregung mit Impuls p und Energie (p).

Ruhesystem: P »
P=p, E= m—FEint: W+Eint:€(p)
Laborsystem:
M P
P=Mv+p, E = v +v-p+ g+ Fin
= %v2+v-p+e(p)

— AE=¢(p)+Vv-p

Ist energetisch giinstig, Quasiteilchen anzuregen? AE < 07
Dae>0muBp-v <0,
—p-v<p-v = Bedingung: ¢(p) — pv < 0 bzw. v > %,

Damit also eine Anregung mit p und (p) moglich ist, muf

9
V > Vit = Min @
p p

" Steigung: Vi = €/ p

-
-

o - -

p
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Folgerung:
Fiir alle v < vyt ist keine Anregung moglich, das Kondensat fliefit also reibungsfrei
~ Suprafluiditét.

T > 0: Dann sind schon Anregungen vorhanden, diese kénnen mit der Wand stoflen,
Energie und Impuls ausstauschen. ~ Reibung des Normalanteils, aber bis herauf zu T
ist ein makroskopisches Kondensat vorhanden.



Kapitel 3

Streuung und Response

3.1 Streuung und Response

Betrachte Vielteilchensystem (Festkorper, Fliissigkeit, Gas) und zeitabhéngiges Feld
E eikr=wt) ., Tnduzierung einer “Polarisation”:

P(k,w) plilkr—wt) P(k, 2w) pilkr—2wt) P(2k,w) cilkr—wt) |

/ /

Periodizitédt d. streuenden Feldes nichtlineare Effekte

Lineare Suszeptibilitéit (Eigenschaft der ungestorten Probe):

P(k,w)

x(k,w) = lim

Streuexperimente (mit Teilchen!):
(Wellenlénge der Teilchen vergleichbar mit zu untersuchenden Strukturen)
Energie vergleichbar mit Anregungsenergien der Quasiteilchen.

z.B. Neutronenstreuung mit thermischen Neutronen (aus Kernreaktionen)
(A= 0.18nm fir E = 25meV ~ 290 K).

Inelastischer Streuquerschnitt

Hy: Hamilton-Operator des Vielteilchensystems

Koordinaten der Teilchen des Vielteilchensystems x, (Ort und andere)
r,mg: Ort, Spin des streuenden Teilchens

m: Masse des streuenden Teilchens

P2
~ H = HO + % + W({$a},r)

wobei P?/2m = Ej, des Streuteilchen und +W ({z,},r) Wechselwirkung zwischen
Substanz und Streuteilchen.

47
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In zweiter Quantisierung

P2 (! " oo’
H = Hotgo+ 3 afgacey [dee 80w (a,).x)
K'k"o' o
P? i oo
— HO + 2_ + Ayr 51 Ok & //Wk/ k//({xa})
K'k'o! o

aI, - erzeugt Streuteilchen mit k’, o’
axr s vernichtet Streuteilchen mit k”, o”

Eigenzustidnde von Hy: Hy|n) = E,|n)
Skizze fehlt !!

Inelastische Streuung
Impulsiibertrag: k = k; = ko
Energieiibertrag: fiw = 2= (k? — k3)

Anfangszustand |k, ms,,n1) (In1) Zustand d. Prob. am Anfang)
Endzustand |ka, ms,, n2) (In2) Zustand d. Prob. am Ende)

Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit (n. goldene Regel):

(k17m817n1 - k27m327n2)

27
= _|<k27m827n2|W|k27m817n1>|2 : 6(E7’L1 - Eng + h’w)

wobei gilt: (ko, ms,,no|W ks, mg,,n1) = mslms?({xa})
und fw = 22 (k2 — k3).

Verteilung der Anfangszusténde |nq) der Probe: p(n1) > 0 mit Y p(n) =1

1
Verteilung der Spinzusténde mg, des Streuteilchens: ps(ms,) mit Y ps(ms1) =

msl

Falls nur ky (und nicht mg,) gemessen wird:

ki — ko = Z Z (nl)ps(ms, )T'(kymg,ni — komsg,na)

T2Mn1 MsyMsy

(Doppelt) Differentieller Streuquerschnitt pro Atom:

d*o dOde — Wahrsch. f. Ubergang in  dQde/s
dQdde ~ Anzahl d. Streuer x Fluss d. einfallenden Teilchen

1

Normierungsvolumen: L3, Anzahl der Streuer = N, Raumwinkelelement i.d. gestreut
wird df2, Fluss der einfallenden Teilchen = Betrag der Stromdichte d. einfallenden

Teilchen.
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Zusténde d. einfallenden Teilchens ¢y, (r) = L§/2 e™™1r = Stromdichte j(r) = —%(Z{J*Vﬂ}—
(Vy*[y) = I also &2 dde = LT (k; — ko) (£)° dPke

(%)3 d3ky = Zahl der Endzustinde von ko im Intervall d®ks

Bem. Systeme im Gleichgewicht: p(n1) = e_ﬁZEnl (von Dichtematrix p = MTHO)
Wegen 6 (w f t enthilt der Streuquerschnitt den Faktor

dt .
- {(Eny —Eny+hw)t/h —ikXq
h/% L (nile™"*|ny)

1 . . . .
- = dt et (nl |€ZHOt/he_kaae_ZHOt/h|n2>
27Th/

1 —i1kx
= o7 [ dte™ (e lny)

dt e 1 ikxa(t) ikxg(O) [ 1
= S (ke w) = /me N%;(e N s

wobei koh bzw. ink = kohé#rente bzw. inkohérente dynamische Strukturfunktion (enth.
elastischen (w = 0) und inelastischen (w # 0) Anteil. Hier ist (.O.) = Z € ’BE" (n|Oln) =

S,(p0).

Mit dem Dichteoperator fiir das System des Streuzentrums:

N
=Y d(x—xa(t)
a=1

Fourier-Trafo

N

Pk(t) — % /d3x e—ikx T Z —ikxa (t

=1

= Stanlle,w) = [ 5 e L {plt) p-i(0))

wobei pk (t) = Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion, ik = Impulsiibertrag, w = Energieiiber-
trag des Neutrons an das System.

Anwendung: Streuung an Festkorpern zur Bestimmung der Gitterdynamik

Ein-Phonon-Streuung: Resonanzen bei +wy, (k), £w, (k), beides transversale Phononen
und +w;(k) longitudinale Phononen.

Breite der Resonanzen: Lebensdauer der Phononen
Hintergrund: Mehrphononenstreuung
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Intensitédt der Resonanzen: Héngt iiber Skalarprodukt von k von Polarisationsvektor
der Phononen und dem sog. Debye-Waller-Faktor und Streugeometrie ab.
Streuquerschnitt «—— Korrelationsfunktion des Vielteilchensystems

I.f.: Korrelationsfunktion «— Response-Funktion

Mit € = 25 folgt de = 22E2 dly oder d3ky = 2 ky dedS

d’o _( m >2k2L6

:>de6— oh2) ki N Z p(nl)p(msl)Kklmslnl|W]k2m52n2>]2(5(Em—En2+hw)

nin2
Mg Msy

Spezialfall: Neutronenstreuung (ungeladene Teilchen)
~» Streuung nur an den Kernen
Reichweite Kernkréfte: R~ 10712em = KiR~ 107* < 1 = nur s-Wellen-Streuung

= WW kann durch effektives Pseudopotential dargestellt werden.

2 N
W(z) = 27;: Z o 6(xTo — )
a=1

mit a,= Streuléinge der Kerne (Bornsche Ndherung)
~» unabhéngig vom Spin mg, !

%o ke 1 N ’
dQde = -2 ikxXa §(Epn, — Ep, + hw
:> dee kl o OCZ::I n2|€ ‘n1> ( 1 2 + )
Beachte

2rh —ik1x ikox
Bl W) = 20 g > e —xa)e"

2
_ 2mh Z aae_z’(kl —k2)Xq
(e}

mL3
Es ist
N 2
> aalnale®™ny)| = anas(nile” " ng) (nole™4 1) §(En, — En, + kw)
a=1 a,B

Mittelung tiber Isotope mit verschiedener Streulénge.
Annahme: Position der Isotope statistisch unabhéngig verteilt

=
1 X N
—— c g2 = 2
mit a—NZaa,a NZaa
a=1 a=1
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= Zerlegung des Streuquerschnitts in kohédrenten und inkohirenten Teil.

d(zjle = Akoh Skon (K, w) + Aink Sink (k, w)
Agon = EQZ—T; Api = (a® — 52)2—?
Amplitude superponieren, Interferenz
Skoh = %Z > p(m) an\e_ikxa\”2><”2\€ikxﬁ|nl> 0(En, — Eny + hw)
afB ning
S = O plm) (1l ) 2 5(Bny — Eny + )
a ning

Intensitdten superponieren, keine Interferenz

Skon beschreibt Korrelationen verschiedener Atome
Sink beschreibt Auto-Korrelationen

3.2 Korrelations- und Responsefunktionen

Hy Hamiltonoperator eines Vielteilchensystems, zeitunabhéngig.
Schrodingergleichung: ik % |1, t) = Hy |1, t)
Formale Losung:

[i,t) = ¢y, 1)
=:U(tw)

Heisenberg-Bild:

Zustand |Yg) = |1, to) zeitunabhéingig,
Operator  A(t) = g (¢ to) AUs(t, o) zeitabhéangig

(% A(t) = %[HO»A(t)]>

Dichtematrix:
p = Z~1e=BHo . Z = Spe PHo
pgr = Zg—kle—ﬂ(Ho—uN) ng:Spe—ﬁ(Ho—HN)
Mittelwert : (O) = Sp(pO)
Korrelationsfunktion:
Cap(t,t) : = (A(t) B(t))
—_ Sp (peiHot/ﬁ Ae—iH()t/heiH()t’/ﬁBe—iHot//h)
— Sp(petHolt=t)/h go=iHo(i=1)/hp)
= Cag(t—1t,0)= zeitl. Translationsinvarianz.
Def.:
Gpt): = (A()BO) >

. >
} ~~» Fourier-Trafo: Gjig(w) = /dt et Gip(t)
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~ GiB (w) = / dt €th Sp (peiHOt/hAe—’iH()t/hB)

_ iwt e PHo ot/n —iHot/h
= dte Z(n! ¢ Alm)(mle B|n)

n,m

1 , .
= /dte“"t 7 Ze‘ﬁEneZEnt/h(n|A|m> e"Emt/h<m|B|n>

1 Epn—F

= Eze_ﬂE”<n|A|m><m|B|n>/dteit( B )

1 E,—FE
> _ —BE, n m
= Gipw) = 7 nz;be (n|A|m)(m|B|n) 27 (T + w> (3.1)
1 _ En - Em
und Gigw) = 7 nz;ne BEn (n|Blm)(m|A|n) 276 <T —|—w> (3.2)
= Ghpw) = Gpaw)
Gigw) = GizWw) e (3.3)
= 1 —BEm En - Em
= men D e (m|Bln){n|Alm) 276 | ———"+w | (34)
= By = By + hw (3.5)
z.B.
N
A=pr, B=p_g, p,t) = Z d(r —ry(r)) Dichteoperator
a=1
N

e—zkra ()

= i re K :L
plr) = o= [ e ot - —

Fourier-Trafo der Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion: (pk(t)p_k(t))

a=1

Streutheorie = Kohérenter Streuquerschnitt

dt .,V
Skoh (k, w) :/%e tﬁ(ﬂk(ﬂp—k(t)

Wegen (3.3) also

Stonlk,—w) = ¢ Spn(—k,w)
= Skon(k,w) fiir spiegelinvariante Systeme

= Anti-Stokes-Linien (Energieabgabe des Streuobjektes) um e ~#™ schwicher als Stokes-
Linien (Energieaufnahme).

Fir T —0 Skon(k,w <0)—0
(System im GZ, kann keine Energie an das Streuteilchen abgeben).
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3.3 Dynamische Suszeptibilitiat

Betrachte Vielteilchensystem, auf das eine &uflere Kraft F'(t) einwirkt, die an den Ope-
rator B koppelt:

H=Hy+H'(t) ; H({t)=- F(t) -B (3.6)

Fiir t <tp: F(t) =0, System im Gleichgewicht.
Frage: Was ist die Antwort des Systems auf die Stérung (3.6)7

Mittelwert von A zur Zeit ¢:

A(t) = Sp(ps(t)A) = Sy(U(t,to) ps(to) UT (¢, t0)A)
=(A(t))

~

= Sp(ps(to) UT(t,t0) AU(t, o))

—BHo |
= S, <€ 7 U+(t,to)AU(t,to)> = (Ut (t,t0) AU(t, tg)) = ¢ H(E=t0)/h

Da bei tg Gleichgewicht, ist pg(tg) = e ?Ho/Z.

U(t, to) lasst sich storungstheoretisch in WW-Darstellung berechnen.
Es ist ih:g U(t, to) = HU(t, o).

Ansatz:

Ult,to) = e Hol=to)/hyr/(t )
= in U'(t,to) = eHolt=to)/h 4+ HYU
dt N———
=H'(t)
Also ih% U'(t,to) = Hp(t)U'(t,to)
H}(t) — eiHo(t—t())/hH/ e—iH()(t—to)/h

“Wechseldarstellung von H"”.

t
1
= U'(t,tg) = 1+ ﬁ/dt’H}(z&’) U'(t't)
to

t t t

1 1
_ 1+ﬁ/dt’H}(t’) ~|—W/dt’+/dt”H}(t’)H}(t”)—|—...(3.7)
to to

to
t

1
= Texp %/dt'H}(t')

to

mit 7= Zeitordnungsoperator (letzte Zeile wird im folgenden nicht gebraucht, daher
keine detaillierte Herleitung des zeitgeordneten Produkts).
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Fiir die lineare Antwort brauchen wir nur die ersten beiden Terme in (3.7).

~ <A(t)> _ <U/+(t,t0) e—i-iHo(t—t())/ﬁA G_iHO(t_tO)/hU,(t,to»o

t t
. , 1
— < 1—;%/ﬁﬂﬂﬂﬂ) gtHo(t=to)/h g o—iHo(t—to)/h 1+<E/ﬂﬂHﬂw >

)
to to 0

_ <eiHo(t—to)/hAe—iHo(t—to)/h>0

=Sp (‘37’87}10 etHo(t—tg) /R Ae*iHo(t*to)/h):SP ((WBTHO A)=<A)0

t
1 _
_h/ ZH()(t to /FLA iHo(t— to)/h’ H}(t/) ]>0
——
:eiHo(tft/)/fLH/ e*iHO(tft,)/ﬁ:_B(t/),F(tl)

= (A®) = (Ao - = / ' {[A(D), B ) F(¢)

Anfangszeitpunkt tg — —oo (u.U. F(t') erst spéter einschalten) =

AAM) = (A®) — (A)y = / dt' xap(t — ') F ()
mit xap(t—t) = %@@—ﬂMMU%B@WN

1 >
XAp Suszeptibilitdt oder lineare Response-Funktion, O(x) = { 0 i 2 8

©(x) sorgt fir Kausalitét.

Fourier-Trafo der dynamischen Suszeptibilitét

[ee]
xaB(z) = / dt e 4 (1) z Komplex
—0o0
Betrachte langsam eingeschaltete Storung (e — 0,¢ > 0)

H' = —(BF,e™™" + BTF}e™'e

o0
= AA®)) = / dt’ (XAB(t—t’)Fwe_MI—I— XAB+(t—t’)F;eM’) et
—o0 e—01

= XxaB(W) Fye ™™ + xp+ (—w) Fe ™
F,,= Wirkung der periodischen Stérung auf A(A(t)) proportional zur Kraft.

Resonanzen in der Suszeptibilitéit: Starke Reaktion auf die Kraft bei der entsprechenden
Frequenz.
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3.4 Dispersionsrelation

Kausalitdt = xap(t) =0firt <0
= xaB(z ) ist analytisch in der oberen Halbebene (wg. e

=  xaB(z 2m fdz’ X‘QB (Cauchy)

—Imzt in Fourier-Trafo)

Figur fehlt!! « Integratlonsweg in der oberen komplexen Halbebene trégt nichts bei,
wenn x4p(z’') hinreichend schnell abfllt.

oo

1 xaB(x')
= — d /
= xaB(2) 27 / o x -z
—00
— dx’  xap(z)
= 1 =1 —_—
fiir reelles x X45(@) 1m Xap(z +i€) = el—% 2wt &' — x — i€
20 / / !
A (0 N / 1) 1 de )
e—0 2mi ' — x — i€ e—0 2mri 27TZ o —x 2 2mi 2 —
—00 T+e —_—
=f(z)
da’ f(xl) r. ., /
= P | — —d S(x — o
/27Tix’—a:+2$f($) (z—)
d.h. formal:

1 1 .
mzp<x/_$> +mid(z' — x)

d.h.
_ dz’ xap(z’) 1
xap(z) = P 97 o — +2XAB(a:)
1
:>XAB(:Z:) — _P/d /XAB( )
e -z
d.h.
1 I /
Rexap(z) = Re{— /dﬂ m xap( >+RexAB<x)}
™  —x
) /
= lP/dm’ZImf‘w
™ ' —x
siehe Ubung:>
1 I /
Rexap(w) = _p/dw/w
Vs w —w

1 /
Imxap(w) = ——P/dw’ Rexap(w)

T w —w
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mit dem Cauchyschen Hauptwert

fa) / 7 /(@)
P [ do’ =1 dx’ dx’
/ ' —x 20 T v v -
— OO xr+e€

3.5 Spektraldarstellung

Def.: Dissipative Antwort X” (t) = % ([A(t), B(0)]),

Fourier-Trafo: x/} f det i p(t).
+o0 .
Wegen O(t) = lime_,g f % et L folgt
+o0o
wn() = [ dee2i,
—0o0
o " /
™ W —w — e
—0o0
1
= 2p far X))

::X:43(“")

dh. xap(w) = X)pWw) +ixipw)
Zerlegung nach Real- und Imaginérteil, wenn x’j 5(w) reell.

3.6 Fluktuations-Dissipationstheorem

1

We. Xap(t) = 5 {{A(6)B(0)) = (B(0)A(t)}

1
folgt xip(w) = ﬁ{GiB(w)_ Gip(w)
——

=G5 (W) e A

also

1 -
Xip(@) = o7 Gip@)(1 — )

das sog. FDT (Fluktuations-Dissipations-Theorem)

bzw. mit (3.9)

+oo > (o _e—ﬁﬁw/
xAB(w) = ! /d  Ghp@) )

2h w —w — i€
— 00

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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Klassischer Grenzfall: fiw < 1 (« Frequenz- und Temperaturbereich)

_ Bw

= Xaplw) = > GiB(W)

d.h.
d /
=0 =0 [ 55 Gl = 06735 =0)

wobel xap(w = 0)= statische Suszeptibilitidt und G75(t = 0)= Gleichzeitige Korrela-
tionsfunktion von A und B.

Der Name FDT liegt nahe, da Gsp(w) ein Maf fiir Korrelationen von Fluktuationen
von A und B ist und x’j 5 die Dissipation (x x ) beschreibt.

Ad (x x *): Betrachte eine Stérung der Form H' = O(t)(A* Fe~ ™t + AF*e™!), wobei
F eine c-Zahl. Goldene Regel fiir die Ubergangsrate pro Zeiteinheit vom Zustand n in
den Zustand m:

Lnom = 2% {0(Bm — By — hw) [(m| AYF|n)|* + 6(Ep, — En + hw)|(m|AF*|n)|*

= Leistung der dufleren Kraft (= pro Zeiteinheit absorbierte Energie)

e_IBEn
W= > —— Dnm(Em — En)

2 B — F
— _,BEn + 2 _ _ . m n
= 7 ;e (nlAlm) (m| AT |[m)[F[* (B — En — hw) - ——
-BE + 2 Em_En
+ e 7 (n| AT |m)(m|Aln)|F| O(Em — En + hw) - =
n,m

=—w
= w{G (W) = Gi WFP = wxige + (W) - [FI?
Bsp. Harmonischer Kristall

Annahme: Bravais-Gitter mit einem Atom pro EZ (Elementarzelle), 77
Gleichgewichtslage der Gitterpunkte:

Ng Gy
an = | ny ay
Ny Ay

mit ngy.=1,..., Nz, und N, - Ny - V.

Indizierung der Atome bzw. Gitterplétze

Auslenkung des Atoms n aus Gleichgewichtslage:
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Hn = Xp —an

Hamiltonian in elastischer Approximation: (Entwicklung der pot. Energie um Gleich-
gewichtslage)

~2
A D N N . A
H = E ﬂ + E fin Dppfly mit  pn =V,
n

n,n’

Diagonalisiere die quadratische Form der elastischen Emnergie durch Einfithrung von
Normalkoordinate Q.

Iy = Z elan (ke \) Qo (3.12)
k,\

wobei k die Wellenzahl und €(k,\) der Polarisationsvektor mit A = 1,2,3 ist und

ki =n; ]\%7;2 mit periodischen Randbedingungen.

~

R 22
==3 Thg+ Y wiahy
kA kA

Def.: Erzeuger und Vernichter wie beim harmonischen Oszillator

Qi (ax )+ af ) (3.13)
ka,)\ ’
VNS
H=Y Jdwiaagl !
= kZ; Wi Ay A0k A T 5)

Dynamische Suszeptibilitit der Auslenkungen

X —nt) = O (0), uly (0)) (3.14)
bzw. X"(n—n't) = 2—1i_l<[u;(t),u£/(0)]) (3.15)

d.h. x¥(n —n',t) = 2ix"¥(n — n’,t). N.b.: n — n’ statt n,n’ wegen riumlicher Trans-
lationsinvarianz.
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3.7 Phasenkorrelationsfunktion
Def- Di(n — ', £) = {ui (t) ul, (0))
Einsetzen von (3.13) in (3.12), und dies (@ ausgedriickt in a,a™) in (3.15):

1

/lij ! t

Z 6zkan—i-zk ay Z(k )\) ej(k/)\/)

k’ >\’

A

oo e T a0 (o)

mit ay \(t) = e @kl gy
. . iwtata  —ivtat
[ n.b. fir H = hwa™a ist a(t) = eTWha agmwiata "4)g0

(nla(t)|m) = et (n]ajm) = e~ (n|a|m)]
——
z(‘Sn,'mfl
ist
[ak,)\(t)> atk,)\ (t)v ak’ N (0)]

= ol \(8), aw v (0)] + laxx(t), axe v (0)]
= —C_iwk’)‘takk/ 557,\/ + eiwk’ktdkk/d&)\/

. 1 . .
= 1"ij n—n' t 6zk(an ayr) k A k,)\ e—zwk»\t — oWk
el - > )0 ) )
=et(—k,\)

im Bravais-Gitter sind Polarisationsvektoren reell

— X//z’j(n _ n,,t) _ 2];;\4_ kZ; cik(an—ay

)ei(k7>‘)ej (k, )

sin(wyk At)
Wi\

Es ist X/lij(n—n’,t) — 9 @(t) X/ln—n’,t) — 9 @(t) X/lij(n—n’,t)’

/ 1 ik(an—a,) Ei(k7 )‘)Ej (kv )‘)

i — t = — e n B EEEEE—— sin w t @ t
k,\ ,
1
baw. X//zg( - ) = 1 eik(an—an/)e (k, Ve (k, ) /dt et gin (wic )\t)
’ NM Wi
k,\ , 0
:hme_,() %{ w+wk1yA+ie - wfwklyA+ie }
n.b.
(o] (o]
1 1 1 1 1
~ | dte™®t = lim = [ dte®te = lim —= = lim —
) e—0 1 e—0 11w —€t €0 1w+ et

0 0
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raumliche Fourier-Trafo:

X (q,w) = > e (n,w)
n

i(kA j (kA
_ ; Zze_ian(k_q) 6( ) — 6]( ) { 1 1 }
2NM
kA n

Wi, w~|—wk,>\+ie_w—wk,)\+ie
:N(Sk’)\
 2NM ~ Wi A wHwkytie  w—wky+ie

Fiir die Zerlegung
Xij(n - nla w) = X/ij(n - Il/, w) +iw X”ij(n - nla w)

folgt

) 1 . (lN) _ (k) 1 1
Bl _ ik(an—a,) Pl—— ) - —
) 2NM§€ Wi, - { <W+wk,x> <w—wk,k>}

15 / ik(an—a )ei(k)\) — el
X(n—n'w) = —Ze 08 wa{é(w—wk,\)—é(w—i—wkk)}

bzw.

. 1 e(a, \)e (q, \) 1 1
/7,] — 9 Y P _
XY(a,w) 2NMZ Wk X W+ Wi A W — Wi\

A 9
1] 1 Ei(q7 )‘)ej (q7 )‘)
1ij _ . .
X" (q,w) SN % o X {6(w — wkr) — 6(w + wir) }

Phonon-Korrelationsfunktion kann man entweder direkt berechnen oder mittels FDT
aus x.

Aw
D¥(n—n' w) = QHL " (n —n',w)
) eﬁ)\w 1 X )
= (1 + @)X (0 — n,w)
_ mh ei(k(an —a,) Ei( ’ )‘)Gj(q7 )‘)
NM Wk, \

kA
{(1 + nk)\)é(w — wk,)\) — nk7,\(5(w + wk)\)}

bzw.
D¥(q,w) = 2h(1+n(w) X" (a,w)
= ]\7;])\‘4 Z €' (q,A\)e (q, ) {1+ ngA)d(w — wqn) — ngAd(W + wqr)}

A Wq7)\
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Def.:ngx = (a;)\aq, A) = m mittlere thermische Besetzungszahl fiir Phononen g, \.

Die Phonon-Resonanzen in D%(q,w) sind scharfe, d-artige Spitzen fiir ein ¢ an den
Stellen fw ».

Entwicklung der Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion (« Neutronenstreuquerschnitt)
enthilt Phononen-Korrelationsfunktion D% .

~» Anregungen des Vielteilchensystems (hier Phononen) duflern sich als Resonanzen im
Streuquerschnitt.

WW der Phononen miteinander und mit anderen Anregungen im System (z.B. Elek-
tronen im Metall)

— Démpfung der Phononen

= Ersetzung von e durch endliche Dampfungskonst. (g, \)

= Phononenresonanzen bekommen endl. Breite.



Kapitel 4

Quantisierung des klassischen
Strahlungsfeldes

4.1 Quantisierung des klassischen Strahlungsfeldes
inhomogene Maxwellgleichungen:

V- -E=4mp

: (%)
VXB—1E24—7TJ
C C

Viererstromdichte: j, = (j, —c¢p) p=1,2,3,4
antisymmetrische Feldstérketensor: (F,, = —F),,)

0 By -By —E
By 0 B -—F

B, -By 0 —E;s

E, FEy, E; 0

F.=

~ (*) 1aBt sich kovariant schreiben als

47
Oty = —7]11 (Summenkonv.!)

inhom. Maxwell-Gl.

Wegen Antisymmetrie von F),, folgt 0,0,F,, =0

0y, = 0  Kontinuitétsgleichung fiir elektrischen Strom

Die homogenen Maxwellgleichungen V-B =0 und V x E+ %B = 0 haben die Existenz
eines Viererpotentials A, = (A, ¢) zur Folge, so dafl

F, =0,A, -0,A,

62
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In Lorentz-Eichung 0,,A,, = 0 gilt die inhomogene Wellenfunktion fiir A :

47 |
8M8VAM = _?]I/

Die inhomogenen Maxwellgleichungen folgen als Euler-Lagrange-Gleichungen aus der
Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes

1 1 .
L=—— F,F, + —Audu
167 —— c
=2(B2—E?) ——
Kopplung des Feldes
an die Quellen (Strome)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten:

oL oL 1 1. .
0=20, N0, Ay ~ oA, = _E({)MF/W — Ej,, < inhom. Maxwell-GL.
—_— =

1 1.
~an Flv v

Ubergang von der Lagrangedichte Lo = —wLWF w I zur Hamiltondichte Hepy,:
Kanonisch Konj. Impulse:

OLem OLem 1

I,=——= = ——F
"TO(A,)  0(uA,) T Am M

und

A“ = 8414“ = F4H + 8HA4

= Hem = A, — Lom

= ——F.F — Fy,-0,A L
e P ﬁ% — > o
=0y (Fa,Ag)—As0, Fyy
1
= LBy g+ V-@E)
T N——

ergibt O bei Integration
iiber Volumen (wg. Div.)

Wir werden die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes kanonisch, d.h. anhand
der Hamiltonfunktion durchfithren. Gegeniiber der alternativen Quantisierung im La-
grangeformalismus hat das den Vorteil groflerer Transparenz und Anschaulichkeit, je-
doch den Nachteil, dafl die Lorentzkovarianz nicht erkennbar ist.

Freiheitsgrade des Strahlungsfeldes: Strahlungseichung bzw. Coulombeichung
V-A=0

[Erreichbar durch Umeichung eines beliebigen Vektorpotentials A2lt it Aren = Aalt 4
V. x=2[ Ll v/ A2t (r' 1) — Lsg. von Ay = —V A

[r—r’|
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Das heifit A besitzt nur einen transversalen, d.h. divergenzfreien, Anteil A = A, der
longitudinale, d.h. rotationsfreie, Anteil A verschwindet.
Ay = ¢ erfiillt Ap = —4mp.

Die Hamiltondichte in der Strahlungseichung ist

H = Hem + Hint + Hma‘w H = /d37"H

1
Hem = o= (E*+B%) —p6+V - (¢E)
1. 1.

Hing = —zJuAu:—z(J‘A—CP@

Esist B=V XA und E=-V¢— >

2 . 1 .
w/drEz = /drV¢~Vd> + E/drVqS-A +C—2/drA2
~—_———— ~—_——
= [drV-(6V9) ¢ A¢ = 2farv-(¢A)-¢v-A
=—4rp = 0
= 4r [drgp

— /dr <%A>2—|—47T/dr¢p

1
Hep + Hye = < dr (E* + B?) ——/er A
1 1 1 1
= 5 dr< > 2/dr¢p+8—/dr(v><A)2—E/drj-A
2
S dr{<1A> +(V><A)2} —l/drj.A
87 c c
) %/_/

Hyw = Kopplung

Hstr=Hamiltonfunktion des Strahlungsfeldes 3 .
Strahlung/Stréme in der Materie

/dr/d’p r_r,| 1)

Netto-Ww. der Ladungsdichten

N.B. In der Strahlungseichung ist sowohl der longitudinale Anteil des Vektorpotentials
sowie das skalare Potential vollstiandig aus der Beschreibung eliminiert.
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Fiigen wir nun noch Hy,;, die kinetische Energie nichtrelativistischer Teilchen mit
Masse m; und Ladungen e; hinzu, so erhalten wir die Hamiltonfunktion

Zi p(r, t)p(r', t)
H = —L + Hyw + Hstr drdy’ ——— "~
ZJ: om, + + gt / rdr v — 1|

t) = Zejé(r
J
. Dj
j(r,t) = Z ﬁ]jejé(r —rj)
J
1 2 e i '
= Z ; (PJ - _A( )) + Hgpr + Z fr— i‘,| (+Selbstenergie)
J i<j

Vor etwa 100 Jahren erkannten Physiker wie Rayleigh und Jeans, dafl das freie Strah-
lungsfeld einer Schar von unabhéngigen Oszillatoren dhnelt.

Wegen V- A = 0 (in der von uns gewéhlten Eichung) und ¢ = 0 fiir p = 0 gilt auch
OuA, = 0 und damit erfiillt A die homogene Wellengleichung:

A =0 (k)
Aj(r,t) =u;(r)g(t)  (V-u; =0

1
— Auj ——Qq—]u]‘ =0
(%) c* qj
:w]?
.o 2
~ q; = —W;qj
w;
Au; + —Zu; =0
j+ 2

In einem Volumen V seien die transversalen Eigenmoden, die zu verschiedenen Fre-
quenzen wegen der Hermitizitéit des Operators A orthogonal sind, orthonormiert

[ i) = 5
v
Allgemeine Losungen von (xx):
t) = u;(r)g(t)
J

Nun ist

/dr(VxAj)‘(VxAl) = qqu/dr(quj)‘(qul)

= qqu/dr Vo(u x (Vxu))+u;- | Vx(Vxu)

= —Aul

_wu
= 2w

- 2 ql 5]l
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1. 1. 1,
for (24) - (240) = it

1 .
— Hgty = ) zl: (ql2 + leQZ)

und

Wegen der Bewegungsgleichung fiir ¢; sind die einzelnen Summanden zeitunabhéngig.

: : . — Q. — &
Kanonische Variablen: @; := = B =

1
— Hgtr = §Z(Pl2+wl2Ql) (x * )
!

Kanonische Bewegungsgleichungen:

. aI—IStr . 8-H‘Str
P = — = = P
! a0 Qi ap !

(= G —-wiq=0)

Betrachtet man diese Oszillatoren im thermischen Gleichgewicht (Temp. T'), dann trégt
jeder nach Gleichverteilungs- und Virialsatz eine mittlere Energie bei. = Rayleigh-
Jeans Strahlungsgesetz fiir spektrale Verteilung der Energie o< w?kpT (von Zustands-
dichte in 3d fiir Eigenmoden).

Fiir kleine Frequenzen entspricht dies der beobachteten Verteilung in der Hohlraum-
strahlung, fiir grofle jedoch nicht.
— PLANCK’s Vorschlag 1901: Oszillatoren quantisiert, moglichst Energien hiw(n + %)

hw3

~ u(w) RlhaT 1

(Planck’sches Strahlungsgesetz)

Wir fithren also die Quantisierung von (x * %) durch, @; und P, werden zu Operatoren
mit den kanonischen Vertauschungsrelationen

[Qb Pl] = Zh(s]l
Definition: Auf- und Absteigeoperatoren:

a = (lez—l-iPz)/\/2—7w)l}_> 0y, at] = 5,
a = (wQ—iP) /V2hw jr @ i

Bed.: Photonen-Erzeuger und Vernichter

1
_ +
— HStI‘ - zl: hwl <al ap + 5)
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Hilbertraum des quantisierten Strahlungsfeldes:

Vakuum |0):
a|0) =
lnang---) = {m}) =
!
Wegen Q1 = /5, b+ af) und ¢ = VA4mcQ) ist der Operator des (transversalen)

Vektorpotentials (im Heisenbergbild)

Zul zzl (ale zwlt+a+ zwlt)

z.B. Kasten als Quantisierungsvolumen: u;(r) Impulseigenzustinde | — (k,«), « = 1,2

1 .
ezkr

U, (r) = Wi Eka

Exo Polarisationsvektoren, Rechtsdreibein mit k, garantiert Transversalitéit (deshalb
nur 2 Polarisationen moglich).

€10

wka = clk| =: wk

£
k1
Eigenmoden komplexwertig ~» Polarisationsvektoren auch komplexwertig

A 1 h .
> A(I’,t) = — Z Vdme T {Ekaakez(k-r—wkt) + ET ak —z(kr wkt)}
k

= Operatoren der Feldstérken: (E| = —V¢)
. 1. : 4 4
EJ-(rv t) = _EA = ﬁ Z v/ 2T hwy {Ekaakez(k-r—wkt) — gl’iaa:e_l(k‘r—wkt)}
ko
A y k ) '
B(I’,t) =VxA = ﬁ Z v 2mhw E {Ekaakel(k'r_wkt) _ Ei“{aai{f‘e—l(kr—wkt)}
ko

Impuls des Strahlungsfeldes

1
Pi=_—— [dr (E; x B) T) > hkay, axe

(*): Terme proportional zu axaa@ ko Und a@_q@ke heben sich einander auf, ) k/2 =

(
0.)
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Drehimpuls des Strahlungsfeldes:

1
T =1 dr (r x (EL x B)) = T amn + J Spin
T — L dr Z ) (I‘ X V) A
Bahn — dre = v v
1
Tspin = — [ dr (ELxA)

k
g E hE {CLI_’_akJ’_ — ai{i__ak_}
Kk
. 1 .
mit ay, = iﬁ (ax1 * iaxo)

~> Eigendrehimpuls der Photonen hat nur nichtverschwindende Komponenten in
Richtung k mit den beiden méglichen Eigenwerten +h.

Die Eigenmoden +(e* = 4+ -1 (1 + iey)) entsprechen zirkular polarisierten Pho-

V2
tonen.

~> Spin des Photons ist A!
Im Unterschied zu einem gewohnlichen Teilchen mit Spin 1 ist der Zustandsraum
nicht drei- sondern zweidimensional — span {|Js = +h), |Js = —h)}. Wegen
Transversalitét fehlt Zustand mit J& = 0.

— Verkniipft mit Verschwinden der Ruhemasse des Photons. (Bei Teilchen mit
positiver Ruhemass Trafo ins Ruhesystem des Teilchens moglich und Spin
dann in jede Richtung drehbar.)

Bemerkung:

Nach Einfiithrung der Erzeuger und Vernichter alJr und a; fiir Photonen als Bosonen liegt
die Einfithrung von &hnlichen Operatoren, die die Fermionen (die Materie) erzeugen und
vernichten nahe. Geschieht spéter (z.B. Quantenelektrodynamik).

4.2 Emission und Absorption von Photonen durch Atome

Ungestorter Hamiltonian: Hy = Hatom + Hstr
Kopplung zwischen Strahlungsfeld und Elektronen im Wechselwirkungs-Bild:

S Sy e A A eh ~
Hyy = Z {—%A(I‘n,t) “palt) + 2m02A(rn,t) . (rn,t)} - Z — o- [V X A(rp,t)

Zeemann-Wechselwirkung des Magnetfeldes
mit dem magnetischen Moment des

Elektrons (relativistische Korrektur)
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~ ~

Wegen V- A =0 gilt p,, - A(ry,,t) = A(r,,t) - pa.

Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen verschiedenen Zustinden eines
Atoms brauchen wir die “goldene Regel” von Fermi aus der zeitabhéngigen quantenme-
chanischen Stérungsrechnung.

~~ Ubergangsrate v (Ubergangsrate pro Zeiteinheit) von einem Anfangszustand i in
einen Endzustand f:

h .
Yot = 5= (| Huwwr | §) 6 (Ey — B)

Anfangs- und Endzustéinde werden durch den Zustand des Atoms (A, B) und Photo-
nenzahlen {ny,} charakterisiert.
Absorption eines Photons ka:

i) = |45 nka)

|f) = [Binka —1)

(die anderen Photonenmoden dndern sich nicht.)
~+ Ubergangsmatrixelement (nur orbitaler Term)

2 .
(B; Nka — 1‘ HWW |A; nka> = _%\/ VLUJZ <nka - 1’ Qke |nkaz <B’ zn: GZk'r”pn - Eka |A>
=vMNka

Definition: Quasiklassisches Absorptionspotential

abs [ 2T hnka ikor
A%{al? )(I‘) = Vw: CEka€ k

Dann ist (in Analogie zum klassischen Ausdruck)

. _ . :_i (abs) .
(Bi o — 1| Hune | As ko) mC<B|;Aka (vn) - Pn|4)

Emission eines Photons ka:

i) = |A;nKa)
|f) = [Binka+1)

Analoge Rechnung wie bei Absorption liefert ein quasiklassisches Emissionspotential

emi 27Th(nka + 1) * _—ikr
Al(coz )(f) =/ V—wkcskae )
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mit dem sich das Matrixelement fiir die Emission schreiben 148t als

<B;nka+1|wa|A;nka = B|ZA(eml pn|A>

Energieerhaltungsbedingungen, ausgedriickt durch 6(Ey — E;) in der goldenen Regel
lautet fiir Absorption Eg = E4 + hwp und Emission Eg = E4 — hwy,.

Aufgrund obiger Matrixelemente ist Absorptionsrate proportional zu ny,, d.h. zur In-
tensitdt der Strahlung ~~ entspricht klassischer Erwartung.

FEmissionsrate ist jedoch proportional zu ny, + 1, d.h. Emission findet auch ohne Anwe-
senheit von Photonen statt ~» spontane Emission (ny, = 0) und stimulierte Emission
(nka > 0), wieder proportional zu ny,. Spontane Emission klassisch nicht zu erwarten,
weil der photonenfreie Zustand ein feldfreier Zustand ist. Spontane Emission erklért,
warum isoliert angeregte Atome unter Emission von Photonen in tiefere Zusténde iiber-
gehen.

Wir betrachten nun die spontane Emission eines Atoms genauer. Dies fiihrt zu einer
endlichen Lebensdauer 7 angeregter atomarer Zustédnde. Das angeregte Atom kann alle
Photonen ko mit iwy = E4 — Eg emittieren.

= Ubergangsrate y4_p = 1/74—p gegeben durch

2T e emi)
= () (BIY Ay (50) Pul4) P8 (Bp = Ba + hn)
h
ko h,—/
2mh —’Lk!‘
\/Vwkceka
(Bl e ol 1] 8ok =)o

(w=(Ea—Ep)/h)

- 2m2/d3kz

Sty

e2

Wegen &photon > Tatom ist [k - Tn| < 1 (genauer ratom/Ephoton = O(a), a = 7).
Entwicklung der ebenen Welle e’*™» = 1 — ik -r,, — (k -r,)%/2 + --- in v fithrt auf
Multipolentwicklung der emittierten Strahlung und der fithrende Term gibt elektrische
Dipolstr.

Auswertung des Matrixelementes (B|pn|4).
Fir HAtom =T+ VCoulomb gllt Zn Pn = %[HAtorm Zn rn]-

e B|an‘A <B| HAtom;Zrn |A :—imerA
mit dem Dipol-Matrixelement
rpa = (B|Y rnlA)
n
Damit ist
2
YA—B = 2:m2 : 2/dk ATk*m*0? e ap)? 0 (wy, — w) Jw;  wp = ck
4e?w3

= rapl?
C
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Das Matrixelement r4p beinhaltet Auswahlregeln fiir elektrische Dipoliiberginge —
vgl. Stark-Effekt.

H-Atom: 7(2p — 1s) = 1.6 - 1079 sec, Lebensdauer fiir magnetische Dipoliiberginge
oder elektrische Quadrupoliibergénge 4 Groéflenordnungen lédnger. Interessant 2s — 1s:
in jeder Multipolentwicklung verboten =- lange Lebensdauer von % sec, Multiphoto-

nenprozess.

4.3 Streuung von Licht an Atomen
Hier bleibt Photonenzahl erhalten

‘Z> = ’(ka&w)? \4_, >

1 Photon Atomzustand

£y = |(K,¢w), B)

Term A2 in Hyy bewirkt solche Prozesse in 1. Ordnung Storungstheorie
Term A - p in Hyy bewirkt solche Prozesse in 2. Ordnung Stérungstheorie
Beide Prozesse sind i.a. wichtig.

Ohne Rechnung: Differentieller Wirkungsquerschnitt
Kramer-Heisenberg-Formel (£ > ag)

Er—FEy— hw + Er—FE4+ hw

(" €')dan - %Z { (€" -ppr) (¢ -pra) | (¢-par) (" PIA)}

2

ro = 2.8 - 10~ Bem: Klassischer Elektronenradius
PBI = <B|P|I> etc.
> ;¢ Summe {iber atomare Zwischenzusténde I

4.3.1 Elastische Streuung

Ww=w; B=A
Grenzfall w < wrg = (E1 — E4)/h: Rayleigh-Streuung
Entwicklung nach Potenzen von w/wya:

()., = (570

Grenzfall w > w;4: Thomson-Streuung

Z L [(El* . I’AI) (€-rra)+ (€ -Tas) (El* 'I'IA)]

w
T IA

gilt auch fiir wya = 0, d.h. fiir freie Elektronen, die Compton-Streuung
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4.3.2 Inelastische Streuung

Raman-Streuung

E +hw = Eg+ ho', nur der Prozess 2. Ordnung trigt bei, allgemein: (g—g)Raman ~ r%.
Besondere Situation: £ = E4 + hw = resonante Ramanstreuung, KH-Formel versagt.
Energie-Unschérfe beriicksichtigen.



Kapitel 5

Relativistische Quantenmechanik

5.1 Lorentz-Transformationen

Erinnerungen an spezielle Relativitatstheorie:

Ereignis «» Vierervektor x = (z#) = (20, 21,22, 2%) = (¢,r) oder (t,x).

Ab jetzt sind griechische Buchstaben (u,v,---) immer Indizes fiir die Komponenten
von Vierervektoren und Vierertensoren.

Minkowski-Raum: {x}

Lichtgeschwindigkeit: ¢ = 1, Lichtkegel zum Punkt y: |x —y| = 2% — 3°
= (2= y)? - (x—y)*=0

Vorwirtslichtkegel: 20 > ¢/°

Riickwiirtslichtkegel: z° < y"

(Pseudo)-Metrik im Minkowski-Raum: Skalarprodukt
(@,y) =% —xy
(z,2) = 2? = (2%)” — (x)°

Metrischer Tensor

10 0 O
0 -1 0 0 — .
9=9w =109 o0 -1 o — | (z,y) = gwa*z”| Summenkonvention
0 0 0 -1
1
g =g = -

“Herunterziehen von Indizes”:

P, p=0

x“:g“”xyz{ —at, p=1,2,3
~ () = gty = 2ty = xuyt

73
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Transformationen zwischen Inertialsystemen: z — z’ mit z/* = A", x¥ + a#
Invarianz der Lichtgeschwindigkeit: (z — y)? = (2/ —9/)? =0
homogene Lorentzgruppe:

a=0,detA=%1 ~ Alfgh=yg
eigentliche oder orthochrone Lorentzgruppe:

det A = +1 und A% >0

Quadrat eines Vierervektors bleibt erhalten unter L-Trafo!

/ /
zty, = a'ly,

Speziell:
Gewohnliche Drehungen im Raum:

A:((l) §{>; R € SU(3)

Lorentz-Boost (beachte hier ¢ = 1, v = 1/v/1 — v?):

v vy 0 0

[ vv v 00
A= 0 0 10
0 0 01

5.2 Klein-Gordon-Gleichung

In den folgenden Manipulationen schreiben wir zu Demonstrationszwecken ¢ aus.
Viererimpuls eines Punktteilchens:

E
pl = <—, p> P = (Pzs Py> P2)

Lorentz-invariantes Skalarprodukt

E2
pupt = = - p?> =m?c (m Ruhemasse)

— F =/p2c? +m2ct

Korrespondenzprinzip fiir Wellengleichung

E — z’hg, p— EV = z'hgzp = \/—h202A +m2ctq)
ot ) ot
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Wurzelausdruck problematisch, daher E? = p2¢? + m2¢t

2 0°

gﬁwz(—#3A+m%ﬂ¢

= —h

Kompakt in kovarianter Form

2 9
(@&a%@%)>¢zo,émzaﬁ (%)

bzw. mit = 0,0", c=1, h=1

(O4+m*) ¢ =0

Klein-Gordon-Gleichung
Mutliplikation von (x) von links mit t*, minus komplexen Konj.
= "0,0"Y —10,0"p* =0

O (WO — ™) = 0

Definition

o (v — i) wnd = S (T )

p= 2mc? 2mi

p nicht positiv definiert ~» keine Wahrscheinlichkeitsdichte! (Ladungsdichte)

= p+V.j

Freie Losungen von ()
’(ZJ(X,t) — ei(Et—p~x)/f'L
mit £ = ++/p2c? + m2c¢* ~~ positive und negative Energien!

Die Klein-Gordon-Gleichung beschreibt (als quantische Feldtheorie) Mesonen. Ist das
Klein-Gordon Feld ¢ (x) reell (¢(z) = ¢*(x)), dann beschreibt es neutrale Mesonen mit
Spin 0 (7-Mesonen, neutrales K-Meson K oder KJ). Ist 1(x) komplex ~~ geladene
Mesonen und ihre Antiteilchen.

Betrachten wir das skalare hermitesche KG-Feld — von der Instabilitiat der Teilchen wol-
len wir absehen. Mit neutralen K-Mesonen hat man Brechungs- und Bewegungsphéa-
nonmene ganz analog wie bei Lichtwellen beobachtet.

Klassische Observable einer neutralen Mesonenwelle ist eine skalare reelle Feldfunktion

(z) = ¢ (z)
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geniigt (O + m2)y(x) =0
Losungen (z) = e!Et=%%) mit k0 = +/m? + k2
Zwei Typen von Losungen: w := vm?2 + k2

1[)4_(33) — ei(o.)t—kx)
1[)_(33‘) — e—(wt—kx)

Ansatz fiir allgemeine Losungen:

W(a) = / (gi’;gi (eikza*(k) 1 e—ikxa(k)> ()
wobei
k=(w k), kx=Fk'o,=wt-k- x
Quantisierung: Dem Mesonenfeld wird ein Feldoperator ®(z) zugeordnet.
Annahme I:
d(x) = dT(2) (hermitesch)
(O+m?) @) = 0

Impuls und Energie beobachtbar ~~ hermitescher Operator. Wegen relativistischer In-
varianz zusammengefafit im Vierervektor-Operator

p= (") = (H,p)

(p° = Energieoperator = Hamiltonoperator H )
Wegen Energie-Impulserhaltung p* zeitunabhéngig.
Im Heisenbergbild gilt fiir beliebigen Operator A(t,x)

9 . T
SAx) = Z[H, A(t,x)}
0 i 2 )
@A(tvx) = -1 |:p]7A(t7X):|7 ]:17273
Annahme IlI:
0 () = i [y, B(a)] (r%%)

Annahme I und II liefern Teilcheninterpretationen des Mesonenfeldes.
Analog zu (xx)

d(x) = / (;ii—l;?;% (eik’zd—i-(k) + e—ikxd(k))

Operatoren a* (k) und a(k) zueinander hermitesch Konj.
Wegen (x * x) folgt

3
I G

. 3

(eikzik‘u&+(k) + e_ikx(—iku)&(k))

(a"“ (B> T (K)] + e [py, &(k)])

g ==
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also [Py, a* (k)] = kua(k) und [p,, a(k)] = —kya(k) (#)

Definition: || 0) :Vakuum‘ (kein Teilchen vorhanden), (0|0) =1
Es ist p,|0) = 0 also

[, a" (k)] |0) =0T (k) [0) = p"a(k)[0)=Fk"a"(k)|0)

= ||k)=a'(k)0) |ist Eigenzustand des Energie- und Impulsoperators mit Eigen-

wert k#* = (w, k). Wir identifizieren diesen Zustand als Ein-Mesonen-Zustand mit
scharfer Energie w und scharfem Impuls k.

Wegen pta(k)|0) = —kHa(k)|0) wire a(k)|0) ein Zustand mit negativer Energie.

— Wir fordern |a(k)|0) =0| Vk

Analog fiir Zustand |p) mit p*|p) = p*|p), d.h. Eigenzustand des Vierer-Impulses
folgt mit (#)

Interpret. Zustand

mit zwei Mesonen

Analog n-Mesonenzusténde.
a™ heiBen Erzeuger, a Vernichter.

Wir wissen noch nichts iiber die Norm von Zusténden mit einem oder mehreren Meso-
nen. Wir brauchen eine weitere physikalische Annahme.

Betrachte Messung des Mesonenfeldes an zwei verschiedenen Raum-Zeit-Punkten z, y.
Fiir (z — )2 < 0 liegt = auBerhalb des Vorwiirtslichtkegels von y und umgekehrt.

—> Kein Signal von der Messung an Punkt x kann y erreichen und umgekehrt.

Annahme IlI:
[®(x), ®(y)] =0 fiir (x—y)* <0 (Mikrokausalitt)
Sei x = (t,x), y=(t',y) fir x #y
= [®(t,x), ®(',y)] =0fir [t' —t| <|x—y| #0

Insbesondere [®(t,x), ®(t,y)] =0 und [®(t,x), %@(t,y)] =0firx#y.
Folgerung: Aus dieser Mikrokausalitét folgt der Bose-Charakter der Mesonen!

o(t,x) = / (;ljjgie—kx (e—kX&+(k)+e—iwta(—k))

b(t,x) = / éi@%akx (et (1) — e~ 1a( k)

Umkehrung der Fourier-Trafo liefert
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etat (k) + e “ta(—k) = 2w [ d3z eikx@(t,x) (x)
e“tat (k) — e “la(—k) = —2i [ d®z e**P(t, x)

— [eiwltd—i-(kl) + €_iw1t(—k1), eiwzt&+(k2) + e_iwlt(_k2)]

= 2wy | Bxddye® Xk [d(t,x), @(t,y)l

=0 wg. Mikrokausalitat

1), @ (ko)] — @172 [a(—ky), a7 (k)]

— ei(wl-i-wz) [d+(
" alkn), @ (ko)] — e [a(—ka), alka)] =0

+ ei(wl —wo

Damit dies fiir alle Zeiten gilt, folgt

0" (), a*(ky)] =
la(ky), a(ke)] = 0 Vki, ko

Dies bedeutet bereits, dafl Mesonen Bose-Charakter haben.

Der Zusammenhang zwischen Mikrokausalitdt und dem Bose-Charakter der Mesonen
gilt nicht nur fiir freie Felder, die wir hier betrachtet haben. Man kann ganz allgemein
zeigen, dafl die Mikrokausalitdt den Bose-Charakter aller Teilchen mit ganzzahligem
Spin bedingt (Pauli 1936, 1940).

Betrachten wir nun den Kommutator von & und a%:
Wir 16sen (x) nach a* und a auf

= latki), @ (ko)] = ei(m_W)t/d?’xd?’ye_iklxe—ikzy

.{wg {@(t,x), @(t,y)] — iw [@(tjx)j <i>(t7y)]}

Der Integrant verschwindet fiir x # y, muf} also einen J-Funktions-Beitrag fiir x =
y haben, da ansonsten alle Erzeuger mit allen Vernichtern kommutieren und daher
alle Zusténde, die man durch Anwendung von Erzeugungsoperatoren auf das Vakuum
erhilt, gleich dem Nullvektor wéren.

~ Setzen

d(t,x), (L, y)] =i (x —y) Kanonische Vertauschungsregel

. la(ki), at(ko)] = (27)%2w16% (k1 — ko)
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5.3 Lagrange-Formalismus, Kanonische Quantisierungsre-

geln
Betrachte klassisches Skalarfeld ¢(x).
Lagrangedichte:
1
Lo(¢, Oup) = 5 {Oup(@)0p(w) — m*¢*(2) } (*)
Wirkungsfunktional

Slpl = / dx Lo(, Opp)

Prinzip der stationédren Wirkung:
3S[g] =0

fiir die wirklich vorkommenden Felder (fithrt auf die Feldgleichung).

_ [ e J L0l 0up) oy Lo (@, Oup) s
o5t = [ e { Rl oo + S 2 st

Partielle Integration im ersten Term, Randterme weglassen, da nach Voraussetzung
O0p(z) im Unendlichen verschwindet.

_ e [ g 9L0 (@, Oup) | 0L (¥, Oup) o) —
“M‘/d{@ame>+ Do) }W” 0

Da fiir endliche z die Variation des Feldes dp(z) ganz beliebig war, folgt Euler-
Lagrange Gleichung

OLo(p; Oup)  OLo(s Iuyp) _

1y =0
9 (Ovp(x)) dp(x
bzw.
9,0" o(x) + mip(x) =0
Zur Quantisierung einer Theorie (wie oben) mit Skalarfeldern ¢;(j = 1,---,N) und

Ladungsdichte £(z, ¢;,0,¢;) als Integral der Lagrange-Dichte {iber ¢ = const.
t=const.

L betrachten wir als Funktion bzw. Funktional von ¢, ¢;(x,t) und ¢;(x,1t).

Kanonisch Konjugierte Impulse:

L[tv Pjs ‘PJ]

Hk(x, t) = 580k (X,t)
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Nun mufl man wie in der Mechanik voraussetzen, dafl diese Beziehungen nach ¢; auf-
lésbar sind, d.h. dafl es Umkehrfunktionale F; gibt:

¢; = Fj[t, o, 1]
Es bilden dann ¢;(x,t) und IIj(x,t) zu jeder Zeit t ein vollsténdiges System dynami-
scher Variablen.

Hamilton-Funktion:
Hit, o, 11} = /d%ﬂjsbj —-L

Ubergang zur Quantentheorie: Betrachten @; und II; als Feldoperatoren, fiir die wir
die kanonischen Vertauschungsregeln postulieren, die fiir alle Zeiten gelten sollen:

[SOJ'(X7 t)? (,Ok(y,t)] =0
[H]’(X,t), Hk(Yat)] =0 (j7k:17”‘ 7k)
[90]' (X7 t)v Hk(y7 t)] = iéjkég(x - y)

Fiir das freie Skalarfeld mit Lagrange-Dichte wie in (x) liefert die kanonische Quan-
tisierung genau das quantisierte Feld wie im vorigen Abschnitt besprochen, und die

Hamiltonfunktion ist H = %f d3x [gb2 + (V)2 + m2¢?|.

Bemerkung:

Fiir die Eichtheorien, die heute die Teilchenphysik beherrschen, ist die kanonische Quan-
tisierung nur in speziellen Eichungen durchfithrbar (vgl. Quantisierung des elektroma-
gnetischen Feldes).



Kapitel 6

Die Dirac-Gleichung

6.1 Die Dirac-Gleichung

Die Dirac-Gleichung, im Gegensatz zur Klein-Gordon-Gleichung, ist erster Ordnung
und ist nur fiir Spin—%—Teilchen giiltig. Da die Klein-Gordon-Gleichung (KGG) nichts
weiter als die relativistische Relation zwischen Energie, Impuls und Masse ausdriickt,
muf sie fiir Teilchen mit beliebigem Spin gelten.

Die Dirac-Gleichung hat einen ganz anderen Ursprung und kann von den Transforma-
tionseigenschaften eines Spinors unter der Lorentzgruppe hergeleitet werden. Hiermit
befassen wir uns spéater — zunéchst wollen wir Dirac’s urspriinglichen Gedankengang
nachvollziehen.

Die KGG leidet an zwei Defekten: Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist nicht positiv de-
finiert und Zusténde mit negativer Energie treten auf. Aus diesem Grunde wurde die
KGG (historisch) zunéchst verworfen und Dirac suchte nach einer Gleichung diese zu
ersetzen, und zwar durch eine relativistische invariante Gleichung fiir eine Feldfunkion
¥(x), die freie Elektronen beschreiben sollte.

Fiir nichirelativistische Elektronen hat PAULI (1927) die richtige Beschreibung gefun-
den: Im Rahmen des Schrodinger-Bildes wird ein nicht-relativistisches Elektron durch
eine zweikomponentige Wellenfunktion beschrieben:

¢1(Xat) >
1) =
Dabei sind |¢;(x,t)|*d3z, (i = 1,2) die Wahrscheinlichkeiten, das Elektron mit Spin

in positiver (i = 1) oder negativer (i = 2) 2-Richtung im Volumenelement d3z um x
anzutreffen.

Gesamtdrehimpulsoperator:

J:L—i—ga
wobei
h
L:XX—,V
7

L (01 o (0 =i\ 5 (1 0
"_<1 0>’U_<z' 0>"’_ 0 —1

Pauli-Spinmatrizen

81
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P(x,t) (bzw. jede einzelne Komponente) soll der Schridinger-Gleichung geniigen

0 R2A
1—YP(x,t) = ——(x,t

SV = = ()
Diese Gleichung ist sicher nicht relativistisch invariant, da nur eine zeitliche aber zwei
rdumliche Ableitungen vorkommen.

Aus Griinden, die uns heute nicht mehr sehr zwingend erscheinen, suchte DIRAC nach
einer in zeitlichen und rdumlichen Ableitungen linearen Feldgleichung. Wir wollen dies
als heuristisches Prinzip betrachten und machen den allgemeinen linearen Ansatz

(7"0u — a) (x) = 0 (%)

wobei die Anzahl der Komponenten von v, die Natur der Koeffizienten v* und die
Konstante a noch vollig offen ist.

Nochmalige Anwendung des Operators iv*0,, auf () liefert

[— (Y0u) (v70y) —i(¥*Ou)a]yp = 0
bzw. (’y“fy”(‘)u(‘),, + a2) P = 0

Wegen 0,0, = 0,0,, kann man y*+" durch die symmetrische Kombination

1 1
3 (YHyY + A7) = 5 {+*, 7"}

ersetzen und erhalten
1
5 {’Vuy ’VV} 8#&/ + (I2’(/J =0 (**)

Auf der anderen Seite erfordert das Prinzip der Relativitéit, dafl die Energie-Impuls-
Masse-Beziehung erfiillt ist, d.h., dal jede Komponente von die KGG erfiillt

(T +m?) v(z) =0

Daher folgt, dal @ = m und der Koeffizient von 0,0, in (+*) g"” sein mufl

a=m und {¥¥, 9"} =2¢" (s % %)

Diese Relation muf fiir die Koeffizienten erfiillt sein.
Fir py=v =0, p =v =1 und p # v folgt nacheinander

()P =1, ()=-1, ¥ =" (u#v)
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Diese Bedingungen kénnen weder mit komplexen Zahlen noch mit 2 x 2-Matrizen fiir
~# erfiillt werden. Aber mit 4 x 4-Matrizen ist es moglich, z.B.:

1] 0 : 0 |of
0 _ . J — . | —
/Y - < 0 _1 > ’ fy - < _O_] 0 > I j 17273

Natiirlich ist diese Wahl nicht die einzig mogliche: v = Sy*S~! mit einer beliebigen
unitdren 4 x 4-Matrix S erfiillt ebenfalls (x * x). Die Dirac-Gleichung ist dann mit
' = St erfiillt.

Die Gleichung, die Dirac 1928 postulierte, war also

(79, —m) (x) = 0

mit
E

1/1(93) = (

(

wobei 9(x) eine vierkomponentige Feldfunktion, ein Dirac-Spinor ist.

Wir wollen nun einen (Wahrscheinlichkeits-)Strom j# konstruieren (wie bei KGG) und
priifen, ob die Dichte positiv ist.
Ausgehend von der Dirac-Gleichung

(z”yoao + i’yj(?j — m) =0
betrachten wir die hermitesch-konjugierte Gleichung (70+ =~0; 4J t = )
T (—i’yogo + i’ngj — m) =0

3 S * * * *
WObel ¢+au = /ﬂp—i_a 1/}—"_ = (%71/1271/137'1/14)- )
Multiplikation von rechts mit o (und ~? 'yB = —047 ) gibt

@ (z’yﬂ?u + m) —0 (+)

mit | ¢ := 1 T+%| der zu ¢ adjungierte Spinor

Mit (+) und der Dirac-Gleichung zeigt man nun, dafl der Strom

"=
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erhalten ist:

a,uju = (@ﬂ[’) ,}/H¢ + 7["7“ (8u¢)
(imap) ¢ + 9 (—imy))
0

Die Dichte ;O ist daher
7 =" =t = [ + [l + (sl + puf”
und diese ist positiv jO kann also als eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die durch die
Dirac-Gleichung beschriebenen Teilchen dienen.
Die Schwierigkeit mit der KGG betraf Zustédnde mit negativer Energie. Ein Dirac-
Teilchen in Ruhe gehorcht (¢ o e, p; = 0)
Vpo =myp bzw.  pop = mAy

Die Eigenwerte von 7Y sind +1 (2-fach) und —1 (2-fach), also gibt es zwei Lésungen mit
positiver Energie +m und zwei mit negativer Energie —m. Tatséchlich sieht man leicht
(durch Ausschreiben aller 4 Komponenten der Dirac-Gleichung), daf8 die Eigenwerte £
gegeben sind durch

E = —I—(m2+]92)1/2

E = —(m*+p?)

(2-fach)

12 (2-fach)

Zu jedem p gibt es 2 Losungen mit £ > 0, entsprechend den 2 Zusténden eines Spin-
%—Teilchens, und 2 Lésungen mit E < 0.

Ein Elektron in einem Zustand mit £ > 0 kann daher (in WW mit anderen Teilchen
oder Feldern) in einen Zustand mit F < 0 springen und dann kaskadenférmig hinunter
nach E = —oo und dabei unendlich viel Strahlung abgeben.

Dirac’s Losung zu diesem Problem: Die Elektronen haben Spin—%, sie geniigen daher
Pauli’s AusschlieBungsprinzip. Dirac nahm an, daf§ die Zusténde mit negativer Energie
bereits komplett besetzt sind

= Pauli-Prinzip verhindert, dafl weitere Elektronen in die See mit E < 0 fallen.

Bemerkung:

engl. “Sea” = die See, im Gegensatz dazu ist der See = “lake”. Diese “Dirac-See” ist das
Vakuum. (Vakuum ist also mitnichten “leer”). Wichtige Voraussage dieser Theorie:
Antiteilchen

Angenommen es existiert eine Vakanz (Leerstelle) in der Elektron-See: ein “Loch” mit
Energie —|E|.

Dann kann ein Elektron mit Energie E dieses Loch fiillen, dabei eine Energie 2F emit-
tieren und so nur Vakuum hinterlassen:

e~ + hole — energy

Auf diese Weise hat das “Loch” effektiv eine Ladung +e und positive Energie. Diese
Theorie von Dirac sagte so die Existenz von Antiteilchen zu allen Spin- %—Teilchen
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voraus, und im Laufe der Zeit wurden e™, p, 1,7 etc. alle gefunden. Es stellt sich heraus,
dafl auch Bosonen Antiteilchen haben (siche quantisiertes, komplexes Klein-Gordon-
Feld).

Bemerkung: Trotz der erfolgreichen Lésung des Problems mit negativen Energien ist die
Dirac-Gleichung nicht linger eine Ein-Teilchen-Gleichung! Sie beschreibt Teilchen und
Antiteilchen. Die einzig konsistente Philosophie ist, den Spinor v als Feld anzusehen
und [t/|? als MaB fiir die Anzahl von Teilchen an einem bestimmten Punkt. Diese Feld
ist natiirlicherweise ein Quantenfeld.

6.2 Losungen der Dirac-Gleichung

Ansatz: ebene Wellen () o< e~ P% = e~ 1P t—px)
¥(x) muB auch der KGG geniigen = p° = \/p? + m?2

(x) = e~ Pu(p)

wobei u(p) ein zu bestimmender Spinor ist.

Einsetzen in Dirac-Gleichung;:

¥ —m)ulp) =0

wobei g := pty, eine 4 x 4-Matrix.

Betrachte zunéchst p = 0, bzw.

m
0
0
0

Wie wir sehen werden, entspricht dies einem Elektron in Ruhe (Index "R”).

Po-—m = 0
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(p°y0 — m)u(pr) = 0 hat zwei linear unabhiingige Losungen.

) =vam ()

mit s = :I:% und

Zweierspinoren.
Wir fassen die beiden oberen und die beiden unteren Komponenten des Dirac-Spinors
u jeweils zu einem Zweierspinor zusammen.

Fiir einen allgemeinen Vierervektor p machen wir den Ansatz

w=(5)

wobei £, n zweikomponentige Spinoren sind.

Wg.
(1°9° =Py —m)u(p) =0
folgt
p’-m -p-o £ _
p-oc —p'—m n
d.h.
P’ —m 0 —p? —p' + ip? &
0 P’ —m | —p' —ip? P & | _,
p® pl—ip?| —p"—m 0 m
pt+ip?  —p? 0 —p®—m 2
also
(P’ -m)é—(p-o)n = (a
P-o)é— (' +m)n = 0 (b)
(b) R (.
Priife (a):

Der zweikomponentige Spinor £ ist also vollig beliebig. Wir erhalten auch fiir einen
allgemeinen Viererimpuls p zwei linear unabhéngige Losungen negativer Frequenz, die
wir folgendermaflen normieren wollen:
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Xs 1
us(p) = Vp' +m | PO s=+=
O+ m™® 2

D

Ganz analog sind die Losungen positiver Frequenz:

Ansatz: (z) = eP®v(p), v(p) der zu bestimmende Dirac-Spinor.
Finsetzen in Dirac-Gleichung:

' +m)u(p) =0

wieder fiir alle p zwei linear unabhéngige Losungen wéhlen

i 1 01
€
Us(p)Z—\/p°+m<p0+mXS> S:i§»€:<_1 0>

€Xs

Da Dirac-Gleichung linear ist, erhélt man allgemeine Losungen durch Superposition in
Form des Fourierintegrals

w(x)_/ 27T32p Z {ePvs(p)B: () + e us(p)as(p) }

Dabei sind as(p) und 3% (p) beliebige komplexwertige Funktionen.

6.3 Quantisierung des Dirac-Feldes

Wir betrachten nun den Dirac-Spinor als Feldoperator. Wie beim Mesonenfeld ent-
wickeln wir den Feldoperator nach ebenen Wellen, wobei die Entwicklungskoeffizienten
Operatoren sein werden, d.h. wir ersetzen in der Fourierentwicklung as(p) — as(p),

Bi(p) — b (p).

Die Natur der Operatoren a und bt ist zu kléren.

Wir fordern wieder die Giiltigkeit der Heisenberg-Gleichung;:

O (x)

oxH

=i [P, P()]
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Wie beim Mesonenfeld folgt

[y @5 (P)] = puad(p)
[ﬁm bt (p)} = publ(p)
[pu, as(P)] = —ppuas(p)
(B Bu(P)] = —pubs(p)

An Stelle eines Satzes von Erzeugungsoperatoren haben wir vier. Entsprechend kénnen
wir zu jedem festen Impuls p vier Ein-Teilchen-Zusténde aufbauen:

®)  BEI0),  s==

Die Zustéinde (a) entsprechen einem Elektron mit festem Impuls p und den zwei li-
near unabhéngigen Spinzustdnden. Nehmen wir die Theorie ernst, dann miissen wir
fordern, dafl es ein weiteres Teilchen mit exakt gleicher Masse gibt (DirRAC 1930, OP-
PENHEIM 1930). Dies wurde durch die Entdeckung des Positrons (ANDERSSON 1932,
1933) bestitigt. (b) identifizieren wir mit Positronen, und wir werden sehen, daf} in der
Dirac-Theorie Elektronen und Positronen automatisch umgekehrte Ladung haben.
Zur Algebra der Erzeugungs- und Vernichtungsfelder:

Falls wir dieselben Vertauschungsregeln wie beim Mesonen-Feld fordern

Q>

8,5(2m)32p8(p — p')
5

ar(p), af (p))] =
M rs(2m)22p°5(p — p')

[&«(p), b (p’)] =

und alle anderen Kommutatoren = 0 sind, finden wir nichtverschwindende Kommuta-
toren fir raumartige Abstinde: z.B.

[w(x,t), 1[_)(y,t)] #0 firx#y (+)

im Widerspruch zur Mikrokausalitét.

Man koénnte argumentieren, dafl der Dirac-Spinor sowieso nicht direkt beobachtbar ist.
Aber aus (+) folgt auch eine Verletzung der Mikrokausalitét fiir die bilinearen Aus-
driicke im Dirac-Feldoperator, die wir mit beobachtbaren Feldern identifizieren wollen.
= Elektronen konnen keine Bosonen sein (experimentell bestétigt, da sie dem Pauli-
Prinzip geniigen).
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Die richtigen algebraischen Vertauschungsrelationen fiir die Erzeuger und Vernichter
des Dirac-Feldes sind (JORDAN und WIGNER 1927, 1928) Antikommutatoren:

{a,(p), al(P")} = 6ns(2m)°2p°(p — ')
{6:0). 55 (®)} = dn(2m)*2(p - p)
{af (), al @)} =

Damit erhalten wir

{¥(x, ), 1@ 1)} = {o(x,t), ¥(y,t)} =0 (*)
{(x,1), d(y,t)} =1%(x —y) ()

Ad (xx):

2p

+Z ez’pme—il),y UT(p)ﬂs(p,) {dr(p)v d:(p,)}
d3p 1 i (x— ip-(x—
= [ G (7T )+ S

=py0—pvy-m =p0y0—py+m
3
— dp_ P (x—-y)
70 2n)3

= Y (x—y)

3 3,/ ) , R .
(oo v} =[RS s S e ) (B ), 5.0

Fiir beobachtbare Felder A(x) = ¢ (x)u)(z), u = @ 4 x 4 - Matrix ergeben sich damit
Vertauschungsregeln, die mit der Mikrokausalitdt im Einklang sind. Z.B. fiir beliebige
4 x 4 - Matrizen uy, us:

[d(x, hurp(x, 1)), Oy, hustp(y,t)] =0 fiir x £y
Folgt sofort aus (x) und (s) mit der Identitét (fiir beliebige Operatoren A, B, C, D).
[AB’, C‘D] = A{B’, C‘}D —A
~¢{4, p}B+{C A} DB (Ubung)

le"(p,s)) = ai(p)|0)
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Normierung;:

Zwei-Elektronen-Zustand:

e (P1y5) e (p2:s)) = a7 (P1)a] (p2)[0)
= —a;(P2)a, (p1)|0) = —[e” (p2,5), ¢ (P1,59))

6.4 Herleitung der Dirac-Gleichung durch Transformati-
onsverhalten von Spinoren

Drehung im R3: v/ = Rr mit R7R =1, d.h. R € O(3)

Beispiel:

Drehungen um x,y, z-Achse:

cosf sinf 0
R.(0) = —sinf cosf 0
0 0 1
1 0 0
Ra(p) = 0 cos¢p sing

0 —sing cos¢

costyy 0 —siny
Ryw) = | 0 1 0
siny 0 cosy

O(3) ist nicht-abelsche-Gruppe, d.h. Elemente kommutieren i.a. nicht
O(3) ist eine Lie-Gruppe, d.h. eine kontinuierliche Gruppe mit einer nicht-endlichen
Anzahl von Elementen

Allgemeine Drehung hat drei Parameter, z.B. Euler-Winkel.
= Es existieren drei Generatoren

1 dR.(0) 0~ 0
== lo=0 = i 0 0
i do 0 0 0
Stdre) o Y
x — . ‘QS:O = —1
1 do 0 0
0 0 =

1dR
iody —i 00

(sind hermitesch).
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Infinitesimale Rotationen: z.B. R,(00) =~ 1+ iJ,00, R;(d¢) =~ 1+ iJ, ¢
So ist z.B. der Kommutator:
R-(60)Rs(08)R. (90)R; ' (0¢)
= 1— (60> +6¢*) — 2| J., J,] 60 0¢ + O(5°)
—

iy

= J Drehimpuls-Operator, d.h. |[J,, Jy] = iJ, | und zyklisch.

Rotationen um endlichen Winkel:
z.B.0 =N -0 (N — c0), 66 =60/N

~ o RL(0) = [RZ(&Q)]N
= (1+iJ.60)"

0 N
= <1+Z’JZN> N exp(iJ,0)

—00

Allgemein: Rotation um Achse n, Winkel 6:

Rn(0) = exp(iJ - 0) = exp(iJ - nh)

Betrachte nun SU(2): (2x2 unitire Matrizen mit Determinante 1, U™ = 1, detU =

1)
Jedes Element aus SU(2) 148t sich schreiben als

o-0
2

U =exp <z > , 0=1(0,0,,0.)=10]-n (*)

mit

(01 (0 —i (1 0
2=\ 10 ) %=\ o) %27\ 0 -1

die Pauli-Spin-Matrizen.
J = 36 ist Drehimpulsoperator (h = 1)

[_ —] = z’% und zyklisch

m.a.W.: SU(2)ist 2-dimensionale Darstellung der Drehgruppe und wirkt im Raum der

Zweier- (oder Pauli-) Spinoren < ? >
2
SU(2) und O(3) haben &hnliche Struktur, allerdings entsprechen wegen des Faktors 1/2

im Exponenten von (x) jeweils 2 Elemente aus SU(2) einem Element aus O(3).
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6.4.1 SL(2,C)und die Lorentzgruppe

SL(2,C)={U | U : Komplexe 2 x 2 - Matrix mitdettd = 1}
Analog der Korrespondenz zwischen SU(2) und der Rotationsgruppe gibt es eine Kor-
respondenz zwischen SL(2,C) und der Lorentzgruppe.

Reine Lorentz-Boosts: z.B. Bewegung mit v entlang der z-Achse:

T+ vt t+ vt
l‘/: 127y,:y7 Z,:Z7t/: 12
2 / v2 /

(1-%) (1-%)

Definition:

w2 =0+ ), ot = (B0t ah), 2 =2, 2 =2

wegen 72 — 32y = 1 konnen wir setzen

v = cosh ¢, 73 = sinh ¢, tanh ¢ = %
2’ cosh¢y sinh¢ 0 O 0
. 2V | sinh¢ coshg 0 0 x!
22| 0 0 10 22
23 0 0 0 1 a3
=:B, Bot;srt-Matrix
Generator dieser Boost-Trafo ist
01 00
108 1 0 0 O
Ke=335 === o 0 0 0
00 0O
Analog:
0 010 0 0 0 1
.1 00 0O 00 0O
By==il 1000 %=l o000
0 0 0O 1 0 00

00 0 0 000 0 0 0 00
00 0 0 000 —1 0 0 10
==l o0 01" " oo0oo0 0o |" =77 o0 210 0
00 -1 0 010 0 0 0 0 0

Allgemeine Lorentz-Transformation: Zusammengesetzt aus Boost in 3 Richtungen und
um 3 Achsen. 6 Generatoren, s.o.
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Kommutatorrelation:
Ky, Ky] = —iJ, und zyklisch
[Jz, K] =0 etc.

[Jz, Jy] = iJ, (zyklisch) und [J,, K,] = iK, (zyklisch)

n.b.: Reine Lorentz-Transformationen bilden keine Gruppe, da K keine geschlossene
Algebra unter Kommutation bilden. Z.B. fiir 2 infinetesimale Boosts:

e 00y o= iladd i — 1 — (K, K16 59 + K2(6¢)* K (1) + - --

enthélt wg. [K,, K,| = —iJ, eine Rotation um z-Achse (~» Thomas-Prézession).

6.4.2 Transformationsverhalten von Pauli-Spinoren unter
Lorentz-Transformationen

Bemerkung:
K = £i7F erfiillt obige Kommutationsrelationen ~» 2 Typen von Spinoren zu + bzw. -

Definition: die Generatoren

A = % (J +iK) [Aac> Ay] = Z-Az zykl.
B = 1 (J —iK) = [Bg, By] = B, zykl
2 [4;, B;] = 0 (i,j=u=,y,2)

~» A und B generieren jeder eine Gruppe SU(2), und beide Gruppen kommutie-
ren, d.h. Lorentzgruppe ist i.w. dquiv. SU(2) ® SU(2) und Zusténde, die in einer
wohldefinierten Weise transformieren, werden mit 2 Drehimpulsen gekennzeich-
net: (4, j'), j entspricht A, j' entspricht B.

Spez.:

(G, 0) — JU) — ;K0 (B =0)
(0.j) — IV=—KP (A=0)
Definition: 2 Typen von Spinoren:

e TypL: (3, 0): JU/2) = g /2, K1/ = —ig /2, Spinor &.
Seien (0, ¢) die Parameter einer Rotation und einer reinen Lorentz-Transformation.
Dann transformiert £ wie

£ — exp(z’%'9+%-¢)£:exp<i%-(0—i¢)>§

=U

e Typ IL: (0, %) : JW2) = g/2, KW/?) = ig /2, Spinor 1.

7 — exp <z% . (0+i¢>)) n

=N




94 KAPITEL 6. DIE DIRAC-GLEICHUNG

n.b.: Dies sind nicht-dquivalente Darstellungen der Lorentz-Gruppe, d.h. es existiert
keine Matrix S, so da N = SUS ™. Sie sind stattdessen durch ' = (U/*¢ ™" mit
¢ = —io9 verkniipft.

Es ist detU = det N =1

~  U,N formen Gruppe SL(2,C). 6 Parameter: U = < Z Z
Es gibt also zwei verschiedene Typen von 2-komponentigen Spinoren, die unterschied-
lich unter Lorentz-Transformationen transformieren, £ und 7. Diese entsprechen den

Darstellungen (1/2,0) und (0,1/2) der Lorentz-Gruppe.
Im Wesentlichen ist die Dirac-Gleichung eine Relation zwischen diesen Spinoren.

>,ad—bc:1

Paritits-Operation: r — r’
= Geschwindigkeit im Lorentz-Boost v — —v.

= Generator K — —K (= Vektor), aber J — +J (Drehimpuls ist axialer oder
Pseudo-Vektor).

= Darstellungen (7,0) und (0, j) werden unter Paritéit ausgetauscht (7,0) — (o,7)
und daher & — 7.

Betrachten wir also die Paritét, so gentigt es nicht ldnger £ und n separat zu betrachten,
sondern den 4-Spinor
»=(5)
n

Unter Lorentz-Trafos:

(3) = (20 o oy ) ()

mit D(A) = ¢(D*(A)¢~! und A die Lorentz-Transformation: z/# = A%z,

N _ (0 1)\ (¢
U L0 U
4-Spinor v ist eine irreduzible Darstellung der Lorentz-Gruppe erweitert um Parit &t

(ist micht unitar wg. exp(0 - ¢) < L-Gruppe nicht kompakt).
Betrachte nun speziell L-Boost (6 = 0) und definiere { = ¢r, 1 = ¢, (R: right, L: left)

Unter Paritats-Trafo:

~ o gr & eéa.qs(bpx

= {cosh <§> + o - nsinh <§> } Or (n : Richtung des L-Boosts)
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Sei ¢ (0) Spinor fiir Teilchen in Ruhe, ¢y (p) Spinor fiir Teilchen mit Impuls p.

Wag. cos(¢/2) = [(r +1)/2]"/2, sinh(¢/2) = [(r — 1)/2]"/2, r = ﬁ, c =1, folgt

or(p) = {(Tf)mw‘p (T;1>1/2}¢R<0>

Da fiir ein Teilchen mit (totaler) Energie E, Masse m und Impuls p: E = ym (¢ = 1)
folgt

E+m+4o-p

Pr(P) = 2m (B2 )] or(0)
analog
_ E4+m-0o-p _ E+m+o-p
oL(p) = 2m (B 1 )] o,(0) = on(0) = om (B 1+ )2 oL(P)

Fiir ein Teilchen in Ruhe kann man seinen Spin nicht als links- oder rechtshéndig
definieren ~» ¢r(0) = ¢r,(0).

~ E+m+o-p ' E+m+4o-p
= P = e mE s P

(E+m)? +20 - p(E+m) + p?

2m(E + m) o1.(p)
= % oL(P)
bzw. .
o1(p) = = 61.(p)
Also in Matrix-Form:
(0, mree ) () ()
Po—0-p —m ¢L(P)

Definition:
Der 4-Spinor

und die 4 x 4-Matrizen

dann ist (x):
(v'po +'pi —m) ¥(p) = 0

bzw.
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(Y'pu —m)(p) =0

die Dirac-Gleichung

n.b. ¢» und +* sind hier in der sog. chiralen Darstellung gegeben (da ¢r und ¢r,
Eigenzustinde des Chiralitéitsoperators sind, wie wir sehen werden), die Standard-
Darstellung, die wir schon kennengelernt haben, ergibt sich durch die Ahnlichkeitstrafo:

1. 1 1 1 _
Ysr = Ster; Y = SVeRS lmlt5=E< ) _1>=8 !

¢SR:L<¢R+¢L>
V2 \ ¢r — IL

o 1/1 1 0 1 11 1 0 ; 0 o
TSR = 5 = » TSR = i
2\ 1 -1 10 1 -1 0 -1 —a' 0
Fiir Teilchen in Ruhe ist dies sicher die geschicktere Darstellung:

Ysr = u(0)e "Mt positive Energie

Ysg = v(0)e™ negative Energie

mit den uns schon bekannten 4-Spinoren:

uM(0) = , v@(0) =

o O O =
o= O O
o O O

Lorentz-Boost in bewegtes Ko-System (6 = 0) in chiraler Darstellung.

(2)=(a)= (0 ) ()
éL 1, 0 e 29® éL

UCR

= Boost-Matrix in Standarddarstellung

(3os.h%5 o nsinh%5 >

usr = SucrS ™' =
SR R ( o- nsinh% cosh%

und wegen

B 1/2 B\ /2
cos%z( 2-;1m> , sin%:( 2mm> , tanh%inm mit p = v/ E2 —m?2
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folgt
Pz Px—1Py
1 0 E+m E+m
0 1 Pz +1py —Pz

U — . E+m E+m

SR Pz Px—1Py 1 0

E+m E+m
Pz+ipy —p= 0 1

E+m E+m

und die entsprechenden Spinoren 1 (identisch mit denen, die wir aus der expliziten
Losung der Dirac-Gleichung gewonnen haben):

WO (2) =uDp)e ™ a=1,2  u(p) = usr(p)u'(0)

u
P (@) = 0@ (p)e’?” v (p) = usr (p)v'®(0)
1 0 Elj:m ;l-;m
Aoy O ooy L | B | oo | B
yoRw yor= 1 0
i il
E+4+m E+m 0 1
wobei p+ = p, + ip, und die Normierung N = E;r—mm, so daB @MWy = 1, ebenso fiir
u®,
Es gilt:
a(a)(p) u(a’)(p) = Oaa’
5(04) (p) U(a,)(p) = —dau
@ (p)v@(p) = 0
WD) = v ()l ) = D

AuBerdem geniigen u und v (Einsetzen in Dirac-Gleichung)

(v-p—m)u(p) =
(y-p+m)v(p) =

Die adjungierten Spinoren geniigen

u(p)(y-p—m)=0
o(p)(y-p+m) =0

Der Operator

Pypi= Y ul® (p)ul (p)
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ist Projektionsoperator wg.

2 _ N 0@ () 5@ ()@ () 2B () = S 0@ ()5 (1) —
ﬂ—% (p) 1! (p)yul® (p) & (p) = > " ul® (p)ul® (p) = Py

—saB @

und projiziert auf Zustdnde mit positiver Energie.
S : [ . — yptm
Wir zeigen in der Ubung: Py = 5=

Analog

und P_ = =22 Offenbar: Py + P- = 1.

Bemerkung:
Bei der Quantisierung des Dirac-Feldes hatten wir die Losungen
—ipT ipx 1
1/1(33) = us(p)e P ) 7/’(@ = Us(p)ep (S = :|:§)
benutzt, mit
1 1 1 1
up = ull, u_y =ul?, vy = —v v_1 =0®

Das hat zur Folge dass

Py =Y ul ()l (p) =y -p+m

und
Po==3 o @u@(p)=v-p-m.

Wir werde in der QED diese Notation beibehalten.

6.4.3 Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung

Bei einer Lorentz-Transformation von einem Inertialsystem I in ein Inertialsystem I’
transformieren sich die Koordinaten geméf

2 =Azr dh z=A2
und der Dirac-Spinor geméif
V' (2') = S(A)p(A™ )

(DA 0 . .
S(A) = < 0 D(A) > in der chiralen Darstellung.

Die Dirac-Gleichung sollte forminvariant unter dieser Lorentz-Transformation sein:
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("0 —m)P(x) =0 (I) <= ("0, —m)d'(a")=0 (I)

.. _ 0 _ 9z 9 _ Av
Hier ist 0, = 577 = o gew = A Hax”’

Weg. S~/ (2") = ¢ (x) folgt aus (1)
(i’y“A”MOL —m) ST AW (') =0

— Ayy,allj

Durch Multiplikation von links mit S(A) erhélt man
@&Aw%r%mAy%—myﬂzo

Wenn also S(A)y*S~ (A ) (A~ )
folgt aus S(A)y*S™HA)AY, = (A~

Bleibt also zu zeigen VA LT:

)“ AY~T =" und damit (I').

STHANMS(A) = ALY

(Beachte S71(A) = S(A71) )

Erinnerung:

[ exp(to- (0 —ig) 0
S(A) = < < 0 ) exp (30 - (0 + ig)) )

Da jede Lorentz-Transformation aus den 3 Lorentz-Boosts entlang der Achsen x,y, z
und 3 Rotationen um die 3 Achsen zusammengesetzt werden kann, betrachten wir diese
Falle separat.

(A) A Lorentz-Boost, d.h. 8 = 0. O.B.d.A ¢ = (¢,0,0) (Boost entlang der x-Achse)

cosh¢ sinh¢ 0 O
A sinh¢ cosh¢ 0 0O
N 0 0 10
0 0 0 1
Nun ist
1 x 1 T
100 o[ 0 1 [ ez? 0 0 1 etzdo 0
§re=s (10 5 = 0 ef29” 10 0 ez

cosh ¢ 4+ o% sinh ¢

_ 0 e 9" _ 0 cosh ¢ — 0% sinh ¢
= et =

)

0

)
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- 0 —0” (cosh ¢ — o® sinh ¢)
- 0% (cosh ¢ + o® sinh ¢) 0
1 z 1 T
0 —g¥* 0 —e7 299" gUZeT 397
-1.23¢c _ o-1 =
STy S =8 < oV® 0 > a < 29" gz g3 90" 0 )
0 —og¥* 2,3
()
und
. 0 cosh ¢ — o sinh ¢
0. v 0 1 _
AN,y = cosh¢y” +sinhoy” = < cosh ¢ + 0% sinh ¢ 0 )
. 0 sinh ¢ — o® cosh ¢
1 v 0 1 _
A,y" = sinh¢y” +coshoy™ = < sinh ¢ + o cosh ¢ 0 >

2,3 _ 23
Ay =y
Durch Vergleich von links mit rechts sieht man die Identitét.

(B) A Drehung, d.h. ¢ =0, 0.B.d.A. 8 = (0,0,0) geht analog zu (A) mit

209" 0
b 5)

1 0 0 0
A= 01 0 .O

0 0 cosf sinf

0 0 —sinf cosf

6.4.4 Transformationsverhalten bilinearer Ausdriicke wie ¥, Py
etc.

Wir benutzen wieder die chirale Darstellung

_ [ ¢r >
v < oL
Erinnerung: Unter Lorentz-Transformation:

1

oo S0 O0-i9)| ows o e |Jo04i0)] o

- bt |so @+i)i  of —ofen|-So 0-i9)

Es ist sofort klar, dal ¢ = qbf{(bR—l—qzbE ¢p, nicht invariant ist. Jedoch der adjungierte
Spinor hat die Komponenten

p=v=(of o) (] g )= (et k)

und damit ist
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i) = ¢l dr + PRPL

invariant unter Lorentz-Transformation (d.h. ist “skalar”)

Auflerdem ist unter Paritéts-Transformation ¢y < ¢p,, so dafl P — P, d.h. P ist
echter Skalar, da er bei Raumspiegelung nicht das Vorzeichen wechselt.

Wir definieren nun die 4 x 4- Matrix

1 0
5_:.0.1.23
75 = in012y <0 1)

(in chiraler Darst.)

Dann ist

o= o) (] o ) () = oton—oken

invariant unter Lorentz-Transformationen, wechselt aber bei Paritéts-Transformation
das Vorzeichen ~ |19+%1 ist Pseudoskalar

Betrachte nun die Grofle [wy* 1) |, wir zeigen, dafl sie wie ein 4-Vektor unter Lorentz-
Transformationen transformiert.

Uy Prodr + 01 OL
dve = (o ot) (0 7 ) () = -otosn + stos

Unter rdumlichen Drehungen (6 # 0, ¢ = 0) haben wir
oy — (%)
und fiir @ infinitesimal

1/;’Yw N _(z)ii-e—%a-eo,e%a-e_i_(bl—{e—%a-eo_e%o-.e

= —¢E(1—%G-O>U<1+%U-0>¢L+¢§<1—%0-0>0<1+%0-0>¢R
= —¢f (6 -0x0)d,+ ¢ (0 —0x0)dy
= Yy —0x (py) (%)

(*) beschreibt das Verhalten eines Vektors unter Rotationen.

Da die Zeitkomponente wg. (#*) invariant unter Rotationen ist, verhlt sich ry*e)
tatséchlich wie ein 4-Vektor unter Rotationen.

Ubu ng: Uberpr}ife, daf3 1}7’%/} sich wie ein 4-Vektor auch unter L-Boosts verhilt.
Unter Paritét: vy — vy, Py — —1hyap, d.h. hyHe) polarer Vektor. i.e. o (z')yHe)! (z) =
Ap(@)y" ().
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Analog: 1/_)7“75}/1 verhélt sich wie axialer Vektor, d.h. wie Vektor unter L-Trafos, aber
unter Paritit Yy — ¥y, ie. o (2")yHy2y (') = Ay 5 (x) - det(A)

Zusammenfassend:
e 1) Skalar
e 1751 Pseudoskalar
e )y Vektor (polar)
e yHy07) axialer Vektor

o (MY — yVy*)e) antisymmetrischer Tensor

6.5 Nicht-relativistischer Grenzfall und das magnetische
Moment des Elektrons

Teilchen mit Spin besitzen ein “inneres” magnetisches Moment. Eine Ladung e, die sich
auf einer geschlossenen Kreisbahn bewegt, wechselwirkt mit einem magnetischen Feld
und besitzt ein effektives magnetisches Moment

e

=—L
® 2m

Waire die Natur einfach, dann wire die Proportionalitéitskontrolle zwischen Elektronen-
Spin S = %ha und seinem magnetischen Moment e/2m, so dafl das innere magnetische
Moment (e/2m) - |S| = eh/4m sein wiirde.

Der resultierende Shift in den Frequenzen der Spektrallinien wére der des “normalen”
Zeemann-Effekts. Experimente zeigen jedoch einen “anormalen” Zeemann-Effekt — die
Proportionalitéitskonstante ist 2 mal die fiir die Kreisbahn-Bewegung, d.h. das magne-
tische Moment des Elektrons ist —p mit

_9fg_‘g_°,
K= om~  m  2m

Der Faktor 2 wird oft Landé-Faktor g genannt, g; = 2. Dieser Faktor ergibt sich un-
mittelbar aus der Dirac-Gleichung. Um dies abzuleiten miissen wir die Gleichung fiir
ein Elektron in Gegenwart eines elektromagnetischen Feldes betrachten.

Schema: “minimale Ankopplung” (Grund wird spiter bei Eichtheorien klar, ist aber
in diesem Fall auch analog zur klassischen Mechanik)

P ph — e AH
mit p* = (E,p), A* = (¢, A), A das Vektorpotential, ¢ das elektrische Potential, d.h.
E—FE—ecp, p—op-—cA
Die Dirac-Gleichung lautet dann

V(E —ed)p — - (p— eA)p = my
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In Standard-Darstellung
o_(1 0 _ 0 o [ u
= < 0 -1 )’ 7=\ ¢ 0 )° v = v

(E—ep)—0o-(p—€eA) = mu ()
—(E—ep)+o-(p—eA) = mv (x%)

Also:

Die zweite Gleichung gibt: v = (E4+m—e¢) 'o-(p—eA)u (beachte, daf die Reihenfolge
der Faktoren wichtig ist, da p und ¢ nicht kommutieren).

Im nicht-relativistischen Grenzfall ist E+m—e¢ ~ 2m, p =~ mV (V : Geschwindigkeit)

1 \%
- R —0-(p—cA)=O(~
v 2m0' (p—e€A) (’)(C)u

d.h. die unteren 2 Komponenten von 1 sind viel kleiner als die oberen.

Dies in (x) eingesetzt, ergibt mit 7 := p — eA

Fu=—0oc 7o -mu+mu+epu
2m

wobei m = p — eA, und wenn £ = m + W, dann
1
Wu = <—0'-7r0'~7r—|—e¢> U
2m

Wegen 00 = 6;; + ig;jx0y, folgt (- A)(e-B) =A -B+io- (A xB)
also
(0-7)? = 7-w+io-(mxm)

(p—eA)? +ioc (p—eA)x (p—eA)

/

—e(pXA+AXp)=eihVxA=iheB

Identifizieren wir Wu = Hu, dann

1 9 eh

Pauli-Gleichung: Hu = Eu
= gs=2

Bemerkung: g, liegt etwas iiber 2 ~ QED.

Um zu relativistischen Korrekturen zur Pauli-Gleichung zu gelangen, betrachten
wir noch einmal (%) fiir den Fall A =0, d.h. w =p

v = (E+m—ep) o pu
_ (P L g TP
B <2m Qm(E m - ef) 2m > “

1 1 E—m—e¢p
(Wg' E+m—ed  2m (2'm)2 )
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Eingesetzt in (x)

_ o(oPp_ Lo O P
Eu = (ep+m)u+o p<2m 2m(E m— eq) 2m>u
gy (o-p) (-p) E—m—ed
- { 2m teg+m 2m 2m 7 p}u
=p?/2m
=: HQU

m

Da v in fithrender Ordnung v = 2 v ist, ist der Dirac-Spinor ¢ = < Z > dann richtig

2
auf 1 normiert, wenn wir fiir ihn statt u % = (1 + £-) v wihlen, denn

1= [@riv= [ v+)70<jj> = [ @wru-ut)
= [ (1-(52) )

d.h. mit

ist ¢ = ( z ) richtig normiert.

Wir schreiben nun Hou = Fu auf @ um:

—1
ot (142 ~(1- 2 )4
u=tru=ittgne) YRtz

Also (E—m)Q tu=(Hy—m)Q 'a
bzw. Q7 2FE'i = Q Y (Hy — m)Q~ ! mit B := E —m
d.h.

2 2 2 / 2

p - p p o-pLE —ep P _
-2 Ve = {(1- 2 ) (L yep- TP p)(1- 2

( 4m2> “ {< 8m2> <2m ed om  2m  * p) ( 8m2>} “
p

L [P e E e P (0 N (P,
2m om  2m 8m?2 \ 2m 2
2 4 2 ) 2 /
_ p D p° ., D D o-pE —ep _
e E, s - f— E — — — .
2m teg 8m3 + 4m? 8m? e¢ e¢8m2 2m  2m TP

= Loy (B'—ed)+(E'—e¢) oy

Wegen (o - p)? = p? kann man umschreiben

=:A =:B
——
~ =
E'G— ﬁ—i-e(z)— p* +(U'p)2El_e¢+El_e¢(U‘p>2_20"pE/—e(;§o'-p
2m 8m3 2m 2m 2m 2m 2m  2m om

(k)
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(xx%) = A’B+4 BA®> —2ABA
= A(AB - BA) — (AB — BA)A = [A, [A, B]]

1
= W o - p, [U'p,E,—€¢]

=—ieho-V¢
ieh
N —

=0;0;[pi, Vojl+oilpi, 0]V e;+0;l0:, Véjlpi+(oi,05]V;p;
—ihAG+2io-(Voxp)

2 4 2
_ p p eh eh -
E/U = -— e — —5 —A ——o0 - (Vo x u
2m +ed 8m3 + 8m?2 o+ 4m? (Vo >xp)
pi—Term Darwin-Term LS-Kopplung

Dies sind die fithrenden relativistischen Korrekturen zur Pauli-Gleichung, Korrekturen
hoherer Ordnung in V/c kénnen systematisch mit der Foldy-Wouthuysen-Transformation
berechnet werden.

Wenn A # 0, mufl p durch p — eA ersetzt werden und der Zusatzterm gs5—S zum
Hamiltonian hinzugefiigt werden.

Die Bedeutung und Konsequenz der einzelnen Zusatzterme wurde schon in Quanten-
mechanik I diskutiert:

Darwin-Term ist beim Coulomb-Potential nur in s-Zustdnden wirksam, denn A% =
470(r).

Der p*-Term ergibt sich aus

LS-Kopplung ist Spin-Bohn-Kopplung: Fiir Zentralpotential ist V¢ = T¢', also

eh h 1
20 (Voxp) = -5 ;€¢/(1‘)‘7 - (rxp)
/
= h %0' -L, L : der Bahndrehimpuls

Am?2 r



Kapitel 7

Quantenelektrodynamik

7.1 Quantisierung des elektromagnetischen Feldes — Lorentz-
kovariante Formulierung

In der Lorentz-Eichung geniigt das Viererpotential (A* = (¢, A)) im Quell-
freien Fall (p =0, j#* = 0) der d’Alembert Gleichung

A4, =0

= Fourier-Entwicklung fiir die Feldoperatoren A, (wie bei Mesonen)

A, = / % {eikza:(k) + e_ikzau(k)}

mit

k:(‘f{’) w=|k|, kr=k's,=wt—k-x

Mikrokausalitit erfordert Bose-Vertauschungs-Relationen

laf(k), a*(K)] = 0

7
lau(k), ay(k)] = 0
lau(k), af (K)] = Z.(27)*2w (k — k)

mit zunéchst noch unbekannten Z,,,,.
a, a™ wirken im Fock-Raum, fiir das Vakuum gilt

a,(]0) =0 Vuk

Falls wir explizite Lorentz-Kovarianz der Theorie wollen, muf8 Z,,,, ein konstanter Tensor
zweiter Stufe sein. Der einzige solche Tensor ist g,,,. Nach eventueller Reskalierung muf3
also Z,,, = £guu, die richtige Wahl (s.u.) ist

lau(k), af (K)] = —gu(27)*2w 6 (k — k')

106
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die Operatoren a (j = 1,2,3) angewandt auf das Vakuum fiihren zu Zustédnden mit

positiver Norm, aar zu Zusténden negativer Norm.

Betrachte allgemeinen Zustand | f) = [ —%%— d3k = >, fulk)a T(k)|0)

(2m)3

r

3 3 1./
- (FIF) = /( TRIE S pr(1) fu(k) 0] an (K)art () [0)

27)6v/ 202w’ T
— d k 2 > 0 fur fo =0
= / (27_[_)3 Z“:i ‘fﬂ(k)’ { <0 fiir fO > 07 fl,2,3 =0
L

Neben Zustédnden mit negativer Norm treten Zusténde
k,e) = —e"ay (k) |0)

mit beliebiger Vierer-Polarisationsrichtung e auf, so daf3 wir vier linear unabhéingige
Polarisationsrichtungen zu festem k statt nur 2 experimentell beobachteten.

Das Verfahren von GUPTA und BLEULER (1950) garantiert positive Norm und wird die
2 unerwiinschten Polarisationsrichtungen los: Lorentz-Bedingung muf} als Nebenbedin-
gung fiir Zustdinde gefordert werden.

Nur einen Teil der Zustandsvektoren im Fock-Raum erkldren wir fiir physikalisch, und
zwar gerade diejenigen, die in gewisser Weise die Lorentz-Bedingung erfiillen. Wir neh-
men den Teil von A, der nur Vernichter enthélt:

3
A/(;)(:U) = / (Zj)wi e_ikza“(k)

und fordern fiir physikalische Zustandsvektoren bzw.

8“A/(;)(x) |phys. Zust.) = 0
0

kta,(x) |phys. Zust.) = vk

Hiermit (phys. Zust.|8“AfL_)(a:) |phys. Zust.) = 0 d.h. der Frwartungswert der Di-
vergenz des Feldes A, verschwindet fiir beliebige physikalische Zusténde. Unterraum
{| phys. Zust.)} ist offenbar ein linearer Raum.

Behauptung:
(phys. Zust. | phys. Zust.) > 0

d.h. der Raum hat positiv semi-definite Metrik.

Beweis:

Wir wéhlen neue Basis fiir Erzeuger und Vernichter: Betrachte die Operatoren a:[(k) fiir
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festes k. Wihle zwei Einheitsvektoren eq, es 1k, so daf3 eq, es, e3 := % orthonormales
Dreibein e; - €; = ;5
Definition:
1
ag (k) = 7 (aar(k) —e3- a+(k))
ot (k) - er-at (k)
ag (k) = er-a’ (k)
1
ai(k = — (af (k) +e-a'(k
5 (k) 7 (ag (k) (k)
a* = (af. af  af)
~ Vertauschungsrelationen
[a0(®), af ()] = [as(k), af ()] = 0 .
oK), af (K)] = [as(k), af ()] = —(2m)*2w8 (k — K)
[a1(k), of (K)] = [aa(k), a3 (K)] = (27)*2w8° (k — K)
alle anderen verschwinden.
Die Nebenbedingung k*a, (k)|phys. Zust.) = 0 lautet dann einfach
(**)
ag|phys. Zust.) =0
Betrachte einen Zustandsvektor im Hilbertraum der Gestalt
(+)

d.h. beliebiges Produkt von Erzeugern angewandt auf Vakuum. Wegen der Kommuta-

torrel. () kann () dann und nur dann erfiillt sein, wenn kein Operator a; vorkommt!

Z.B. sind unter o} (k)[0) nur a; (k)|0) und aj (k)|0) phys.. Diese sind orthogonal
und ihre Liangenquadrate grofer gleich Null

(0 ar(Waf (k) [0) = (2m)*2wd (k — K)

Ol axk)aF () [0) = (2m)*20 5%k ~ K) )
(0] ao(K)ag (k) [0) = 0

Ein beliebiger physikalischer Zustandsvektor ist eine Linearkombination von Zustands-

vektoren der Gestalt (+), die kein o enthalten. Fiir diese zeigt man dann leicht (in
Verallgemeinerung von (++)), dafl kein Langenquadrat grofier gleich Null ist. [ |

Man gelangt von hier leicht zu einem Hilbert-Raum mit positiv-definiter Metrik: (dann
Wahrscheinlichkeitsinterpretation im Sinne der QM zuléft).

Definition: Aquivalenzklassen von Zustandsvektoren:

1) ~12) = ({(1[=2D(1)=12))
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Der lineare Hilbertraum der Aquivalenzklassen hat dann positiv-definite Metrik.

Physikalische Interpretation:

Zustand eines Systems von Photonen wird durch eine ganze Klasse von dquivalenten
Zustandsvektoren beschrieben. Man kann zeigen, dafl der Erwartungswert von beob-
achtbaren Groflen (wie Feldstérketensor, Energie etc.) identisch ist fiir dquivalente Zu-
standsvektoren. In der Praxis, z.B. bei der Berechung von Matrixelementen, kann man
daher stets einen beliebigen Vertreter aus einer Aquivalenzklasse als Zustandsvektor
nehmen.

Da wegen (¥x) «g (k)|0) dem Nullvektor entspricht, sind nur Linearkombinationen
aus

. 0
mit €12 =
€12

physikalische Ein-Photon-Zuténde = experimentellen Befund von nur 2 lin. unabh. Ein-
Photon-Zuténde fiir jedes k physikalische Ein-Photon-Zuténde zu festem k:

ke) = —chat (k) |0) =-a* (k) |0), €= ( 2 >

mit e* =0, -k =0, |e| =1, d.h. insbesondere e#k,, = 0.
Diese Zusténde erfiillen Kontinuumsnormierung
(K,e'|k,e) = (™ -€) (2m)*2w 6 (k — k')

Linear polarisierte Photonen werden durch reellen Polaristionsvektor € = €* be-
schrieben, rechts- und linkszirkular polarisierte Photonen durch e+ = $%(e1 +

ies). Warum haben wir uns nicht gleich auf Zustandsvektoren (*xx%) beschrénkt? Trans-
versalitidt an den Polarisationsvektor ¢ ist nicht Lorentz-Kovariant:

kE— K = Ak, 5:<2>—>€':A£

E/O
iyt I
~ etk =0 ~» g =
" e+

Zwar ist € - ‘k—k,| =0 aber i.a. €0 #£ 0.

Bermerkung: Der entsprechende Zustandsvektor ist aber dquivalent zu demjenigen eines
rein transversalen Photons

—e*af (k') [0) = {e’-a+(k’) — " [ag(k’) — % -a+(k’)] }|0>

~ €& -at(k)|0)
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7.2 Normal- und zeitgeordnete Produkte

Wir wollen nun die Erwartungswerte einiger physikalisch beobachtbarer Grofien ange-
ben — (...) bedeutet den EW in einem beliebigen physikalischen Zustand.
Wegen B = rotA ist

(B(z)) = / (%d)ﬁ% {e (~ik x [era] (K) + exaf (K)]) |
+e ™ (ik x [e1a (k) + eaan(k)])
und wenn E = —-VA4) - hA ~ (E)=—(0pA) da (VAy) =0 denn

(phys. Zust. |a6r( ) |[phys. Zust.)

= (phys. Zust.| ﬁ (ao (k) + o5 T (k )) |phys. Zust.)
= 0

da ag |phys. Zust.) und (phys. Zust.|a3 = 0 denn |phys. Zust.) enthélt kein a3 .
analog (phys. Zust.| ag(k) |phys. Zust.) = 0

(E) = —(0A)
3
= / % {—iweikw <e1af (k) + (32045|r (k)> + jwe ke (er1aq (k) + e2a2(k)>}
(Beachte a* (k) = eja T(k) + egagf( ) und (phys. Zust.| a;(k) |phys. Zust.) = 0).

Es tragen also nur die transversalen Freiheitsgrade der Photonen bei, im Einklang mit
dem Experiment.

Energie p° und Impuls p des elektromagnetischen Feldes:

1
klassisch ~ p? = / d*z = [E*(2) + B*(2)]
t=const 2

p = / Bz E(z) x B(z)
t=const

Betrachten wir E und B als Feldoperatoren, so finden wir in einem beliebigen physika-
lischen Zustand

0" =3[ e (B ter i et )
®) = 3 s (3 ettt ater )

(— Ubu ng) wieder tragen nur die physikalischen Freiheitsgrade der Photonen bei.

Es ergibt sich aber eine neue Schwierigkeit:
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Betrachte Vakuum-Erwartungswert

3 2
0°0) = 5 [ G - D Olaial ()10

27)32w
=1

= %/d?’kw~263(0)
— 1 3
_ 2/d

1
]p°0) = §/d3kk'263(0)

= 1/di”/-ck-Q% (2)

2

Dabei haben wir Fermis Trick benutzt und (27)36%(0) durch ein Normierungsvolumen
V ersetzt.

Bk —K) gdkge (k=K') = (27)303(0) = [ d®k — V falls Integral nicht iiber unend-
liche, sondern endhche Volumen V.

(1) ist relativ harmlos: Symmetrische Integration iiber alle Impulse gibt 0.

(2) stellt Nullpunktsenergie des elektromagnetischen Feldes dar (im Volumen ). Nur
Energiedifferenzen mefibar, wéhlen Vakuum als Nullpunkt der Energiezéhlung.
= bisherige Energieoperatoren werden ersetzt durch

p’ =" = (0]p"[0)

- () = / & % < Z{a k) + ai(k)o;f (k >—<orai<k>af<k>|o>}>
- / o 32w < Z{a k) + ai(k)ayf (k) — [ai(k), ai(k)]}>

- 27732w <Za >

Hier stehen alle Erzeugungsoperatoren links von den Vernichtungsoperatoren
~» wohldefiniertem Operator ohne Divergenzen.

Mathematisch ergaben sich die Divergenzprobleme, da sich Produkte von Feldoperato-
ren am selben Punkt wie (E(x))? als zu singuliir erwiesen. Wir kénnen die Subtraktion
der Vakuumenergie automatisch bewirken, wenn wir eine neue Art Produkt von Feld-
operatoren einfithren, das normalgeordnete Produkt oder Normalprodukt.

Definition:
Im Normalprodukt wirken alle Erzeuger so, als stiinden sie links von allen Vernichtern.

catdT:= atd ™"
catad = atd
ca'dt = atd

ca d = ad
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a, a’ beliebige Vernichter von Bose-Feldern. Bei Fermionen zusétzlich Minus-Zeichen.
Beispiel:
E(z)~at+a = :E%’z): ~ :(a"+aq) (a++a) :

= a+a+—|—a a~|—aa +aa :

= ata™+2aTa+aa

Damit ergeben sich die korrekten Ausdriicke fiir Energie und Impuls zu
1
P’ = / d3x§ : (E*(z) + B(2)) :
t=const
p = / dz : B(z) x B(z) :
t=const

Das analoge Problem taucht beim Dirac-Feld auf und wird ebenso durch das Normal-
produkt gelGst:
Betrachte den Dirac-Strom v(x)y*1)(x) transformiert wie Viererstromdichte.

Urspriinglich sah man das Dirac-Feld als relativistische Wahrscheinlichkeitsamplitude
fiir ein Elektron an. Dabei wurde die Nullkomponente des Dirac-Stromes als Dich-
te der Aufenthaltswahrscheinlichkeit interpretiert, denn fiir den Dirac-Spinor gilt ja
P(x)y'Y(x) = Y (x)w(z) > 0 fiir ¥(x) # 0. Eine Ein-Teilchen-Interpretation des
Dirac-Spinors ist jedoch nicht haltbar — Frage: Welche Rolle spielt der Dirac-Strom in
der Theorie des freien quantisierten Dirac-Feldes?

Ladungs- und Stromverteilung, d.h. die elektromagnetische Viererstromdichte j*(x) ei-
nes Systems von Elektronen und Positronen ist sicher eine beobachtbare Grofie. Ansatz:

G (x) = —e ()Y o (x) — e = Elektronenladung
~» Operator der Gesamtladung
@ = [ @axt) = ¢ [ Paitx i o)

Erinnerung;:

o = [ ok 2;0 3 AP B)+ ()}

2

A N YT

5= :I:1
=010 = — [ G T OhEpi e
=20 {ba(p). b (P)} )
= (2m)32p05(0)

= —e/d3p253(0)

= oo (V—o0)
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also ein dhnliches Problem wie mit dem Nullpunkt der Energiezdhlung. Wir erhalten
einen “guten” Ladungsoperator @), wenn wir die Gesamtladung des Vakuums als Null-
punkt wahlen.

Q = @-0Q
3
= [ Gt 2 (05 Pan(p) + b (0) = {0 (0). B (0)})

2

. / d3p + +
= —e€ W Zl (as (p)as(p) - bs (p)bs(p))

2
(@ hat positive und negative Eigenwerte, Elektronen haben Ladung —e, Positronen +-e.
Die unendliche Selbstladung des Vakuums rithrt mathematisch wieder vom Produkt
zweier Feldoperatoren am selben Ort, wird vermieden durch Normalordnung der
Feld-Operatoren wie bei Bosonen.

Definition:

tap(plaf (p) 1= —af (p')ar(p)
d.h. fiir jede Vertauschung von Feld-Operatoren ein "—” Zeichen.
s (@) = —e s px)y"P(z) -

n.b.: : %) : nicht mehr positiv.

7.3 Elektromagnetische Kopplung und Stérungsentwick-
lung

Im Rahmen eines deduktiven Aufbaus der QED stellt man die Lagrange-Funktion des
gekoppelten Maxwell-Dirac Systems an die Spitze, und zwar zunéchst fiir die klassischen
Felder:

L= / d3xL(x,t)
mit der Lagrange-Dichte
L(z) = Lo(z) + L ()
Freie Felder:

Lo() = —3 Fy(2) F# (2) + () (i7" D, — m)ui(a)
WW:
L) = @) Au)

= ep(a)" Au(z)(z)

Die Gestalt des Kopplungsterms hatten wir schon friither im Zusammenhang mit der
WW des quantisierten Strahlungsfeldes mit Materie hergeleitet. Er ergibt sich aus Lg
durch die Substitution
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O — Oy —ieAy, “minimale Ankopplung”

denn
P (" (8 — ieAy) —m)p = (I8, — m) P + ey Ayp = Lo — jH A,

Dies macht die Theorie lokal eichinvariant unter U(1). Lo ist invariant unter ¢ —
e M A = const, die Lagrange-Funktion &ndert sich bei Multiplikation des Dirac-
Spinors mit konstantem Phasenfaktor nicht. Diese Invarianz der Lagrange-Funktion
einer globalen Eichtransformation hat, nach dem Noether-Theorem, einen Erhaltungs-
satz zur Folge: In diesem Fall ist es die Ladung, die die Erhaltungsgrofie darstellt. Da
aber A konstant ist, muf} die Eichtransformation an jedem Punkt der Raum-Zeit diesel-
be sein, es ist eine globale Eichtransformation. D.h. rotieren wir die Phase des Spinors
an einem Punkt um den Winkel A, miissen wir dieselbe Rotation an allen anderen
Punkten gleichzeitig ausfiihren.

Nimmt man diese physikalische Interpretation ernst, dann sieht man, dafl sie unmaoglich
zu erfiillen ist, da sie den Geist der Relativitdt verletzt, nach dem es eine minimale
Verzogerung geben muf, die der Zeit entspricht, die das Licht braucht, um von einem
Raumpunkt zum anderen zu reisen.

Um dieses Problem zu umschiffen, gibt man die Forderung, da3 A eine Konstante sein
muf}, auf und schreibt den Phasenfaktor als eine beliebige Funktion der Raum-Zeit:
A(z)

Dies ist eine lokale Eich-Transformation, sie variiert von Punkt zu Punkt. Sie wird
auch “Eich-Transformation der zweiten Art” genannt.

Nun taucht bei einer Umeichung mit einer lokalen Eich-Transformation

1/} N eie/\(x) ,lp (1)

ein Zusatzterm (durch ) auf, der aber genau eine Umeichung des elektromagnetischen
Feldes entspricht

Ay — Ay — 0\ () @)

denn mit (1)

L — L+ ("9, (ieh))
= Lo+ ey (4, — 0, N) Y
—_———

=A,
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m.a.W.: £ ist invariant unter der lokalen Eich-Transformation (1), (2) : £ — L. Diese
von H. WEYL 1929 entdeckte Invarianz des gekoppelten Maxwell-Dirac-Systems be-
zeichnen wir in moderner Sprechweise als eine U(1)-Eichsymmetrie. Eichsymmetrien
sind der Eckstein der modernen Theorien der Elementarteilchen. Sowohl die starke wie
die schwache WW wird von Eichsymmetrien beherrscht, die eine Verallgemeinerung der
Eichsymmetrie der QED darstellen.

Vernachlassigen wir in £ den Kopplungsterm, d.h. setzen wir e = 0, so erhalten wir
als Euler-Lagrange-Gleichungen die freien Maxwell- und Dirac-Gleichungen. die Quan-
tisierung der entsprechenden Felder geschieht wie besprochen. Die Idee ist nun, eine
Reihenentwicklung in e zu machen, um die Kopplung zu beriicksichtigen. — Stérungs-
theorie

Dirac- oder WW-Bild

H="Ho+H
~ Feldoperatoren geniigen

%:i[HO,A(t)] = A(t) = Mol Aem 0!

Zusténde geniigen

ioelt) = R 0l) 8

—  |t)=e Mt =0)

Da der Kopplungsterm £’ in der Lagrange-Dichte keine Ableitungen nach der Zeit
enthilt, ist die WW-Energie H'(t) bis auf Vorzeichen gleich £':

H'(t) = —/d?’rﬁ’(r,t) = /d?’rj“(r,t)AM(r,t)

d.h.

H'(t) = —/d3r S, )y (e, t) Ay(r,t) ()

Die Gleichungen () und (#*) sind das Fundament, auf dem wir die Feynman-Regeln
der QED aufbauen werden.

Wir betrachten folgende physikalische Fragestellung:

Zur Zeit t — —oo sei eine gewisse Anzahl von Elektronen, Positronen und Photonen
vorhanden, die alle weit voneinander separiert seien. Diese Teilchen koénnen sich dann
im Laufe der Zeit treffen, aneinander streuen, sich vernichten, neue Teilchen erzeugen.
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Wir fragen nach dem Zustand zur Zeit ¢t — 400, insbesondere nach der Ubergangsam-
plitude in einen gegebenen Zustand mit gewisser Anzahl von Elektronen, Positronen
und Photonen.

e (p)+- et (@) + o Falk) e — e )+ Fet(a) F o y(R) o

7.4 Die Feynman- Regeln

Ausgangspunkt ist Gleichung (x)

Entwickeln wir in (**) ¢, ¢ und A, nach Erzeugern und Vernichtern, wobei wir sche-
matisch setzen ¢ ~b+a, ) ~ bt +a, A, ~aT + «

(Eximnerung: $(x) = [ (22 LS o {eP 0, ()b (D) + € P us(p)as(p)})
so erhalten wir folgende Struktur fiir H':
H ~ (b+a+) (b++a) : (a++a)
~ =b"b(at +a)+abt (aF +a)+ba(at +a)+ata (e’ +a)
(4) 3) (2 1

Wenden wir H' auf einen beliebigen Zustand an, so bewirkt z.B. der Term (1) folgendes:
Durch a wird ein Elektron vernichtet, durch a™ ist wieder ein Elektron erzeugt mit
im allgemeinen anderen Impuls. Dabei wird ein Photon entweder emittiert (a™) oder
absorbiert («).

Diagrammatische Veranschaulichung:
(1) Emission oder Absorption eines Photons durch ein Elektron

(2) Vernichtung eines Elektron-Positron-Paares unter Emission oder Absorption eines
Photons

(3) Erzeugung eines Elektron-Paares unter Emission oder Absorption eines Photons
(4) Emission oder Absorption eines Photons durch ein Positron

Alle Prozesse konnen durch ein einziges Diagramm dargestellt werden, s. (x * %), wenn
man vereinbart, Positronen durch in der Zeit zuriicklaufende Elektronenlinien zu sym-
bolisieren.

Zur Zeit t — oo haben wir eine gewisse Anzahl Elektronen, Positronen und Photonen,
die wir durch entsprechende Linien andeuten.

Nach (%) besteht eine Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit fiir den Ubergang in anderen
Zustand, wobei einer der Prozesse (1) - (4) geschehen kann. Das kann sich wiederholen;
die Ubergangs-Amplituden in einem bestimmten Endzustand miissen entsprechend den
Regeln der QM kohérent addiert werden, unabhéngig von den Zwischenschritten, die
zu diesem Zustand fithren. Korrekte Superposition ergibt sich aus der formalen Losung
von ():

|t> = {1+(_Z) /_t dt/H’(t/)+(—i)2 /_t dt’/_t dt//H/(t/)H’(t/’)+...}|t: —OO>



7.4. DIE FEYNMAN- REGELN 117

(***)

Zei tT

(b)

©

> <7

(d

~ )~ S

Daraus ergibt sich der S-Operator, der die Zeitentwicklung der Zustéinde von t — —o0
nach t — 400 beschreibt:

= to0) = S|t =—o0)
_ {1+(—z’) / T AWH () + (—i)? / a [ ame @y

+ o}t = —o0)

Mit Hilfe des zeitgeordneten Produkts kann man S etwas schoéner schreiben:

s — Z(—ni')” /°° dtl.../oo dt, T (H'(t1) - H'(t,))

- ;_:Xp {—z’ /__ Zi dt H’(t’)_}oo (+)

Da H' proportional zu eist, haben wir in (+) eine Entwicklung des S-Operators nach
Potenzen von e = v/4wa, a die Feinstrukturkonstante, vor uns: Bsp. fiir Streuung zweier
Elektronen

Beispiel
Elektron-Elektron-Streuung (Mgller-Streuung)
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— >

2.Ordnungine 4. Ordnungine

~( _ _ _ (%)
e (p1, 1) +e (p2, m2) — € (p3,73) + e (pg 74)

ne(2)  me(2)
we(2) - me(2)

Schwerpunktssystem

Es ist [p| = [p/|.

e(p’)

e(p) 5 e

e(=p’)
Def.:

1
s = (p1 +p2)* = 4E” = [pl =5 Vs —dm?

.90
t=(p1—ps)’ =—(p—p)* = —4lp*sin® J
0
u=(p1 —p1)* = —(p +p')* = —4Jp|* cos? 3
Vor der Streuung: [t — —oo) = a; (p1)a;}, (p2)|0)

Amplitude fiir (x):

Sti (e (p3, r3) € (pa, r4)| S le (p1, 1) € (p2, 72))
(0]ar,(p3)ar, (P1) S (P1)a, (p2) [0) (xx)
S = 1 tréigt nichts bei zu (x x), wenn

(p1,71), (p2,72) # (P3,73), (Pa,74)

(=) o° dt/'H'(t/) trégt nichts bei zu (x x)
e da nurl Photonen-Erzeuger bzw. -Vernichter

t %
—|—(—i)2/ dt'/ dt"H' (U YH' (") relevant, Ordnung e>
—o —o
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- Sp= / ﬁ/ dt" {e(ps, 73)e(pa, )| TCH(EYH(E) le(pr, m1)e(p2, 72))

2'2
s = e [ara (0] o (pa)ar, (p)

T{: @)« Au(a’) (@)« Ay(a")}
a/, (p1)ay,(p2) | 0)

Struktur:

(x)=(0laa : (b+a")d" +a): (a+aT): (b+a")b" +a): (a+aT)aTat|0)

Auswertung wird erleichtert durch das Wick’sche Theorem:
Erinnerung: (0] aia;r |0) = (0] {ai,a;r} — a;rai |10) ={ai,a;}

(0]arafazaf |0) = (0] ({ar,a5} —afar) ({as,a) } —afas)|0)
{al’a;} ) {a?”ai}
= (0]aia; [0)(0]azaj |0)
Definition: (0|a;a +|0> = a;a] =“Kontraktion”

d-h-<0|w2@4|0> ay

tidy
+
asa
a3 04

(0]arazaja; |0) = (0] (a1 {az, a3} —ajas)ay |0)
= (0]aia; |0) {ag,a3}— 0]ajag azay |0)
= (0laiaf |0)(0]azaf |0) — (0]arag |0) (0]asa] |0)

d.h.
(0|arazagaf |0) = (O0laiazajay |0) +(0|aiazagay |0)

+ + + +
= ala asa — a1 asa
T 10y G203 — 103 d2dy

fiir Fermionen! (Bosonen kein — Zeichen.)

(3.) Wick’sches Theorem: Vakuumerwartungswert eines Produktes von Erzeugern und
Vernichtern ist gleich der Summe aller Kontraktionen.

Zu Sy;: Die Operatoren «, ot aus A, (2') kénnen nur mit denen aus A, (z”) kontrahiert
werden.

Bei Kontraktion der Fermi-Operatoren erhalten wir keinen Beitrag, wenn ein Operator
aus ¢(z') mit einem aus ¥ (z”) verbunden ist, denn dann tritt auch mindestens eine
Kontraktion eines einlaufenden mit einem auslaufenden Elektronenoperator auf, die

wegen (p1,71), (p2,72) # (p3,73), (P4, r4) verschwindet.
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= Nur Beitrége von Kontraktion der ein- bzw. auslaufenden Elektronen mit den Feld-
operatoren ¢ bzw. ¥. (z.B. a;f, (p1) mit ¥ (2') und ¢(z”) etc.)

po= (0]a(ps)a(ps) : Y@ )y (@) :: P(@")y"Y(z") « a¥(p1)a’ (p2)|0)
= a(ps)a(pa) (&' )" (a") : :9p(a")y 9 (a") 1 a” (p1)a™ (p2)
| — f
(') w< ) :@(f”)v”w(w”)ra*(m)@*('pz)
+a(ps)a(pa) (7)Y ol )@y p(a") a (pr)a” (p2)
e —

—_—

+a(p3)a(ps) 1@(33 )ola ¢(35 ): 3@(96”)’)’11%33”) 3a+(P1)a+(|P2)

e —

SI

+ a(?s)a(P4)

— {a(p4)eip4xlfy“u(p1)e_iplx/ .a(pg)eip:sx”,yvu(m)e—ipzz”
—(1-2)-B<4)+(1<-23<4)}.

Kontraktionen von Fermi-Operatoren liefern fiir 2, > z{j und x{] > x, dasselbe, also

Spi = (0 [ del da” O] T (4, 4,(0") 10
{0(ah — 24) (0] Au(a') A, () [0) + 0(af — ) (0] Au(a") Ay (') [0)} -

u(ps)y"u(pr)e g pa—p1)a’ 'ﬂ(pg)’y”u(pg)ei(pg_m)x”
(1<—>2) (3(—)4)+(1H2,3<—)4)}.

—

Zusammenfassung von Termen, die sich blo8 durch Bezeichnung der Integrations- und
Summationsintervalle unterscheiden:

Sp = (ie)? /dw’d:v" (0| T(A,(2")A,(2"))|0) - — Propaganda-Funktion des Photonenfeldes
[ u(pn)a(ps 1y ulp)el0 2 it

_a(pg),},uu(pl)a(m),yvu(m)ei(m—pl)x/ei(m—pz)x" }

Wegen

O T A AN 0) = [ g e el ()

lassen sich die Integrale iiber 2’ und z” leicht anfiihren und ergeben §-Funktion fiir
Viererimpulse

= Spi = i(2m)*6(pa +ps —p2 — p1)Thi
Ty = % {ﬂ(m)(iev“ )U(m)ﬁﬂ(m)(iw”)u(pﬂ

—U(p3)(i67“)U(p1)ﬁwm)(iev”)uwz)} |
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e(ny) elpy) e(py) e(py)

+
y(p,—R) y(p;—R)

e(p) e(p) e(p) e(p,)
An jedem Vertex gilt Vierer-Impuls-Erhaltung.

_.
>~

= u(p)
= u(p)

(duBere Elektronenlinie)

- —iGuv
T k2+4ie

(innere Photonenlinie)

: (Vertex)

= ieﬂyﬂ
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