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Kapitel 1

Vorbemerkungen

1) Klassische Elektrodynamik = Maxwellsche Theorie der elektrischen und
magnetischen Felder.

2) Historisches:

1785 Coulomb,

1820 Ampere, Biot-Savart, Oerstedt
1831 Faraday

1864 Maxwell

3) Klassische Elektrodynamik «— Quanten-Elektrodynamik (1940-50)

4) Elektrodynamik Vorbild fiir relativistische (Lorentz-invariante) Feldtheo-
rien, Ausgangspunkt fiir neuere Entwicklungen in der Theorie der Elementar-
teilchen (Nicht-abelsche Eichtheorien).

5) Anhand der Elektrodynamik lernen Sie mathematische Hilfsmittel, die
auch in anderen Bereichen der Physik wichtig sind (Theorie partielle DGL).
Vorausgesetzt werden die elementaren Mittel der Vektoranalysis, speziell die
Rechenregeln fiir den Differentialoperator Nabla V. (6 Produktregeln und
5 Moglichkeiten fiir zweite Ableitung) und die Integralsitze von Gaufl und
Stokes.
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V(ab) = a(Vd)+ (Va)b
V(a-b) = (@V)b+ (bV)a+ax (V xb)—bx (V xa)
V(ab) = a(Vb)+ (Va)b
V x(ab) = a(V xb)+ (Va) xb
Viexb) = (Vxa)-b—a- (Vxb)
Vx(axb) = a(Vb) - (Va)b+ (bV)a — (aV)b

div grada = Aa, rot grada =0, div rota =0

rot rot a = grad diva — Aa,

/V//d3rdivg = ﬁg-di

ov
//rotg-di = j{g-a@
F OF

Bsp. div r = 3, grad % = —7,%, rot (%f’(r)) =0, grad f(r) = f'(r)-

3=

6) Wir verwenden ausschliefllich Gaufische Einheiten.



Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Das Coulombsche Gesetz

In der Elektrostatik ist das elektrische Feld ein “Hilfsbegriff”, ein Synonym
fiir Kraft auf Einheitsladung. Aber: Das Feld besitzt eine eigenstandige Rea-
litdt: Strahlung, losgelost von Materie, transportiert Energie, Impuls, Dre-
himpuls.

Die Kraft, die punktféormige Ladung ¢; auf eine andere ¢y ausiibt, ist nach
Coulomb (s.a. Cavendish)

o =1
By = L
-2 (2.1)

= Dimension der Ladung = y/dyn - cm?

Konvention:
EQ = %El

legt das von ¢; erzeugte elektrische Feld F; mit Feldstdrke am Ort r fest:

5
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r—r
E(r) = %W
! (2.2)
Krifte mehrerer Ladungen auf eine andere addieren sich vektoriell.
= Gesetz der linearen Uberlagerung (Superposition):
mehrere Punktladungen ¢, ..., g, an den Orten r,,...,r, erzeugen Feld
r—r,
Z @]
f Z
(2.3)

Oft rédumliche Verteilung von Ladungen durch “Ladungsdichte” p(r) spezi-
fiziert. Nicht nur bei sehr vielen Elementarladungen, auch bei statistischer
Beschreibung von Materie (z.B. QM).

dann ¢, = p(r,)d?r,= im Volumenelement d°r, im Punkt r, liegende La-
dungsmenge

E@%Z/ﬁ%%@%f:§F
i (2.4)

2.1.1 Dirac’sche Deltafunktion

L&Bt man fiir p(r) auch Distributionen (verallgemeinerte Funktionen) zu, 148t
sich (2.3) und (2.4) vereinheitlichen.

Um (2.2) wie (2.4) schreiben zu kénnen, muf fiir p(r) gelten
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(1) p(r) = 0 fir ' #r,
2) / Frip(r’) = g

Keine “richtige” Funktion p hat solche Eigenschaften, aber man kann (1) und
(2) beliebig gut approximieren, z.B.

ma? (2.5)

hat die Eigenschaften:

(1) limg(r) = 0 fir r#0

a—0

@ [ o) =1

Definiton:

Dirac’sche Delta-Funktion

0(r) = lim ga(r) 2.6

d(r) hat dann die Eigenschaften:
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(1) o(r) = 0 fir r#0

(2.7)

Als Distribution mathematisch prizise fassbar, fiir unsere Zwecke a ~ 10716
ausreichend.

Es folgt VfR* — R stetig: [ d*rf(r)d(r) = f(0)
(2.3) kann durch Ladungsdichte

pr)=> ¢ dr—r,)

v=1

(2.8)

dargestellt werden!

(2.4) enthilt alle physikalische Information, die fiir Elektrostatik notwendig
ist. Gibt fiir jede Ladungsverteilung p das elektrische Feld £ und Kraft auf
Probeladung ¢ am Ort 7.

F=qE(r) (2.9)

Bei vielen Problemen der F-Statik jedoch p nicht gegeben, dann (2.4) nicht
niitzlich. Suchen vielféltig verwendbare Form!
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2.1.2 Differentialgleichung fiir elektrostatische Felder

Zunachst:

Satz:

Ein Vektorfeld F(r), das im Unendlichen mindestens wie 1/7? ver-
schwindet, ist durch divE und rotE eindeutig bestimmt.

Bewesis:

Annahme 3 F, # E, mit divE = 0, rot £ = 0 wobei £ = E, — E,
und E = O(1/r?) fiirr — oc.

Dann existiert ein Skalarpotential ® (r) mit £ = —grad ®.
[denn wegen rot £ =0 ist § £-ds = [[ rot E-df =0, wobei L
L F

ein geschlossener Weg von 1 nach 2 und wieder zuriick und F' die
von L umschlossene Flédche. D.h. ff unabhéngig vom Weg.
Also definiere ®(r) = — fé ds - E(s) |

Also div E = —div grad ® = —A® = 0 und ® = O(2)(r — c0).
Weiter —~div (PE) = —® div E — E grad ® = E*(r)

:>/d3rE2:—ﬁ®E-di
\%4

ov

Nehme als Integrationsvolumen V' Kugel vom Radius R und be-
trachte R — oo.

ArR?
ﬁﬁ/@-ﬁ-di x 7];3 ~ O(1/R) —> fiir R — oo.
ov

Wenn E? > 0 folgt aus [ d*rE? = 0 sofort £ = 0.
v

Man kann sagen: Hat das Feld weder Quellen noch Wirbel (und
verschwindet im Unendlichen), dann ist es Null.
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Damit ist Eindeutigkeit gezeigt.

Zur Existenz von E zu vorgegebenen divE und rotE spéter! ]
Jedes Feld E = O(1/r?) kann jedenfalls durch divE und rotE charakterisiert
werden.
Wenden Prinzip auf (2.4) an:

Fiir Ladungsverteilungen p, die auf das Endliche begrenzt sind (d.h.p(r) =
0 auBerhalb eines endlichen Gebietes) E ~ Q/r? fir r — oo mit Q =

S lp()|d*r’

Berechnung von divE mit (2.4) (mit “mogeln”):

div (r/r®) = (divr)/r® + rgrad (1/r®) =3/r* =3/r* =0 fir r+#0

1 1
— div(r/r®) = div grad (—;) =-A (;) =0 fir r#0

Andererseits
/ d*rdiv (r/r?) :ﬁ[ (f/r?’)d-i:ﬁ O/dQ =47
Kr(0) 0K Rr(0) 0K Rr(0)
Zusammenfassend:

Also fiir das elektrostatische Feld mit (2.4):

div E(r) = 47p(r) (2.11)




2.1. DAS COULOMBSCHE GESETZ 11

[Mathematisch korrekt: % — m, im Limes a — 0 erhélt man wieder das

gewiinschte Resultat. — Jackson 1.7 |

Berechnung von rot E (mit (2.4)):

O(r) = /dgr'p(rl) p— (2.12)
ist Potential zu (2.4):
=
E = —grad ® (2.13)
und somit
rotk =0 (2.14)

2.1.3 Die Poissongleichung

Aufer durch (2.11) und (2.12) kénnen elektrostatische Felder durch die Poissongleichung
fiir ihr Potential ® charakterisiert werden:

Ad(r) = —4mp(r) (2.15)

Wie gezeigt, ist (2.15) eindeutig 1osbar mit der RB ® = O(1) fiir r — oo,
Losung ist (2.12)!
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= Satz iiber die Zerlegung von Vektorfeldern in longitudinalen und trans-
versalen Anteil

Jedes Vektorfeld E(r) mit F(r) = O(1/r?) fir r —

oo kann eindeutig zerlegt werden in
E(r) = E(r) + Ey(r)

wobei E;;, = O(1/r?) und rot E; = 0 und div
Et - Q

Es ist
!

r—r
r

(wegen (2.4))

!/

E, = /d?’r'divﬂ([)

r —
und

E,=E-FL

2.1.4 Gauflsches Gesetz

Gleichung (2.11) ist dquivalent zum KraftfluBsatz:

f par=ax [ @ o) = 1m0y

v v (2.16)

Das Gesetz von Gauf (2.16) hat niitzliche Anwendungen:
Feld einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung:

Dies ist selbst kugelsymmetrisch, also ergibt (2.16) fiir eine Kugel vom Radius
r (um Symmetriezentrum)
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4rr?E(r) = 47r-47r/d7”7”2p(r’) (2.17)
0
47T£ / 1,12 /
E(r) = s [ drr p(r') (2.18)
0
zugehoriges Potential:

47T / / / / / /

O(r) = - dr'p(r’)dr’ + | dr'dxr’p(r') (2.19)
0 T

Ladungen in einer sehr diinnen Schicht: Flédchenladung

(z.B. Ladungen in Metallen ordnen sich in einer Schicht von wenigen Angstrém

Dicke an der Oberfléche an.)

Fliachenladungsdichte o durch q¢ur = o - df

Fiir beliebig flache Schachtel (d — 0) mit Flachenladung o zwischen Boden
und Deckel:

(2.16) = E, -n, + E, -n, = 470 (2.20)
(Ey(r) — Ey(1))ny5(r) = 4mo(r) (2.21)

wobei n,, die von 1 nach 2 gerichtete Fldchennormale ist.
Normalenkomponente des elektrischen Feldes springt an Flachenladungen.

Tangentialkomponente des elektrischen Feldes immer stetig:

0= [[roE-ar — i

= (Eyr — Eyp) -dr (2.22)
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Dipolschichten: z.B. an der Oberfliche eines Kristalls

Potential eines Dipols:

o) = =L = S g0() (223)

Fiir [ — 0 wird daraus bei festem Dipolmoment p = ¢ - [ = const :

p(r) = =—==p-V(-1/r) (2.24)

r3

Bei flichenhafter Anordnung von Dipolen: Dipolflichendichte D definiert
durch Py = D df

zugehoriges Potential:

=

- / / D(r’) d€, (2.25)

Fiir r auf Dipolschicht daher: ®(r) — ®o(r) = 47 D(r)

+o
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Betrachte zwei Flichen der Ladungsdichte +o(r) im Abstand d(r) (d <
Kriimmungsradius) = Dipolschicht der D = o - d

Feld im Innern (Kondensator):

E(r) = —4no(r)n(r) und &; — &3 = —F - d = 47D (Potentialdifferenz).
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2.2 Elektrostatische Energie

Eine Probeladung ¢ im elektrostatischen Feld E(r) verspiirt die Kraft
F =qE(r) (2.26)

Um ¢ von 71 nach 7, zu bringen, muss man die Arbeit A leisten:

T2

- [Petr= g [ E@ di g0y - 0) @20

TV
wegunabh.

Fiir r; = oo (aus dem Unendlichen) nach r (mit ®(co0) = 0) folgt:

A= q®(r) (2.28)

—> Um iiberhaupt Ladungen im Endlichen anzuordnen, muss man bereits
Arbeit leisten.

Bringt man die einzelnen Ladungen nacheinander an ihre Stelle, so hat man
gegen die Felder bereits vorher angebracher Ladungen zu arbeiten.

In einer Anordnung von n Ladungen g, an den Stellen r, steckt die Energie

U= quz‘r i Z q”_q:‘n‘ (2.29)

v,u=1 1=V
VFEW

Fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen:

- % / dr / d%’% (2.30)

bzw. mit (2.12):

U= [ Emeew) (2.31)
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i 1 1 1
_ . I o 2
p<I>—4 <I>d1VE—4 div(®FE) 1 E

folgt nach Integration {iber ein hinreichend grofies Volumen
(2.33)
1
U= o / @ E2(r)

T
denn
/ d*r div(®E) = / df - (PE) = O(1/R)
KRr(0) 9OKRr(0)
da
= O(1/R), E = O(1/R)
Interpretation:
(1) = - F*(r)
u(r) = —E~(r
r s\
Energiedichte des elektrostatischen Feldes
Bemerkung:

Wesentlicher Unterschied zwischen (2.29) und (2.33): Up >0, U4 =0.

17

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.33) (Kont. Ladungsverteilung) enthélt Selbstenergieterme fiir v = p, sind
00. Selbstenergie der Elementarladungen ist Eigenschaft des betrachteten

Elementarteilchens.

Selbstenergie punktférmig geladener Teilchen — tiefes Problem (= Ultra-

violett-Divergenzen der QFT). Modell eines Elektrons endlicher Ausdehnung
hétte zwar eine endliche Selbstenergie, erscheint aber unnatiirlich und bringt
auch andersartige grundsétzliche Schwierigkeiten. Die Energie einer Ladung
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q, die gleichméBig auf einer Kugeloberfliche vom Radius r verteilt ist, ergibt
sich nach U = $ [ @®rp(r)®(r) zu ¢*/2r.

Mit der Annahme, daf§ diese Energie gleich der Ruhemasse des Elektrone ist,
erhélt man fiir den klassischen Elektronenradius

2r, = ¢*/mec® = 2,8 - 10" Bem. (2.37)

Bemerkung:

Da

/ d*r div(®E) = 5@/ df ®E,

Kr(0) OKr(0)

und die beiden Terme ® und E mit () bzw. (zz) gehen, geht das gesamte
Integral fiir R — oo gegen 0.

2.3 Randwertprobleme

Bei vielen Fragestellungen in der Elektrostatik sind keine Ladungen vorge-
geben (dann benutzt man (2.4) oder (2.12) zur Problemlésung), sondern das
Feld wird durch Randbedingungen festgelegt.

Definition Metalle:

In einem Metall kénnen Ladungen frei verschoben werden!

= Das elektrostatische Feld im Inneren eines Metalles verschwindet (im
Gleichgewicht).

—> Deswegen verschwindet auch die Ladungsdichte p im Inneren. Wegen
E = 470 (s.0.) tragen Metalle, die von Feldern umgeben sind, Oberfléchen-
ladungen.
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2.3.1 Methode der Spiegelladungen

Beispiel:
) : .g'eerdeter
- mietallischer
"."Halbraum
r=0 |-
. Ne =0
q d . .
T
Punktladung

Die Losung mufl zwei Eigenschaften haben:

(a) Um r =d ist ®(r) =~ 2

lr—

d
(b) Firr-d=0gilt ® =0 ( & E L Oberfliche)

Losung: Methode der Spiegelladung (oder Bildladung)

O(r) = \tgdl B \thrgll fiirr-d >0
r—d r—d
— E(r) = a5 — 45540

= . .3
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2.3.2 Eindeutigkeit von Lésungen von Randwertpro-
blemen

Voraussetzungen:

In einem gewissen Teilvolumen V' € R3 sei p bekannt; Anstelle der Ladungs-
dichte im Komplement von V' kennen wir “gewisse” Randbedingungen auf
dem Rand von V.

Behauptung:

Das elektrostatische Potential ® ist eindeutig bestimmt (sofern RBen “ge-
wisse” Bedingungen erfiillen).

Beweis:

Annahme: 3®,, @, als Losung.

Definiere ® := ®; — &, bzw. E = —V&.

Dann gilt in V': AP = 0.

Mit div (PE) = —PAP — E? = —E? folgt dann

— / E*dPr = ﬁ dfDE,
1%

)%

— wenn @ oder E, auf 9V verschwinden, ist E iiberall 0.

Offenbar gibt es zwei Moglichkeiten fiir RBen, die auf eine eindeutige Losung
schlieflen lassen:

1. Vorgabe des Potentials ¢ auf dem Rand
(Dirichletsche Randbedingung)

2. Vorgabe des Normalenfeldes £, auf dem Rand
(von-Neumannsche Randbedingungen)

(auch gemischte Randbedingungen sind méglich)
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Es gilt also:

Ist im Inneren eines Gebietes die Ladungsdichte und auf dem Rande
das Potential oder die Feldnormale gegeben, so ist das Feld im
Inneren eindeutig bestimmt.

Wichtig hierbei ist, dafl die Randbedingungen fiir die gesamte Berandung
gegeben sind.

Teile des Randes diirfen auch im Unendlichen liegen (dann muf das Potential
schnell genug abfallen, wenn diese Teile unendlich grofie Flache besitzen).

Obiges Beispiel: Oberflache r-d = 0 und r - d = +00 ; RBen dort: ® =0 !

2.3.3 Existenz einer L6ésung der Randwertprobleme

Ziel: Formel fiir eindeutige Losung (werden sehen, dafl wir mit der Bildladung
Losung fiir beliebige Randwertprobleme im Halbraum gefunden haben).

Zuichst noch eine Hilfsformel fiir alle beliebigen Skalarfelder ¢ und :

div(pgrady) = pAy + grade - grady

— VYV C R:
J(pAy + gradp grady) d*r’ = af (o grady) df’ (2.38)
v v

1. Greensche Formel

Nun vertausche man ¢ und ¢ miteinander und subtrahieren

J(s@Aw —YAp) d*r = § (3L —22) df (2.39)
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2. Greensche Formel

wobei g—:f = Ableitung in Richtung der Flichennormalen:

V- df = (Vi) df = 22df

Setze nun fiir ¢ ein elektrostatisches Potential ® mit A® = —47 p ein:
= /(I)(T/) A (r') dr’
3./ a¢ / /
= —4x 1/1 rd’r' + O (r )E)n (r"YE.(r") ) df' (2.40)
ov

Ahnlich wie bei der Lésung der Poisson-Gleichung, nehmen wir fiir (1) eine
Funktion G(r,r’) mit:

AG(r,r") = =4 d(r — 1) (2.41)

Fiir r € V folgt:

/G r,r') p(r') dPr’ Eﬁ [% O(r") + G(r,r") E,(r")| df’

)%

(2.42)

Die Greensfunktion G hat dabei offenbar die Struktur G(r,r’) = ﬁ +
F(r,r"), wobei F' mit A'F(r,r') = 0 (Ableitung nach Koordinaten) eine
glatte, in V' harmonische Funktion ist.

(2.3.3) ist eine Identitat, die (fiir beliebige Funktionen F wie oben) ® im
Inneren von V' durch ® und £, am Rand von V' ausdriickt.

(2.3.3) ist noch nicht die Losung des RWPs, denn ® und FE,, diirfen nicht
unabhéngig vom Rand vorgegeben werden.

(2.3.3) kann durch geeignete Wahl von G bzw. F' zur Losung des RWPs
werden: Finden wir z.B. ein G = Gp mit
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Gp(r,r')=0 fir ' € OV (2.43)

dann folgt aus (2.3.3)

A7
1% ov

o) = [ Gt s - = [ EED e ar
(2.44)

Damit ist das Dirichlet’sche Randwertproblem gelost. Gp heifit Greensche

Funktion des betreffenden Randwertproblems.
Offenbar 16st man analog mit einer Greenschen Funktion Gy mit %giff’f) =0
fir / € 0V das von Neumannsche Randwertproblem (und auch gemischte

Randwertprobleme).

Mit Hilfe der Greenschen Funktion ist folgendes erreicht: Bei einem Rand-
wertproblem werden die topologischen Aspekte von den spezifischen Rand-
werten und der Ladungsdichte p (den physikalischen Aspekten) getrennt.

Das allgemeine Randwertproblem wird auf ein spezielles reduziert, dem mit
verschwindenden Randbedingungen (2.44) und einer Punktladung im Innern

AG(r,r’) = —4md(r — 1)

Betrachte noch einmal das Problem im Halbraum (s.o.)

— mit Bildladung wird gerade dieses spezielle Problem gelost.

1 1
Cr—r| | —r+2(rn)n|

Gp(r,r') (2.45)

Offensichtlich erfiilllt AGp(r,r’) = =47 §(r—r') firr,r’ € Vund Gp(r,r’) =
0 fir r’ € OV

Damit 16st (2.44) den allgemeinen Fall einer beliebigen Ladungsverteilung im
linken Halbraum.
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Gp hat immer die Symmetrieeigenschaft Gp(r,r’) = Gp(r’,r). (benutze
(2.3.3) mit ¢ = Gp(ry,r) und P = Gp(ry, 1))

Zur Existenz der Losung von RWPen

Der Beweis der Existenz der Losung von RWPen allgemeiner Geometrie ist
diffizil und mathematisch anspruchsvoll, und die Losung (d.h. Greensche
Funktion) kann i.a. nicht angegeben werden.

Intuitiver Ansatz (Dirichlet):
Ersetze 0V durch eine geerdete Metalloberfliche (¢ = 0)

=—>Auf 9V bilden sich Oberflichenladungen, die das Potential um r abschir-
men.

/ 1 [j o(r") e
G = + 2.4
D(E? r ) |f _ £I| |£, _ E,,| df ( 6)
oV

Damit offenbar Vi’ € V . AGp(r,r') = —4nd(r — r'). Um Gp(r,r’) =
0 Vr' € dV zu erfiillen, muss gelten:

(2.47)

Existenz von G'p <= Losbarkeit dieser Integralgleichung.

2.3.4 Kapazitit

Betrachte eine Anordnung von n geladenen Leitern im ladungsfreien Raum.
¢, sei das Potential des v-ten Leiters, V, € R? der von ihm beanspruchte

Raumbereich, S, = 0V, dessen Oberfléiche.

Sei Gp Greensche Funktion fiir diese Anordnung;:
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= oG !
or) = ¢ —ﬁﬁ%df’ (2.48)

Das elektrische Feld an der Oberfliche der Leiter (L ¢,u) ist daher:

E, = ng,, ﬁ%df (2.49)

V
N J/
-

meistens const.

Wegen
E,(r) = —4wo(r) (o(r) = Oberflichenladung) .

Fiir die Ladung g, auf dem p-ten Leiter erhalten wir also

n

A = Z CwPv

V=t (2.50)
j[yf ﬁ df’ 82G p(r r)
mit ¢, =
Cow : Kapazitatskonstante des v-ten Leiters

¢ = ¢y Influenzkoeffizient

Energie der Ladungsverteilung

1 n
U = §ZQMSOM

- = Z Cuw Py P (2.51)

,uz/l
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Wegen U > 0 ist ¢,,, positiv definit, speziell ¢,, > 0
2.3.5 Der Kondensator
Definition: Ein Kondensator ist ein System aus 2 Leitern mit ¢ = —¢» = Q.
Umkehrung von (2.50) ergibt:
Q
= (C Ca) -
1 (Caz + Ch2) dotC
Q
= . 2.52
Y1 (Coz + C12) dotC ( )
Also: 0
U=>_ 2.93
2C (2.53)
mit O o
C= L 2 B , auflerdem @ = C (1 —
C11 — Coz + 202 e 9 (1= )
Bsp: Kugelkondensator
Potential fir R; < r < R,:
R,
Q
O(r)=—
() ="
Mit
1

p1—p2 = P(R;)—P(R,)

folgt:
Kapazitit
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Bsp: Zylinderkondensator

Aussen:

Kapazitét: proportional zur Lange (bis auf Randeffekte)

Radiales Feld zwischen den Zylindern:

Kraftfluisatz = 27rlE(r) = 47 Q[ oder E(r) = ? = Potential
O(r) = —2QInr

®(R;) — ®(R,) = 2QI (%) = Kapazitit pro 11Langeneinheit: C' = o /lRa
i n/ gy

Bemerkung zur Bildladungsmethode:

Methode der Bildladungen — fiir viele RWPe anschauliche Losung. Genau
eine Bildladung: nur beim Fall einer Kugel als Rand erfolgreich (Ebene ist
Grenzfall davon):

Versuchen Potential ® im Punkt 7/ durch Bildladung ¢’ im Punkt b (b||r) zu
finden.

Ansatz:

Wihle ¢’ und b so, dal ® auf Rand der Kugel verschwindet, d.h. ®(r' = a) =0
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r / r
€= - € ==
T !
O(r'=a) = aa_ /b
¢ —zel  |5e — ¢l
_ a/a
V1+71r2/a® —2r/a cos (e, ¢)
q'/b

V14 a2/b? —2a/b cos (e, )
0 (2.54)

Fiir r/a = a/bund q/a = —¢'/b erreicht man tatséchlich ®(r' =a) =0 Ve'

Eine Bildladung ¢ = —% , bei b = % l16st das Problem! Gilt fiir r (und
') > a und fiir r (und ') < a

—> Greensche Funktion fiir Kugel :

1 a/r
Gplr,r) = -
Plet) = T T =]
o 1
r=r'||(r/a)r’ = (a/r)r|
1 1

B VIEF 172 — o 9 2’2 2
re 1'% —=2rr' cos \/%+a2—27“7”'(30579

mit (2.44) kénnen wir damit jedes Problem mit Potentialrandwerten auf der
Kugel 16sen.

Einige Varianten:

a) Kugel auf vorgegebenem Potential .
b) Kugel triagt vorgegebene Ladung go.

— Losung: durch weitere Ladung im Kugelzentrum (hier nur r > a) —
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q a5 $oa
d(r) = r
R R
=
q qs g+ 2%q
b () = — :
) o) I — 1’| |r'—“—fj,’r'|jL r2

Problem: Metallkugel in einem &dufleren Feld : SKIZZE!!!!

Losung: Man erzeugt ein homogenes Feld Ey ~ 2¢/r? fiir ¢ — oo, r — o0,
q/r? fest. Rest wie gehabt.

Problem: Kraft auf Ladung ¢ vor geerdeter Flache — verspiirt Kraft durch

Bildladung. Vor geerdeter Ebene: F' = %, vor geerdeter Kugel: ' = ‘qu/b‘ =

¢ 2 ?;2_)2 .

2.3.6 Separation der Laplace-Gleichung und spezielle
Funktionen

Wenn ein Problem nicht in geschlossener Form lésbar — Entwicklung der
Losung nach geeigneten Funktionen : Funktionssatz.

Betrachte: Funktionen U(z) auf Intervall a < z <b.

Unvollstandige Beschreibung: durch ihre Werte U(z,) an n+ 1 dquidistanten

(79), (71), ..., (z,,) € R bilden einen n + 1-dimensionalen linearen Vektor-
raum.

Definition: Skalarprodukt: < U,V >, = Z;Jr‘i 20 Ulz,)V x(z,)

Vollstandige Beschreibung (auch fir stetige Fkt.) nur fiir n — oo

= oo-dimensionaler Vektorraume
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<UV >= [ Ux)V*(x)dx

e .

(2.56)

Skalarprodukt in Funktionen-R&umen

Das Skalarpodukt erlaubt, wie in endlich-dimensionalen Vektorrdumen, die
Wahl orthonormierter Basissysteme zur bequemen Darstellung von Funktio-
nen.

Definition: Funktion(folge) U,(x) (n=1,2,3...) bilden ONS (Orthonormalsy-
stem), wenn < Up,, U,, >= 0ynn,

Bsp: Die Funktionen ﬁegmm’/(b_a) n = +1,£2,... bilden ein ONS.

“Bestmogliche” Approximation einer Fkt. f(z) mittels N Fkt. eines ONS:
N

f(x) ~ 2_:1 an Un()

Forderung: fiir diese Gleichung soll der mittlere quadratische Abstand kleinstmoglich
sein:

(2.57)
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b b

Bsist My({a}) = [17@)F = [deY" 1) a03(a)

n=0
a a

b
a
N N

b
= [U@F = Y@ < LU > tay <Unf 2)+ 3 anayz

N b

def*(x) anUp(x) +/d$ Z a’an U (2)Upn ()

n=0 " m,n=0

n=0 n=0
vV

J/

N
3 (an—<f,Un>)(ak —<Un,f>)—<f,Un><Un,f>
n=0

b

N
_ /|f(:v)|2 £ (e < U S P | < £ U > P)
n=0

a

—> M ist minimal fir | a, =< f,U, > | (verallgemeinerte Fourierkoeffizi-

enten )

Falls fir N — oo minMpy — 0 heiit das Funktionensystem vollstiandig
(VONS). Dann gilt:

b
Sol< £l = [ 15
n=1 "

N
Im Sinne von (2.57) gilt dann im Mittel: ) a,U,(x) plmiy f(x)

n=1

Fiir geeignete f(x) kann auch fiir alle = € [a, b] gelten

flz) = Z an Un ()
=0 (2.58)
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Beispiel fiir VONS s.o. e2™mz/b=a /\/h —q

Sehen jedoch, dafl unter Benutzung von Distributionen die Vollstédndigkeit
eines ONS durch

i Un(2) Up(2") = 6(x — o) <= {U, }>2; ist VONS
(2.59)

ausgedriickt werden kann.
Diese Aussage ist vergleichbar mit der entsprechenden Aussage bei endlich-

dimensionalen Vektorriumen ({v'}ist ONS < Z v o) = =0;j)

n=1
Beweis:

Per Definition gilt:
d(x — x;) : V.f mit /f(m) §(x — x;)da = f(2")

Das System {U,,}22, ist ein Orthonormalsystem

— () = f: 0, U z FUL@) U2 () (2!)da
b TL* a
[ fz (n: w(2) Uk(x ’))dx’

i:; U (2) U () = 6(z — o)

2.3.7 Verallgemeinerung auf Funktionen mehrerer Va-
riablen

z = (21,...25) : [a,b] — Gebiet in R?

Falls dieses Gebiet ein Quader @ ist mit a; < x < b; (i = 1...5s), so kann
man aus dem ONS fiir jede Koordinate U (z) ein ONS von Funktionen von
s Variablen konstruieren.
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Uny..n. (@ HU“ (242.60)

Bei Uy, ..n. (71 ... xs) handelt es sich um ein Orthonormalsystem, weil

b;

s K3

/Unl...ns (g) Um1 mS == H U sz) d[L’Z
Q

1:1
Satz:

Falls die U® alle VONS sind, ist auch U, . ein VONS.

Beispiel:
Bild eines Quaders mit Nullpunkt in der linken unteren vorderen Ecke und

den Kantenlingen Lz, Ly und Lz

Im R3 ist iiber einem Quader (s. 0.) wie folgt definierte Funktionensystem
vollstandig:

1 i R Ly | mgy
Uklm(m,y,z):ﬁez CHL YD b imez (2.61)
xHyHz

Bei der Konstruktion von (2.60) sollte man nicht zwangsldufig auf qua-
derférmige Gebiete angewiesen sein, da die x; auch krummlinige Koordinaten
sein konnen (z.B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten)

Kehren wir nun zur Losung elektrostatischer Probleme zuriick:
Wir wollen Losungen gewisser Probleme nach geeigneten Funktionensitzen
entwickeln. Es geniigt hierbei Losungen der Laplace-Gleichung

AP =0
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zu betrachten (— harmonische Funktionen), denn mit

1

lr — /|

F(r,r) = Gz, 1)) =

ist die Losung jedes elektrostatischen Problems gegeben.

Wir suchen also Produktlosungen der Laplace-Gleichung der Form (2.60)
zunéchst in kartesischen Koordinaten

O(z,y,2) = Ulx) V(y) W(z)

. . U v w'"
A<I>—0W1rddadurchzu7+7+ W =0

—> Die Laplace-Gleichung zerfallt in drei gewohnliche DGLs:

ur _ — a2 v _ _ 32
7 = const = —a - = const = —f3
1"

B = const = —* = a? + 32

— Die Laplace-Gleichung kann in kartesischen Koordinaten separiert wer-
den:

O =c e mit o+ B2 +A7 =0 (2.62)

Wir wollen nun eine harmonische Funktion in dem Quader 0 < z < a,0 <
y < b,0 < z < ¢ mit vorgegebenen Randwerten finden.
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unten links

Es geniigt, harmonische Funktionen anzugeben, die auf jeweils fiinf der sechs
Randflachen verschwinden, und auf der sechsten (z. B. z = ¢) vorgegebene
Werte ®(x,y) annehmen.

Zur Erfiillung der verschiedenen Randbedingungen konstruieren wir aus GI.
(2) die folgende Gleichung (3):

D, (2, y, 2) = sin(apyz) sin(Byy) sinh(\/ a2, + 62 z) (2.63)

Q,, = =2 B, = m,n -

1,2,3,...

Die Funktionen sin(ay,z) bilden in Intervall [0, a] ein vollstdndiges System,
beachte aber den Unterschied zu e”"a™

Es folgt, dass (3) ein vollstédndiges System harmonischer Funktionen darstellt,
das die Randbedingungen an fiinf Flachen erfiillt. Das gewiinschte Potential

in Innern des Quaders ist also
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O(2,y,2) = Y Apn Coun(,y, 2). (2.64)

m,n=1

Die verbleibende Randbedingung fordert nun

O(x, Z Apin @ (2, y, € Z Ay sinh(y/a2, + b2 ¢) sin(ay,x) sin(B,y).

m,n=1 m,n=1

Wegen der Orthonormierungsrelation [ sin(ayz) sin(cyz) dz = 3 b folgt so-
0

fort:
a b
A = //@x sin(a,,x) sin(B,y) dzdy (2.65
absmh( VT y) ) sin(fny) dz dy (2.65)
00
Definition
4 a b
Dy = Ay sinh(y/02, + 32¢) = —b//<I) x,y) sin(apyz) sin(BLy) dzdy
a
00

Die Giite der Konvergenz der Fourierreihe fur ®(x,y) héngt ausschliefllich

von ®(x,y) ab:
Die Losung fiir ®(I) konvergiert fiir 2 < ¢ um den Faktor —Si,n}}ll((fva 5”:5 i 2)
sin a,, +06,2¢

besser.
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2.3.8 Niitzlichkeit der Losungsreihe fiir 1

Berechne ® im Mittelpunkt eines Wiirfels (a = b = ¢):

qp(g b g) _ i sin (7Tm> sin <7m> . sinh(% vVm?2 + n?)

272’ R 2 sinh (7 v/m?2 + n?)
_ i (_1)k+l Doyt 2641
o 2 cosh (g V@I 1+ 2k + 1)2>

Die ersten vier Terme (k,l = 0, 1) liefern im allgemeinen bereits eine Genau-
igkeit von 0,1% (!)

Ebensogut konvergiert diese Reihe z. B. fiir die induzierte Ladungsdichte in
der metallischen Fléche z = 0:

1 1 0
- R, -9
o(z,9) 47 2=0 47w 0z lz=0
1 (oo}
= A sin(a,z) sin(B,y) COSh(\/OéEn + 32 z) Va2 + (32
T z2=0
m,n=1

2.3.9 Die Separation der Laplace-Gleichung in Kugel-
koordinaten

Die Laplace-Gleichung kann auch in Kugelkoordinaten (r, 1, ) separiert wer-
den.
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Sie lautet dann

1 8_2 1 0 8<I>) 1 0*®

r or? (r®) + r2sin(¢) 09 <Sm(ﬁ)a_19 * r2sin®(v) dp

N

Wir suchen nun nach Produktlésungen der Form

U(r)

CI)(Tv v, QD) = P(COS(ﬁ)) Q((p)

Q_//

_ 2
%) = const =: —m* bzw.

Nur %/ héngt von ¢ ab =

Q) = e*me
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Falls ¢ nicht eingeschréinkt auf einem Intervall < 27, muss m ganzzahlig sein,
damit ¢ eindeutig in R* wird.

U i((l - $2)P,) B m2

" ..
Nur 725> héngt von r ab

:>7“2%H = const bzw. | U(r) = Ar'™™ 4+ Br™!

=Es bleibt die Legendre Differentialgleichung (L-DGL):

2

(1—a22)P + <l(l 1) - 1@932) P=0 (2.66)

Fiir festes [, m gibt es zwei linear unabhéngige Losungen

Theorie der linearen DGL =2 Losungen sind regulér (d.h. analytisch) bis
auf moglicherweise © = +1 (singulére Punkte)

Falls ¢ € [0; 7] d.h. = € [—1; 1] und ¢ reguldr auf der Polarachse z = +1
—wir brauchen die Losung der LDGL, die fiir x = +1 endlich sind.
Man kann zeigen:

Fir [ = 0,1,2,... (spater: Drehimpuls)
und m = —Il,—l+1,..,1—1,1 (spéter: z-zKomponente)

existiert genau eine Losung (bis auf konstante Faktoren), die bei z = +1
endlich ist, ndmlich:

Legendre-Funktion (LF)

Pr(a) = GIE(L — a?)m/2 2 (42— 1) (2.67)

P und P sind linear unabhéngig und es gilt: P, (z) = (—1)’”((;;—7}3)',17” (x)

Fiir festes m sind die P/™ (I = |m|,|m + 1|, ...) paarweise orthogonal, denn
mit LDGL ergibt sich:
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1
d dpPm m2Pm
= Bl — | (1—a*)— P — —
0 /d:c ; {dx(( %) dx)++l<l+ )P, 1—1:2}

-1

1
artielleInt. dP?/n apm m2 m pm
parteyt /dx(x2_1) l l +<l(l+1>—71_x2)PpPl

de dz

-1

Nun vertauscht man [ und !’ und subtrahiert die beiden Gleichungen
1
S+ 1) =1+ 1)) /dxpﬁ(x)ﬂm(x) ~0
“1

[ J/

=0 fiir 12l

1
Berechnet man die Norm [ dx (P/™(x))? selbst, erhilt man
1

1
m)!
fl de PP = 3% Eﬁfm;, oL

Der Satz separierter Funktionen der Laplace-Gleichung lautet nun:

D (r, 9, 0) = (Art + Br=t=1) P (cos ) e™?

(2.68)

Der zugehorige Winkelanteil lautet: Kugelflichenfunktion KFF (=spe-

rical harmonics)

204+ 1 (I —m)! .
Ylmw,so):\/ o A osg) e

!

~
Normierungs faktor

(2.69)
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}/00<,l97 QO) = -

SRR : S
T
3

Yio(d,¢) = \/ECOW

KFF sind auf der Kugeloberfliche orthonormiert:

5mm’ 5ll’ -

27 T
§ dQY; (Q)Yi(Q) = [de [sinddd Y, (9,0) Yin (0, )
0K1(0) 0 0

(2.70)

Man kann zeigen, dass die P/ (z) fiir jedes feste m ein VONS auf [-1,1] bilden.
Da {¢*} ebenfalls VONS auf [0, 27] ist, folgt:

{Ylm(ﬁ, go)} ist VONS auf der Kugeloberflache (2.71)

—Die allgemeine Losung von A® = 0 in Kugelkoordinaten lautet daher:

O 0.0) =5 % (At + B ) Yin(09) | (272)

=0 m=-1

bei Problemen, die rotationssymmetrisch um die Polarachse sind, also nicht
von ¢ abhéngen, tragen nur Terme m = 0 bei:

P(z) := P(z) = 5t 4 (22 — 1) (2.73)
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heiflen Legendre-Polynome (LP)

Speziell sollte man sich merken:

P()([E) =
Pi(z) =
PQ(ZE) =
/ dx Pi(x) Pu(x) =
N A1) =

Rekursionsformel: (I +1) Pyq(z) =

2
20+1

o

1
(2l + 1)z P(z) — I P4 (x)

2.3.10 Einfache Anwendung

43

Berechne das Potential einer ungeladenen Metallkugel im vorgegebenen ho-

mogenen elektrischen Feld E,

Losung erfiillt fiir r > a die Bedingung A® = 0, ist fiir r = a konstant Null
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und soll sich fiir r — oo wie & = —z Fy = —r E, cos) verhalten.

Mit ®(r,9) = >_ (At + Byr='=1) P(cos ) folgt:

=0

(a)Alz—Eo,Al:O furl>1(b) B =0 firl>1

B
A1&+—21 == 0

a

B = &®*Ey, By=0

3 3
o o) = (B0 B (S

r2 — \ 3=

Das induzierte Dipolmoment ist p = a®Ey (2z.B. mit Spiegelladungen |p| =

Qa 242 __ 3
o w = ¢ Eo)

Fiir eine geladene Kugel wird By gleich der Ladung.

Zylinderkoordinaten sind ein drittes wichtiges System, in dem die Laplace-

Gleichung separiert. Im Koordinatensystem (p, v, z) lautet die Laplace-Gleichung
Ad =0

10 [ dp 19 90
2, T 2o T e T
p*op* 0z (2.74)

pop \"op

Mit dem Separationssatz

(2.75)

folgt
1d ( dR) 1, .,
p— | /R+=Q"/Q+U" /U =0
pdp \" dp / p? / /

also wie gehabt:
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U"JU = k?* oder U(z) = ehe

+
Weiter folgt Q”/Q = —v? oder Q(¢) = e ™%, wobei v ganz, wenn ® auf
[0, 27] stetig!

Es bleibt die Besselsche DGL:

1d dR v?
L (0 (oY
pdp( dp> p? (2.76)

B-DGLa

Parameter k 148t sich trivial eliminieren: Subst. x = kp

= Standartform der Besselschen DGL

2
xdr \ dx x? (2.77)

B-DGL

Diese B-DGL hat den “singuldren Punkt” x = 0, alle Losungen sind analy-
tisch, bis auf héchstens z = 0. Die Losungen heiflen Zylinderfunktionen. Eine
spezielle Losung ist die Besselfunktion:

€T v ° —1 J T 2]
o(@) = () ; j!F(j<' n Z n 1)(5)
a (2.78)

BF
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mit

I'z+1) = /dyy“ey

I'n+1) = nl

Jy(x) und J,(—z) sind eine Basis von Losungen der B-DGL, falls v nicht
ganzzahlig ist. Fiir uns ist aber der Fall ganzer v interessant:

v=me€ =

Tom(z) = (=1)™ T () (2.79)

und J,(z) sind die einzigen bei x = 0 reguléren Losungen von B-DGL.
(Beachte: I'(n 4+ 1) = n! fiir n > 0 und I'(n) = oo fiir n < 0)

Eine zweite Losung fiir v = m kann man durch die Neumannfunktionen

N,(z) = (J,(x) cos(mv) — J_,(x)) / sin(mv) (2.80)

Neumann - Funktion (NF)

N, ist Losung von B-DGL, und fiir v — m(ganz) ist N,,(z) unabhéngig von
Jpm () und verhilt sich bei z = 0 wie

N,(z) =27 ™(m > 0), No(z) ~ In(z) fir x — 0.

=-Allgemeine Losung unseres Separationsansatzes:

Cpoo(ps . 2) = (AT, (kp) + BN, (kp))e=ee=t (2.81)

7B
vgl. Kugel-Koordinaten: ®;,,(r, 9, p) = (Ar! + Br=1)Y,,,(9, )

Bemerkung: Hankelfunktion H,/ *(z) = J,(z) £ iN,(z) auch wichtige Basis
z.B. von Zylinderfunktion.
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Bemerkung: Nullstellen der Besselfunktion:

fiir x — oo gilt:
2 T
Jo(x) ~ 4/ — cos <x - 1(21/ + 1))

~» J, hat unendlich viele Nullstellen.
Nehme n-te positive Nullstelle:

f P P a’
Ty = [ p J(x,(x), — E)Jl,(:rj,,n — E>d'0 = EJZ/+1(‘TVn)5nm (2.82)
0

Beispiel:
Betrachte harmonische Funktion, deren Werte auf Zylinderoberfliche gege-
ben sind. Zerlege Problem wie beim Quader:

Randwert Null auf dem Zylindermantel, auler auf

1. Teilproblem: kreisformigen Deckel

In ZB mufl

(a) v =m ganz
(b) B =0 damit ¢ fiir p = 0 regulér

(¢) Jm(ka) =0, damit & =0 fir p=a
— k-a =z, oder k = ky,;, = Tyypn/a wobel z,,, die n-te Nullstelle von
I () ist!

=Losung darstellbar als

O(p, @, 2) = Z ZAanm(kmnp)eim“"Sinh(k;mnz)

m=—oo n=1

(2.83)

[setzt Vollsténdigkeit der {J,, (kmnp) }o2, fiir jedes m voraus, ist aber gegeben.
“Fourier-Bessel-Entwicklung” .|
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Orthogonalitétsfunktion (3.104): ®(p, ¢, L) = V(p, ¢)

= Apn = [7a* T} 1 (Tmn) sinh (K, L)] 7
27 a
/ dy / dp pv(p, o) -Jm(kmnp)e™ ™
N——
0 0 ®(p,p,L)

Randwert Null auf Boden und Deckel des Zylinders
2. Teilproblem: | i.e. ® = 0 fiir 2 = 0 und 2 = L =k mufl imaginir
sein!

~ Bilde aus e*** die Linear-Kombination sin(|k|2) & k, = =

=Losung darstellbar als

o o0

q)(p’(p’ Z) = Z ZAmnIm(?)elmip sin (%)

m=—oo n=1

Hierbei I, (x) = (—1)"J(iz) “modifizierte Besselfunktion”
Bestimmung der Koeffizienten (®(a, ¢, z) = w(p, 2))

21

L
-1 .
0 0

Aufler den drei hier betrachteten Ko-Systemen erlauben einige wenige andere
die Separation der Laplace-Gleichung; diese anderen sind jeweils von weniger
grofler Bedeutung.
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2.4 Multipolentwicklung

49

Wie sieht das Potential einer lokalisierten Ladungsverteilung in groflerem

Abstand aus?

Betrachte Ladungen nur innerhalb einer Kugel ' < a

=zugehoriges Potential harmonisch fiir » > a = In Kugelkoordinaten dar-

stellbar als Reihe

lmﬁgp)

Z§3m+1

s

mit g, Multipolmomente: (MM)

[=0:
[=1:
=2
[=3:

Monopol-
Dipol-
Quadropol-
Oktopol-Terme

Beachte: ¢, hdngen ab von (1) Wahl des Ursprungs

Erste Aufgabe: Driicke MM’e durch Ladungsdichte aus:

(2) Wahl der Polarachse und -ebene

o) = [ @

r'<a

(2.84)

(2.85)

Es geniigt wegen 2.85 die fiir r > a > r’ sowohl in r wie in 7’ harmonische
Funktion Flr,‘ zu entwickeln.

Beh.:

o0 n

r .
Z TH_IPI(COS’)/) mit v = Z(r,r’)

=0
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Beweis: Driicke r in Kugelkoordinaten aus (1,9, ¢), Polarachse || 1’ = v =

(e 9]

= — = Z(Alrl + Byr 1 Py(cos 1)

- =0

nur m = 0-Term in Entwicklung nach KFF
Zur Bestimmung der B, lege r auf die Polarachse =9 = 0 und mit P;(1) =1
folgt:

1 1 geomRezhe lL - Byr—-1 B — "
|r—7”| r—r1' _; r _Z o -

=0

Betrachten nun das Additionstheorem fiir Kugelfunktionen (AK)

l

A7
P(cosn) = 5 Z Vi (9, @) Yim (9, ) (2:86)

mit v = Z(Q(p, 9), A¥',9))
Ableitungsskizze:

n

. . / e/
mPl(cos 7) harmonisch in r’ und r firr’' <a <r

rH—l Z Zamm, im (0, ") Ym(9, ¢)

=—Im=—I

zweifache Entwicklung in KFF (fiir r und ') wegen vorgegebener r-Abhéngig-
keit nur jeweils ein [-Summand. v hiangt nur von ¢ — ¢’ ab = m = —m/’

1 l

r *
TlJrl Z amY}m(ﬁ/7 @,)Yzm(ﬁﬁ 90)

m=—1

Bestimmung der a,, fiihrt auf AK
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Nun:

ptl ) ) 0 T/l
O(r) = ’ /( )’ddr' = / d*r’ p(r') Z 7’lHPl(cosv)

=0

r'<a r'<a

00 n !
o 3 / T 47T * / /
— / d°r’ p(r’) me > V() Yim(0, )
r'<a =0 m=-1
00 l
41 Yim (9, @) 3,0 0N 1’
B ;lelﬂ piil '/dm(z)r Yinl0 )
m=— r'<a

N J/

VvV
=qim durch VGL mit(2.84)

e le — /d3rl p(rl)r/l}/;:l(ﬁ/’(p/) (287)

r'<a

sphérische Multipolmomente (SMM)

Multipolmomente sind physikalische Grolen mit Koordinatenunabhéngiger Bedeutung.
Die 2] + 1 Koeffizienten des I-ten Moments héngen jedoch vom Koordinaten-
systen ab.

—Bei Drehung : Trafo in komplizierter Weise

Einfacher transformieren sich die kartesischen Komponenten der Multipol-
momente.

Die Funktionen Qj,,(r) := i, (9, ) r! sind homogene Funktionen vom Grad
lin z,y, z, d.h. Quu(Ar) = NQ(r) !

Aufgrund der Definition der Legendre-Funktionen, die in Y}, (¥, ) in (2.3.9)
auftauchen, folgt:

Qum(r) sind Polynome in z,y, 2 —harmonische Polynome vom Grad [

=FEs gibt genau 2l + 1 linear unabhéngige homogene Polynome vom Grad [,
die eine Basis bilden:
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Qun(,,2) = Yim (9, ) 7" (2.88)

Man kann sich dies auch direkt klarmachen: Das allgemeine Polynom vom

Grad [ ist

Ql(«ra:%Z) - Z Caﬁ'y x yﬁ 27

a,fyzatB+y=l
H 1+1) (142
Es hat (I 4 1)(I +2)/2 Koeffizienten ( wegen Y n = %Q(H ). Diese Poly-
1

nome sind natiirlich nicht alle harmonisch. Offgnbar gilt

AQ; = Qi

wobei (J;_o ein beliebiges Polynom vom Grade [ — 2 ist. (); ist harmonisch
genau dann, wenn Q;_o, = 0 ist, was [([ — 1)/2 Bedingungen liefert. =FEs
bleiben (I42)(I+1)/2—1(l —1)/2 =2l + 1 freie Parameter fir Q;.

Angewendet auf (2.87) bedeutet (2.88), daB die sphérischen Multipolmo-
mente ¢; gewisse Linearkombinationen der kartesischen Multipolmomente
(o +B+v=1) sind:

Die Qg)ﬁv sind dabei als die (I +2)(l + 1)/2 verschiedenen Komponenten des

kartesischen Momententensors (v; = 1,2, 3)
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Ql(/ll),yg ..... v = /dSTxm Lyg « " Ty, P(f)

anzusehen. Hier: ¢ = x1,y = x4, z = x3. Der Tensor Q¥ ist totalsymmetrisch
und vom Rang /.

Bsp.:

Qi = / d*ra®y? p(r) = Qb
Bemerkung:

Wegen Y, (9, 0)r 1 = Qun(z,y, 2) /r*™ kann man auch (2.84) in den
harmonischen Polynomen schreiben.

In der Praxis sind nur die ersten drei Multipolmomente besonders wichtig.
Wir koénnen sie aus obigen Ergebnissen ablesen, wollen sie aber noch einmal
direkt herleiten. Dazu entwickeln wir:

-rl =20 17

Einsetzen in ®(r) = [ d*'p(r’) /|r — 1’| ergibt:

CI)_ g 3Zpyxy+ ZQVMIVQJN—i_"'

r

(2.89)
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Hierbei ist ¢ = d*r' p(r')  die Gesamtladung

3//

P, = d>r'x!, p(r')  die Komponenten des Dipolmomentes p

Q/u/ =

r' (3w, ), — O ) p(r?)  die Komponenten des Quadrupoltensor

\\\

Bsp.:

Q= [ rsappl). Qu= [ (e == ()

Q hat als spurfreier (d.h. Z Qmuw = 0), symmetrischer (d.h. Q. = Qu,)

Tensor 2-ter Stufe tatsachhch wie ¢ fiinf Komponenten.

@ kann auf Hauptachsen transformiert werden, durch Drehung des Koordina-
tensystems. Wichtig ist der Fall rotationssymmetrischer Ladungsverteilung:

Ist die z-Achse die Symmetrieachse, so gilt offenbar Q,, = Qyy = —% Q.-

— () kann durch das Quadrupolmoment

q= Qs = /0137"(2Z2 —y? = 2”)p(r)

charakterisiert werden.

Wenn wir den Aufpunkt um r, verschieben, d&ndern sich i.a. die Multipolmo-
mente.

Wir wollen jetzt ®(r') = [ d*r'L£ |T ?"/I nach negativen Potenzen von |r — r|
entwickeln.

o) = /dgr/yr—rop@

= (' = 1)

_ /dg, p(r +ry)

r—ry— 1|

= neue Multipolmomente ¢;° = /d37“' Y (0,0 7" p(r' + 1)
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Bekanntlich ist das Monopolmoment, d.h. die Gesamtladung, unabhéngig
vom Aufpunkt. Die Verallgemeinerung dieser Beobachtung lautet:

Das erste nicht verschwindende Multipolmoment héngt
nicht vom Aufpunkt ab.

Wenn die ersten (I — 1) Multipolmomente beziiglich eines Aufpunktes ver-
schwinden, so verschwinden sie beziiglich jeden Aufpunktes.

Dann ist ®(r) ~ r~' = ®(r) muss auch wie |r — ro|™" zerfallen fiir r — oo

Die Aufpunktunabhéngigkeit des [-ten Multipolmomentes folgt leicht aus ei-
ner Entwicklung wie bei (2.89).
Hohere Multipolmomente héngen sehr wohl vom Aufpunkt ab:

Bsp.:

Ist die Gesamtladung ¢ eines Systems ( = [ p(r") dgr’) =+ Null, so
ist es zunéchst sinnlos nach dem Dipolmoment p der Anordnung
zu fragen, denn

e p hingt vom Aufpunkt ab und

[ ptyrd’
Q

e bzgl. des Ladungsmittelpunktes R = ist p=0.

Nach dem Quadrupolmoment zu fragen ist sinnvoll: man meint
dann das Quadrupolmoment bzgl. R (z.B. bei Ionen, Elektronen,
Protonen, Atomkerne).

Ist die Ladung ¢ = 0, so héngt p nicht vom Aufpunkt ab (Atome,
Neutronen). -

Die Multipolmomente bestimmen nicht nur das elektrische Feld einer lokali-
sierten Ladungsverteilung in grofem Abstand, sondern auch die Energie einer
solchen Verteilung im dufleren Feld.
Sei ®(r) durch externe Ladungen p,; erzeugt. Dann hat die Ladungsdichte
p(r) in diesem Potential die Energie

1
W = /CD({) p(r) d’r (wie zuvor, jedoch ohne 5)
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Falls ®(r) iiber p(r) langsam variiert, ist es zweckméfBig, ® um einen Punkt
roin der Nihe von p(r) zu entwickeln (z.B. Ladungsmittelpunkt):

1 0?®
P(r) = Dzy) + 1z = 20) VO(zo) 5 D (@0 = 70) (@ = 0u) 5
v veas
1 oE
= ®(ry) — (r —10)E — 9 Z(l‘u — Toy) (x“ - xO,LL) Oz
JTR% Y,

Falls pest(r) = 0 um r + r, = div(E£) = 0 um r, und wir kénnen den

verschwindenden Beitrag ¢ > (r — 14)? 0, aaTEV ergénzen.
v To
Einsetzen in W liefert dann:
W = q®(ry)—p“ E(r, ——ZQ @ e
Ty lrg

Mit dieser Beziehung erhélt man also Auskunft iiber Kréfte und Drehmomente,
die auf eine Ladungsverteilung p (z.B. Atomkerne, Atome) wirken.

Kraft: Es gilt: F' = —grad, (W).

=

q#0:

I~
|
=
&
5)

Bei einer Drehung um r, dndert sich W ebenfalls. = E {ibt ein Drehmoment
auf die Ladungsdichte aus. Drehen wir eine (starre!) Ladungsanordnung um
einen Winkel € um die z-Achse, dann geht die Energie iiber in

1 OE,
W(e) = a®(ry) ZE Do =G D e Desd)Des (€ Qs +

K 67#’7”
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Dabei ist D eine Drehmatrix, fiir die gilt:

Das Drehmoment N, = %—VZ

ergibt sich wegen
e=0

0O 1 0
—‘Z—D [ -100
€10 0 00

Zu
1/0F, OF 0
Nz:Eyp:p_Expy‘i‘é(Wny_a—nyzy_

Also

=

:BXE(£0>+...

o7
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Kapitel 3

Die Maxwellgleichungen

3.1 Magnetostatik

Nachdem die wichtigsten mathematischen Voraussetzungen anhand der Elek-
trostatik entwickelt sind, konnen wir nunmehr ziigig die Maxwellgleichungen
in ihrer Gesamtheit besprechen. In diesem Abschnitt entwickeln wir die Ma-
gnetostatik analog zur Elektrostatik.

Es gibt zunéchst einmal keine freien magnetischen Ladungen. =-Die Entwick-
lung der Gesetze der Magnetostatik war miihsamer als die der Elektrostatik.
Eine elementare Erfahrung aus dem Bereich der Magnetostatik ist die fol-
gende: ein magnetischer Dipol mit Moment m im Feld der magnetischen
Induktion(oder FluBdichte bzw. Feldstirke) B erfdhrt ein Drehmoment

N=mxB (3.1)

Das Moment m wird mit Hilfe des Feldes B, das es selbst erzeugt, definiert.
Erst der Zusammenhang zwischen dem Magnetfeld und dem elektrischen
Strom brachte tiefere Einsichten.

Die elektrische Stromdichte J(r) erfiillt die Kontinuitétsgleichung mit La-

29
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dungsdichte p(r)

o +div(J) =0
ot (3.2)

bzw. in integrierter Form

Q+ﬁi-ndf=0

(3.3)

<= Ladungserhaltung

In der Magnetostatik diirfen (stationdre) Strome keine Ladung anhdufen

—> div(J) = 0 in der Magnetostatik (3.4)

Die beobachtbare Kraftwirkung von Strémen (d.h. stromdurchflossenen Lei-
tern) aufeinander, definiert man analog zur Elektrostatik iiber ein Magnetfeld
mit der Induktion B. Der Gleichung F' = q E entspricht dabei die Lorenzkraft
auf eine (bewegte) Ladung ¢:

F=q(v/c)x B (3.5)

und der Gleichung E = [ d*p(r’) |f__:7/|3 entspricht das Gesetz von Biot-Savart
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(3.6)

Bemerkung: Die Zerlegung in einzelne Stromelemente ergibt eine Gleichung

analog zu E(r) = qui_—tjg. Sie ist aber fiktiv, da es keine stationéren

|£_£D

Stromelemente gibt.

Die Ahnlichkeiten zwischen Elektro- und Magnetostatik sind hier bereits un-
verkennbar. Letztere hat lediglich eine schwierigere, vektorielle Struktur der
Gleichung.

Aus Gleichung (3.6) liest man sofort ab:

B(r) = rotA(r)

(3.7)
mit einem Vektorpotential (wegen div J = 0)
1 /
Aw =3 [ )
c |z — |
(3.8)
DGL fiir B sind nun leicht ableitbar: Aus (3.7) folgt
divB =0 (3.9)

Mit
VXx(VxA)=V-(V-A) — A Aergibt sich
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1 1 1
rotB = -V / &' J(r') - v —= / Pr'J(r) A—r
c lr—r'| ¢ |r— 1|
zfvﬁ —4md((r—r’)
=
4
10t = — J(r)
c (3.10)

Man beachte, daf§ (3.10) =-(3.4), so daf (3.10) nur fiir Magneto-Statik giiltig
sein kann!

Amperesches Gesetz: folgt aus (3.10) durch Bildung des Flusses durch eine
orientierte Fliche F' und Stokesschem Integralsatz:

(3.11)

Aus obigen Gleichungen folgt Existenzsatz, der im Kapitel Elektrostatik offen
geblieben war:

Jedes quellenfreie Vektorfeld, das in oo wie 1/r?

verschwindet, besitzt ein Vektorpotential: d.h. (3.12)

divB=0 =3dA: B=rotA

Beweis: (Diffb. vorausgesetzt)

Bilde rot B wie in (3.10), dann ist A(r) wie in (3.8) das gesuchte Vektorpo-
tential wegen Eindeutigkeitssatz aus Kapitel Elektrostatik ist rot A = B.

Auflerdem kann Zerlegungssatz aus Kapitel Elektrostatik ergénzt werden
durch Existenzsatz:
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Zu beliebigen lokalisierten Quellen und (quellfreien)
Wirbeln existiert ein Vektorfeld, d.h. fiir ¢(r) und v(r)
beliebig, mit dive = 0, lokalisiert

= IF(r)mitdivE =¢q, rot F = v

Bemerkung: Fiir beliebige Vektorfelder F ist die Existenz des longitudinalen
Anteils F; (mit rot £/, = 0) aus Kapitel Elektrotechnik bekannt. Aus (3.12)
oben folgt Existenz des transversalen Anteils F, (mit div £, = 0).

Die Losung:

=3
|
I~

Fr) = = / & (q(r) + w(r')e)

47

=
|
I

(3.13)

hat die Eigenschaft F = O (-5) und ist laut Kapitel Elektrotechnik die einzige
Losung dieser Art.

Bei der Wahl eines Vektorpotentials, das (3.7) geniigen soll, hat man mehr
Freiheit als bei der Wahl des Skalarpotentials. Das Potential (3.8) hat die
zusatzliche Eigenschaft:

divd =0 (3.14)

wie bei der Herleitung zu (3.10) sichtbar wurde.

Zu(3.8) kann man einen beliebigen rotationsfreien Term hinzufiigen, ohne
(3.7) zu berithren. Da rotationsfreie Felder Gradienten sind, kann die allge-
meine Losung von (3.7) geschrieben werden als:



64 KAPITEL 3. DIE MAXWELLGLEICHUNGEN

A(r) = A(r)|irs + grad¥(r) (3.15)

Diese Transformation wird Eichtransformation genannt. Vektorpotential (3.8)
mit Eichung (3.14), der Coulombeichung, erfiillt mit (3.10) die Poissonglei-
chung (komponentenweise).

€ (3.16)

4
?” j =rotB = Va(VrA) = V(VA) — AA
mit VA=0 in Coulomb Eichung.

Randbedingung fiir Magnetfelder an stromtragenden Flachen erh&lt man in
Analogie zur Elektrostatik. Aus (3.9) (divB = 0) folgt, dafl die Normalkom-
ponente von B nie springt. !!'Hier gehort eine Zeichung hin!!!

(Ez - Bl) n=>0 (3.17)

Aus (3.11) Amperesches Gesetz folgt, daff die Tangentialkomponente von B
springen kann, wenn eine endliche Stromstéirke durch eine beliebig diinne
Schicht an der Oberfliche flieBt. !!'Hier gehort eine Zeichung hin!!!

Definition: Flachenstromdichte K: dI = jdadl = Kdl wobei da = Dichte
der stromfithrenden Schicht.

Es gilt: (By — B;) - dl = %K(ﬂ x dl)
=B, — B, = (K x n) (oder k- n=0)

C
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(3.18)

Beispiel: Supraleitende Kugel im homogenen Magnetfeld B,. In Supraleiter
dringt Magnetfeld bis zu einer kritischen Feldstirke B¢ nicht ein. Genauso
wie Metalle elektrische Felder durch Oberflachenladungen abschirmen, schir-
men Supraleiter Magnetfelder durch Oberflichenstrome ab (Meifinereffekt).
Diese Strome haben allerdings eine Dicke, (“Eindringtiefe”) von typisch 1000
Angstrom.

AufBlerhalb der Kugel gilt:

rot B = O und daher existiert zu zu B ein Skalarpotential ® mit B = —V .
Wegen div B = 0 ist ® harmonisch: A® = 0.

Randwerte:

B2 —a = 0.

® — 2By = —rBycosd fiir |z],r — oo und wegen (3.17) B-n = —5’|,—0 =

Wir haben hier ein von Neumann Randwertproblem

— Ahnlich wie im Beispiel Metallkugel im E-Feld gilt hier der Ansatz: ®(r, ) =

ST (At + Bir=1) Py(cos ¥9) mit:

=0

(a) A1 = —B(), AZZO(Z>1),AO beheblg
2B, (0P
b)B, = 0(l>1),A —— | =— 1|2« | =0
(b) B (I>1),A a3<8r‘ )
a3
:>Bl - —BOE, BOZO
=
a® a’
O(r,)) = —|(r+-—=)BocostV=—(14+—|r B,
2r2 2r3
(3.19)
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Dem Feld B, wird ein (diamagnetisches) Dipolfeld mit dem magnetischen
Dipolmoment m = —§B0 iiberlagert.

Das tangentiale Feld an der Kugeloberflache ist B = % r—a = %Bo sin v
Die Kugel schirmt ein dufleres Feld By ab, solange By < %BC ist. Aus (3.18)
berechnet man leicht die Dichte der Oberflachenstrome. Sie flielen auf den
Breitenkreisen und sind durch K, = — - %BO sin ¥ wiedegegegeben.

Wir untersuchen nun das Feld einer lokalisierten Stromverteilung in grolem
Abstand und begniigen uns hier mit dem ersten nicht-verschw. Term (3.8):

1 d3r'
A(r) = - !
D=z / J(£)|£ — 1|
1 1 n rer n
P =
(3.20)
'rechts gehort eine Zeichung hin!!!
Es gilt fiir stationére lokalisierte Strome:
/ ' J(x') =0
(3.21)
und
/d3r'(r r)J(r")
1 3,0, /
= _§£X dr'r' x J(r')
(3.22)

(siche Ubung)
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Mit dem magnetischen Dipolmoment

m = %/dg’r’f x J(r')
¢ (3.23)

folgt:

(3.24)

das Vektorpotential eines magnetischen Dipolfeldes

Feld fiir r # o:

B(r) = Vx (mx <V— %)) = (m V) (;—f) —mV% (3.25)
- B AR DE (3.26)

r (3.27)

= elektrisches Feld eines Dipolmomentes p in Elektrostatik, dort jedoch ge-
wonnen aus dem Skalarpotential

d(r) === (3.28)
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Einfache geometrische Bed. von (3.23) fiir ebenen linienférmigen Strom der
Starke I

I
J-d? ’zi-dl-dfz[-déﬁmzz— %Z’xdl
¢ (3.29)
Also (wie beim Flidchensatz der Punktmechanik)
1
m=-1-F
¢ (3.30)

wobei F die Fliache ist, die ebenen Strom I umschlief3t.

Wenn Strom durch Teilchen der Ladung ¢; mit Masse m; erzeugt wird, die
sich am Ort r; mit der Geschwindigkeit v, bewegen, kann das Moment mit
Drehimpuls in Verbindung gebracht werden. Die Stromdichte ist dann

J(r) = Z%’ ;- 0(r —1y)

(3.31)
=magnetisches Moment
= e~ T — 2cm; "
‘ ’ (3.32)

wobei L, = m,; - r; X v, Drehimpuls des i-ten Teilchens ist.
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Falls alle Teilchen dasselbe Verhléltnis ¢;/m; = e/m haben, folgt

2me (3.33)

mit Gesamtdrehimpuls L =) L,.
In Atomen wird m mit grofler Genauigkeit ausschlieBlich durch Elektron
erzeugt. Trotzdem gilt nicht:

e

m = 2m C—elektron
e

Die Diskrepanz beruht auf dem Spin (= Eigendrehimpuls) der Elektronen
und wird durch quantenmechanische Beschreibung der Elektronen aufgelost.

Eine diskrete Stromdichte (wie (3.31) ist eigentlich nicht stationér! Diesel-
be Betrachtung mit kontinuierlicher Verteilung lautet so: Elektronen eines
Atoms mit der Ladungsdichte p(r) und Massendichte n(r)p(r) = Zn(r),
mogen sich mit Geschwindigkeit v(r) bewegen (p(r) und v(r) sind nicht vollig
unabhéngig, miissen div J = 0 geniigen).

=J = p-v und man erhdlt (3.33) mit m = & [d®(r x v) p(r) und L =
[ &Pr(r xv)-n

Die Kraft und das Drehmoment, die ein d&ufleres Feld B(r) auf eine Stromver-
teilung ausiibt, kann aus der Lorentzkraft (3.5) gewonnen werden. Gesamte
Kraft auf Stomverteilung (3.31).

F=3 0% x Blr) = [ @) < B

c

(3.34)
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Analog das gesuchte Drehmoment

i (3.35)

Fiir ein homogenes dufieres Feld B sieht man sofort mit (3.21) [ d®rJ(r) =0
daB F=0und N mit r x (J x B) = (r-B) J — (r- B) B wegen (3.22) und
der Relation

(3.36)

die Gestalt

=
I
E
X
e

(3.37)

erhalt.

Taylorentwicklung von (3.34) und (3.35) um r,: (B variiert langsam um 7,
ro im Bereich der Stromverteilung):

Bi(r) = Bi(ro) + (V) Bi(zg) + .. (3.38)
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Drehmoment:
N = %/d%[ x (J(r) x B(ry)) +
- e B - e Jw) B +
V(D) =20+ Vo)
=0 in M-Statik
N / &r (- J(r) = % / BV - ()
= %%dg’r(rﬂ(]) =0
= % d*r (r- B(ry))J(r) +
(322) Bl x5 [ dr (e xIw) +
= =mxB +..
Kraft:
F (334) —2 B(r,) x / PBr(r) -+ / &r (r - V)B(rg) x J(r)
C ~- C
Beachte: z.B. ((r - V)B), = 2J,B, + yJ,B, + 2D, B,
Nunrx (VxB)=V(r-B)—(r-V)-B=0
T
= —%Vzox/d?’r (r-B)J(r) +...
(3.22) Qlcv « (B x /d%« (rx J(@) +...

Vo x (B (5 [ & (rx J0)

'

=m

Vi, X (Bxm)=m-V)B—-(V-B)m+...
- — ——
Vr()(m'B) =0
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F=V,(m-B) +... 539)

3.2 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Der enge Zusammenhang zwischen elektrischen und magnetischen Feldern
wird erst bei zeitlich verdnderlichen Erscheinungen deutlich. Wir werden dies
erstmals beim Induktionsgesetz sehen.

Betrachte im Raum festliegende Leiterschleife L = Rand einer orientierten
Flache F(L = 0F).

Faradays Beobachtung:

In L wird Strom induziert, wenn sie sich in einem zeitlich verdnderlichen Ma-
gnetfeld befindet. =zeitlich verédnderliches Magnetfeld induziert elektrisches
Feld im Raum.

Quantitativ:

fﬂ-drz—%//ﬂﬂdf
L F

(3.40)

Linke Seite hidngt nicht von der Wahl der Flache bei vorgegebenem Rand L
ab. Rechte Seite wegen div B ebenfalls nicht.

fﬂ-dZZl/rotEdL

(3.40) gilt fiir beliebige F' und L.

Stokesscher Satz
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=-differentielle Form des Induktionsgesetzes:

rot £ = — ﬁ

Q=

(3.41)

Durch Induktion entstehen elektrische Felder, die in der Elektrostatik wegen
rot £ = ¢ unbekannt waren.

(3.40) fiir ruhende Leiterschleifen formuliert. Beliebig bewegte Schleifen:

1 d
E——ZE//E'QCZJC
F

(3.42)

Rechte Seite: wie in (3.40) zeitliche Ableitung des magnetischen Flusses durch
F,

a) durch zeitliche Anderung von B
b) durch Bewegung von L = 0F
Linke Seite: elektromotorische Kraft e

e erzeugt bei Giiltigkeit des Ohmschen Gesetzes wie ¢ edr in (3.40) einen
Strom I = ¢/R (R = Widerstand in der Schleife).

Wir werden € auch als Zirkulation eines elektrischen Feldes Ej,4 schreiben
im passenden Bezugssystem.

Zum Verstindnis von (3.42) betrachte den Spezialfall einer beliebigen beweg-
ten (und dabei auch deformierten) Leiterschleife in einem zeitlich konstanten
Magnetfeld B(r)

SKIZZE!!

—Es gibt kein elektrisches Feld (B konst.!), aber Elektronen im Leiter
spiiren die Lorentzkraft (3.5). F = ¢ -v x B/c. Wirkt genauso wie die indu-
zierte elektrische Feldstéarke.
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B —vxB
ind = v x Bfc (3.43)

Die Zirkulaton € = fL Eina - dr erzeugt wieder Strom I = ¢/R.

Die zeitliche Anderung des Flusses ®(t) = I F(t) B - df erhalten wir folgen-
dermaflen:

Wegen div B = 0 flieit aus dem Volumen, das durch F(t), F'(t + dt), und
die im Zeitintervall dt vom Rand L iiberstrichene Fléche Fr begrenzt wird,
kein magnetischer Fluf3, d.h. :

Ot + dt) + P + (=) = 0
= d® = O(t +dt) — D(t) = —Dp = — //B df
(3.44)

Skizze!
Die Flichenelemente df sind aber durch df = dr x vdt gegeben.

=

B(r) - (dr x vdt)

K
Y
I
hke\

= dt ¢(vx B(r))-dr

SR

= c~dt%ﬂmd'df

L

=(3.42)
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Allgemeiner Fall: Effekt der Lorentzkraft und Induktionseffekt (3.40) addie-
ren sich. Die Ringspannung e kann durch Zirkulation geschrieben werden:

GZ%Eind'dz
L

(3.45)

wobei .
Eng=E+-uvxB (3.46)
&

sich aus realem elektrischen Feld (3.41) und fiktivem 1/c v x B zusammen-
setzt.

Bis hierher erscheint es so, als ob Induktionsphdnomene zweierlei Ursachen
haben konnten. Die Kraft F' = ¢ - E,,, auf ein Elektron setzt sich aus zwei
Anteilen zusammen (3.46). Wie eng diese beiden Anteile verkniipft sind zeigt
erst ein Wechsel des Bezugssystems.

Annahme: Kraftformel (3.46) gelte in jedem Inertialsystem. Die Kraft F'; auf
ein Elektron im Intertialsystem I : F} = q (E; + %Ql X B,). Intertialsystem
I bewege sich relativ zu I; mit Geschwindigkeit v, < c)

—> Galilei-Transformation: v, = v; — v,.

Kraft ist /'y, = F; (beachte vy < ¢!)
Beobachter in I, wiirde Interpretation Fy = ¢+ E, + 1 (v, x B,) wihlen.

—

1 )
Ez = E1 + E(@ X §1 +0 ((?0)2>

B, = B+ O(U_CO>

folgt aus der Galilei-Invarianz des Ampereschen Gestzes

(3.47)

SKIZZE!
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Die Ladungsdichte p(r) bewege sich stationdr mit Geschwindigkeit v;:

(3.48)

Die Stromdichte J(r) = p(r) - v erzeugt nach (3.6) ein magnetisches Feld

1 3,/ / r—r1
By(r) = — [ " J(r) x r— /’3_ v, X By (r)
’ s (3.49)
Der Beobachter in I sieht dagegen nach (3.6) das magnetische Feld
1
By(r) = = (v —v) x Ey(r), dh.
vo X By +0 ((@)2>
¢ (3.50)

Das Transformationsverhalten der Felder fiir groflere Geschwindigkeiten
erlautern wir spater anhand einer Lorentz-Transformation.

Mit der Kenntnis des Induktionsgesetzes konnen wir nun auch die
magnetische Feldenergie verstehen. Folgender Mechanismus macht es erfor-
derlich, beim Anwurf von Strémen Energie aufzubringen:

Die anwachsenden Magnetfelder induzieren elektromagnetische Kréfte, die
den Stromen entgegenzuwirken versuchen (hierbei ist das Vorzeichen im In-
duktionsgesetz (3.40 - 3.42) entscheidend, Stichwort “Lenz’sche Regel”).
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Die Strome leisten gegen diese Kréfte Arbeit: Bei der Verschiebung der La-
dung ¢ um ds im Feld E gewinnt man die Arbeit A =¢- E - s.

Die Stromdichte J = pv gewinnt daher im Zeitintervall 0t, vot = Js, im
Volumenelement 0V, ¢ = pdV, die Arbeit 0A = pdéV E-vdét=J- ESV ot

—>FEs wird die rdumliche Dichte der Leistung

J(r) - E(r) (3.51)

gewonnen, die dem elektrischen Feld (etwa durch die Spannungsquelle) als
mechanische Energie zugefiihrt wurde.

Bekannte Anwendung dieser Formel: Ohmscher Leiter, durch den ein stati-
onérer Strom der Dichte J = o - F fliefit. Die Leistungsdichte J - E = o E? =
J?/o, die der Strom gewinnt und als Wirme abgibt, ist von der Spannungs-
quelle aufzubringen.

n

Wir wollen nun die lokalisierte Stromdichte J(r) = > in kleinen Portionen
v=1
J,, anwerfen.

Beim Anwerfen von J, entsteht ein Magnetfeld B, nach (3.6), (3.10) und
voriibergehend das Feld E, nach ( 3.41). Die schon vorhandene Stromdichte

v—1
>~ Ju(r) gewinntim Feld £, die Leistung:
pn=1

v—1
/ drE,-> J,
p=1

(3.52)




78 KAPITEL 3. DIE MAXWELLGLEICHUNGEN

(b) div(E£, x B,) = B,rotE, — E,r0tB,
=E, - J,=£E, totB, = — div(E, x B,) + =B, rot

(C> rot El/ = _%EV

folgt:

47
c

47
(0 - / &rB
C 47‘(‘ T—H

5 = c
/d TEV ’ i,u (a + b) P (EV X B;L)df

d3r§u rot b,

(3.53)

(Fléchenintegral verschwindet wegen B, oc 1/7%).

Die den Stromen beim Einschalten von J, zugefiihrte Arbeit ist also
v—1 1 v—1
3 _ 3
[t Y=g [en-5 5,

. 1 3
= Gesamtarbeit = % /d r ;Eu B,

wegen
n v—1 1 n 1 n
HIEFDS 53 0
v=1 p=1 v,u=1 v=1

tragt bei beliebig feiner Zerlegung ( n — oo) beliebig wenig bei!
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Offenbar “gewinnen” die Stréme beim Einschalten eine negative Energie. Sie
leisten also eine positive Arbeit gegen die induzierten Felder. Diese Arbeit
manifestiert sich nach Einschalten im Magnetfeld und ist gegeben durch

1
U= g d*r B*(r)
T (3.54)

Die enge Verwandtschaft mit (?7?) ist iiberraschend, da verschiedene Herkunft
der elektrischen und magnetischen Feldmenge.

Durch partielle Integration kann man auch ein Up_si = 5 [ d®rp(r)®(r)
analoges Resultat erreichen:

B* = Brot A=div(A x B) + Arot B

Mit
1 /
aw) = [ 22
c r— 1|
(3.55)
verschwindet
/d?’rdivA X Qzﬁdi"r’A x B
(3.56)
=
1 3
U=o. [d rJ(r)- Alr)
¢ (3.57)
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3.3 Der Maxwellsche Verschiebungsstrom

Bisher gewonnene Gleichungen fiir £ und B:

Quellen:
div E = 4mp (3.58)
(Coulomb)
divB=0 (3.59)

(keine magnet. Monopole)

in sich konsistent, da div X beliebiges Skalarfeld sein kann. Magnetische
Ladungen konnten existieren, sind aber nicht bekannt.

Wirbel:

ol

rot E=~-B

(3.60)

(Induktionsgesetz)

auch in sich konsistent. Fiir Vektorfeld X mufl zwar div X = 0
gelten, aber div B = 0 garantiert diese Eigenschaften.

A
ot B=->J (3.61)
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(Amperesches Gesetz)

bisher nur fiir stationére Strome, div J = 0. Kann wegen div rot
B = 0 auch nur fiir stationédre Strome gelten!

Allgemeiner Fall: J ist durch quellenfreies Vektorfeld zu ersetzen.
Eine Moglichkeit durch Kontinuitétsgleichung (3.2):

. dp

Mit 47p div E ist J + ﬁ E immer quellenfrei

~» Maxwellsche Ergénzung

A 1 .
tB=— -FE
rotf=-rJd+ L (3.63)
Damit sind die Maxwellschen Gleichungen vollsténdig!
: L.
(a) divE =4mp (b) rot E=—- B
c
4 1.
(¢) divB=0 (d) rotﬁz—ﬂl—k—ﬂ
¢ ¢ (3.64)

Konsequenzen dieser Gleichungen experimentell mit hoher Genauigkeit veri-
fiziert.

Beachte Symmetrie bei Vertauschung von E und B, die durch Maxwellsche
Ergidnzung erreicht wurde. Symmetrie bzgl. £ und B wird nur durch Abwe-
senheit magnetischer Ladungen gestort.

~» Spekulation: Welche Gestalt hat Elektrodynamik mit magnetischen La-
dungen?

Gleichungen(3.64)(a,d) unveréndert
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82
c div B = AT P, c’
() —divB W (¢’)
Dichte magn. Ladungen
1. 4
(b) —rot E=—=B— "7 (b
C C

wenn magnetische Ladung erhalten:

div J, + Ggﬂ —0
t (3.65)

=Kraft auf Probekorper der elektrischen Ladung e und magnetischer Ladung
g.

¢ (3.66)

Symmetrie der Maxwellgleichungen erlaubt folgende Transformation:

J = Jcosa+.J, sina, p=pcosa+ p,sina

J, = —Jsina+J, cosa, p, =—psina+ pm,cosa

E = E B si B' = —E'si B

¥ Lcosa+ bsma, D Lsina+ D cosw (3.67)

“2-dimensionale Drehung” 148t Maxwellgleichungen invariant!

Frage (prézise: Ist das Verhiltnis g/e fiir alle Teilchen dasselbe?) nach ma-

gnetischen Ladungen:
Annahme: Ladungsverhiltnis g/e fiir alle Elementarteilchen gleich.
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o J =2 T =" p

“m e

Wihle Drehwinkel « : tga = g/e = in (3.67): J, =0, p/, =0

d.h. magnetische Ladungen und Stréme sind aus den Maxwellgleichungen
verschwunden. Auch verallgemeinerte Lorentzkraft (3.66) reduziert sich auf
die iibliche Form, denn mit ¢ = /€% + g% (=e = qcosa, g = gsina) lautet
sie

¢ (3.68)

3.4 Die inhomogene Wellengleichung

Wir wenden uns jetzt der Losung der Maxwellgleichungen (3.64) zu. Die
homogenen Gleichungen (a) und (b) gestatten die Beschreibung der Felder
durch Potentiale:

div B = 0 = 3 A Vektorpotential:

B=rot 4 (3.69)

(b) =10t E 4 1 B =rot (E + 1 A) = 0 =3 & Skalarpotential:

1 .
E=—-gradd—-A
¢ (3.70)

Durch (3.69) und (3.70) werden (a),(b) identisch erfiillt. Einsetzen der Po-
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tentiale in (a), (b):

(3.71)

Entkoppeln, falls es gelingt Nebenbedingung

div A — E d=0
¢ (3.72)

zu erfiillen.
Dann geniigen ® und jede der drei Komponenten von A der
inhomogenen Wellengleichung

1 9%
AP — - — P = —4
c Ot? s
2
aa 1P am

C 8152 c (373)

Erfiillbarkeit von (3.72):
Umeichung der Potentiale. Mit A erfiillt auch jedes

A =A+grad X (3.74)

mit beliebigem & den Zweck. (3.69) und (3.74) umfassen Unbestimmbar-
keit von A vollstindig (bei vorgegebenem B). Gleichzeitig mufl ® umgeeicht
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werden, damit £-Feld (3.70) nicht bertihrt wird:

P=p—-X
¢ (3.75)

Die Eichtransformation (3.74) und (3.75) gibt an, welche Freiheit man bei
der Wahl der Potentiale hat.

Annahme: Haben irgendwelche Potentiale A, ®. Versuchen sie so umzueichen,
dal A', @' die Bedingung (3.72) erfiillen

1 . 1. 1 .
0=divA — - & =divA+-d+divgrad ¥ — 5 X
C C C

1 02 ) 1.

c (3.76)

X muB also auch einer inhomogenen Wellengleichung gentigen.

Nebenbedingung (3.72) heifit Lorentzbedingung, alle Potentiale, die sie erfiillen,
gehoren zur Lorentzeichung.

Eichtrafos, die verschiedene solcher Potentiale verkniipfen, werden durch
Funktionen erzeugt, die der homogenen Wellengleichung geniigen.

1 2
0 X =0

Y
c? o2 (3.77)
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Aufler der Lorentzeichung gebraucht man oft auch die Coulombbedingung

divA=0 (3.78)

(siehe Magneto-Statik). In dieser Eichung erfiillt ® die Poissongleichung
Aus (3.71) und (3.78) folgt

AP = —47p

(3.79)
also
O(r,t) = /d3r’ Pl )
- _ /
(instantanes Coulomb-Potential)
Vektorpotential gehorcht Wellengleichung (3.71) und (3.78) =
1 02 4 .
Ad— o5 A= —— Jfgrad
¢ ot ¢ (3.81)

Rechte Seite:

Zerlegen Stromdichte J in longitudinalen und transversalen An-
teil (sieche Elektrostatik und (3.14)).
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d=Ji+d, (3.82)
J; (mit rot J, =0, div J; = div J) ist durch
1 div J(r/
5(r) = = 3 wrad [ S
i Lok (3.83)
gegeben (Standardlosung eines typisch elektrostatischen Problems).
Wegen Kontinuititsgleichung (3.2) und mit (3.80)
1 .
Ji(r) = yy grad ®
T (3.84)
und Wellengleichung (3.81) wird zu
1 02 4
I/
ot ¢ (3.85)

Man nennt daher die Coulomb-Eichung auch “transversale Eichung”.

SchlieBlich wird (3.78) auch “Strahlungseichung” genannt, wegen: wir werden
sehen, dafl die Strahlungsfelder E, B transversale Felder sind ( B sowieso
immer). Da —=V® in (3.70) E = -V — 1 A rein longitudinal ist, kann man
® weglassen, wenn man dafiir sorgt, dafl —% A transversal ist. Letzteres wird
aber duch Coulomb-Eichung erreicht!

Losung der Maxwellgleichung fiir Lorentz- und Coulomb-Eichung auf Lésung
der inhomogenen Wellengleichung zuriickgefiihrt.

Es geniigt, die Wellengleichung fiir eine Komponente zu betrachen:
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1 0?

AY— ——1h=4 t
¥ 2 OF2 Tf(r,t) (3.86)
Ahnlich Poisson-Gleichung! Halten uns bei der Losung eng daran.
zeitlich Fourier-transf. Funktionen:
“+oo
@(L w) = / dt e™* Y(r,t)
—+o00
f([, w) = / dt eiwtf(f, t)
o (3.87)

Beachte die Konvention der Vorzeichen in Gleichung (3.87) und (3.88)!

Theorie der Fourier-Transformation: Integral-Trafo reziprok

Y(r,t) =

flr,t) =

+oo
1 . -
d —wt
- we U(r,w)

+oo

- —iwt
o dw e f(r,w)

- (3.88)
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denn:
. oo +oo
P(r,t) = P dw em/dt’ e (r,t)
+oo—oo - +o0
= /dtlw(f,t/)-% /dw =) (3.89)

Verifiziere Darstellung der -Funktion

+00
1 4 /
% dw elw(tit ) = 5(t — t/)

- (3.90)

Fiige in Integral (3.90) konvergenzerzeugenden Faktor e~ hinzu, dann
a—0

“+o00
1

L dw efalt'—t—alw| — = 1 i 1 _ a
27 2r \a—i(t' —t)  a+i(t—1t) m(a? + (t' —1)?)

— 00

Beachte: (3.87) und (3.88) implizieren eindeutige Umkehrbarkeit der Fourier-
Transformation:

Vit : / Y(w)e ™dw =0 = h(w) =0
- (3.91)
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Raumliche Fourier-Transformation:

—+00

i) = [dee i)

o@) = o [ dac 5@
o (3.92)

Beachte die (zeitliche) Vorzeichen-Konvention!

r

(9(r)) amalog §(q) = / & e g(r)

1 3 iqgr ~
o) = G [ dae i)

(3.93)

Raumlich-zeitliche Fourier-Transformation:

+0oco
ow) = [ar [ v e

1 ~ .
P(r,t) = =g | dw d*q ¥ (q,w) e~ iwi—gr)
@) e son

analog fiir f(r,t) «— f(q,w)
Einsetzen von (3.94)b in Wellengleichung (3.86):
Aeldt — —q etar
1 82 —twt w —iwt
c2 Ot? n 2
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¢ (3.95)
bzw.
- At -
¢ — (%)
Suchen Greensfunktion fiir Wellengleichung, d.h. l6sen
A-LEN Gt ) = —am (e — ) 8t — 1)
C2 atQ —r 7= — —
=G(r—r't—t") (3 97)
Fourier-Transformation =
~ 47
LY (3.98)
wobei G(q,w) Fourier-Transformation von G(r,t)
Behauptung:
rechte Seite von (3.97) ist rdumliche Fourier-Transformation von &
Beweis:
Betrachte
) = — (3.99)

(Yukawa-Potential)
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5 —KTr ) 4 R
= O(q) = /dgr € emirr = T [ gpenr sin gr
r q
0
= 4—7T[m /dr e rrtiar
4q
0
—_—
A
= — 3.100
K2 +q? ( )
Mit ) s
K= — (u—)) (also k =— ig) (3.101)
c c
ist
A .
m 3.6 ¢ —iq-r
q2_—(%)2 :/d r . e Wt (3102)
bzw.
1 AT eiigr
g —— etiar == " (3.103)
(2m)? / ¢ - (2) "
Also
1 47 :
G(r,t) = —— [ d Bg ——— milwt=gr)
(r,t) (%)4/ w/ e Bk e
1 ii—r
= 5 dw < et
11 T
— = — | dw e ™% 104
S o [ dwe ) (3.104)
=
Gi(rt) = =6 (t + f)
- r c
(3.105)
Bemerkung:

(3.98) gibt zwei Losungen fiir (3.97), nicht wie Losungen der Poissongleichung
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eindeutig A — c%g—; hyperbelscher Differentialoperationen, «— elliptischer
192

Differentialoperationen A + 5 7.

+oo
Bedeutung der Losung: e~ ~*! auslaufende (¢) bzw. einlaufende (—) Kugelwellen!
Quellen der Wellengleichung (3.97) (rechte Seite) sind zeitlich und réaumlich
punktformig. Explizit:

1
Gi(fat;£/7t/) = ‘7’ _ 7"/‘ 0 (t - |:t/ c :|>
Lok (3.106)

Die Punktquelle am Ort r’ zur Zeit t' ist von einer Kugelwelle begleitet,
die sich bei der retardierenden Losung G nach der Zeit ¢ — ¢’ im Abstand
|r —r'| = ¢ (t —t') von der Quelle befindet. Bei der avancierten Losung G~
lduft diese Kugelwelle ein, und zwar ebenfalls mit Lichtgeschwindigkeit

Gt . "e (bitte erginzen)

Wir gehen nun von (3.95) iiber zur zeitabhéingigen Losung der Wellenglei-
chung (3.86).

1 .~ .
Vet = Gy [ [ aiae) e
1 : d3q = . .
= 5 [t [ G- flaw e

*  (bitte iiberpriifen)/dg’r/ G(r —r',w) f(r',w) (3.107)

*{
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U(r,t) = [ & [ dt Gir —1',t —t) f(r', 1)
/ / (3.108)

* ist Konsequenz des Faltungstheorems fiir Fourier-Transformation.

i(w) = b(w)é(w) = a(t)O/dt’ b(t — —t")e(t)

a(t) = %/dw e “ta(w)
1

- dw e—iwt . (/ dt/ e—iwt’b(t/)> . (/ dt” e—iwt”c<t//))

2
]_ ; / "
= / dt' / di" b(t')e(t") - o / dw e+
™

g

!

=5(t/ -+t —t) =t/ =t —t"

= / dt” b(t —t") c(t") (3.109)

(3.108) ist unmittelbar die Konsequenz der Gleichung (3.97) fiir die Greens-
funktion G; denn Einsetzen von (3.108) in Wellengleichung ergibt

1 82 , , 1 82 ’ / !y
(A_gw> @D(Lt) = /dgT/dt (A-gw) G(f—f,t—t)f(f,t)

J

v~

——Arb(r—1') 8(t—1")
= —dr f(r,t) (3.110)

Bemerkung:

Alle Greensfunktionen G = a G + b G~ mit a + b = 1 sind Losungen von
(3.97). Welche dieser Losungen auszuwéhlen ist, hat man nach physikalischen
Gesichtspunkten zu entscheiden.
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Wenn die Welle v ausschliellich duch die angegebenen Quellen erzeugt wird
(im kausalen Sinne), hat man die retardierte Losung, G = G, zu nehmen.
Da wegen der —Funktion in (3.106) die ¢'-Integration in (3.108) ausgefiihrt
werden kann, lautet die retardierende Losung der Wellengleichung (3.86)

o (3.111)

Hier erzeugt die Quelle f (Versuche) eine Wirkung ¢ immer nur zu spéteren
Zeiten. Dieses Kausalitétsprinzip soll natiirlich immer gelten.

Trotzdem gibt es Probleme, die mit der avancierten Greenschen Funktion zu
l6sen sind. Hat man etwa Quellen f zu Zeiten ¢ mit ¢; < t < t5 gegeben und
die Wellen zu spéteren Zeiten ¢ = t,us(r, t)(t > t3), so erhilt man folgende
Losung:

71 ), gehort eine eindeutige Losung der homogenen Wellengleichung fiir
alle Zeiten, die wir auch 1,,s nennen. (Wir werden die Losungen der homoge-
nen Wellengleichung spéter ausfiihrlich behandeln). Die gesamte Losung ist
dann

(1, 1) = Yaus(r, ) + /d% f( .
- 3.112

lr—r']

. ! t—
wobei f d37° M = 7ﬂavaunciert

|r—r'|

Der zweite (avancierte) Term gibt fiir ¢ > ¢y keinen Beitrag. Schreibt man
dies in der Form ¢ = (¥aus + Yavan — Yret + Uret), SO sieht es wieder kausal
aus.

(wobel (Vaus + Vavan — rey LOsung der homogenen Wellengleichung ist.)
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3.5 Erhaltungssitze

In der Mechanik sind Energie, Impuls und Drehimpuls fundamentale Erhal-
tungsgroffen. Wir untersuchen hier die Gestalt der entsprechenden Erhal-
tungssétze in der Elektrodynamik.

Erinnerung an (3.51): Ein System von Ladungen &ndert seine mechanische
Energie dadurch, daf§ Strome im elektrischen Feld Arbeit leisten. Gewinn an
mechanischer Energie pro Zeiteinheit und Volumeneinheit:

J(r) - E(r) (3.113)

Driicken J durch elektro-magnetisches Feld aus:

1 . c
—-J-E = EE-E—Eﬁfotﬁ
1 . c c
= —F-FE——B-rot E+—div(E x B 3.114
A7 — — Awm — \\rof/_+47r W(_X_) ( )

[o-

—_1
¢

1
J B+ 22 (i) S dvExB) =0

Interpretation: Energieerhaltungssatz. Mit Kapitel 2 und (3.54) erhalten wir
eine zeitliche Anderung der elektrischen und magnetischen Feldenergie-Dichte:

g (3.116)
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i div(&£ x B) ist die Energiestromdichte

dn (3.117)

Pointing-Vektor

mit IE
T“:Ch = /d%i-g, Ered = /d3r u(r) (3.118)

Vv \4

lautet der iiber ein beliebiges Volumen V' integrierte Erhaltungssatz

dEmcch EFcld ﬁ
S-df =0
a Ta o 2U

o (3.119)

In Worten:

Anderung der mechanischen und der Feldenergie in V und der Energieflufl
durch die Oberfliche von V' halten sich die Waage.

Der Vektor der Energiestromdichte S heifit auch Pointing-Vektor und der
Erhaltungssatz Pointingscher Satz.

Bemerkung:

Elektrostatische Energie durch Arbeit von elektrischen Ladungen im elektri-
schen Feld. Magnetische Feldenergie durch Arbeit der Strome in den voriiber-
gehenden elektrischen Feldern beim Einschalten.

Der Unterschied (trotz Symmetrie der Maxwell-Gleichung in £ und B) ist
einzig auf Abwesenheit magnetischer Ladungen zuriickzufiihren. Insbesonde-
re entsteht beim Einschalten elektrischer Felder auch ein voriibergehendes
Magnetfeld, jedoch gibt es eben keine magnetischen Stréme, die in solchen
Feldern Arbeit leisten konnten.
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Impulsénderung eines Teilchens der Ladung ¢ im Feld ist durch

dp

i <E+%X§>

gegeben. Summation iiber Teilchen in einem Volumenelement
= Anderung der Dichte des mechanischen Impulses.

9
e _ 4 = (J x B)

ot (3.120)

Wir ersetzen (wie oben) p und J mittels Maxwell-Gleichung durch die Felder
=

dg 1 9 &
“Zmech E B
{ ot T e 4c 815( 8 N —
B (3.121)
mit
1 1 9 9
i (3.122)
Maxwellscher Spannungstensor
Interpretation:
Ipe (E x B)
Feld e (3.123)

Impulsdichte des elektro-magnetischen Feldes
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Paft gut mit Bedeutung des Pointingvektors (3.117) als Energiestromdichte
zusammen:

elektro-magnetische Strahlung ist aufgebaut aus Elementarteilchen und Pho-
tonen mit verschwindender Masse. ~» relativistische Mechanik. Ey;, = ¢ - | 1_9\

(Ip| ist Impuls, By, = /(mc®)? + (cp)?).
Strahlung bzw. Teilchen mit m = 0 bewegen sich mit Geschwindigkeit c.

Also

S =c*.
- Ireta (3.124)

Die Impulsdichte g tréigt die Energiedichte cg mit sich, und zwar mit Lichtge-
schwindigkeit! cg ist nicht Energiedichte, denn elektro-magnetische Energie
muB sich nicht bewegen. Tatsichlich gilt cg < &= EB < ¢=(E* + B?) = u,
nur ein Teil cg der Energiedichte bewegt sich.

Auf der rechten Seite von (3.121) steht die Divergenz eines Tensors 2.-ter Stu-
fe, des Maxwellschen Spannungstensors 1yg. Dieser beschreibt die Anderung
der Impulsdichte durch FluB des Impulses (Stromdichte einer Vektorgrofie
muf} Tensor sein).

Integrierte Form des Erhaltungssatzes (3.121):

d
E(Bmech + BFeld)Ol - ﬁ Z TCV,B ng df
’ (3.125)

~ T,5 ist B-Komponente der Stromdichte der a-Komponente des Feld-
impulses. T,5 ist symmetrisch (~ bekannte Konsequenzen). Nur div von
I (wie die div von S ) beobachtbar =weder I (noch S) aus Erhaltungssatz
eindeutig bestimmbar.

Impulserhaltungssatz kann u.a. dazu verwendet werden, allein aus den Fel-
dern die Kraft auf der Materie zu berechnen. Durch dhnliche Umformung wie
oben kann man aus
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ol

1
—mech _ g (pE+—JXB)
C

ot

fiir die Anderung der Drehimpulsdichte [, der Ladungen den

Drehimpulserhaltungssatz

8Lmech
( ot

Olraa) = 0 _
ot )a_zﬁxﬁMﬁa—O

herleiten. Die Drehimpulsdichte des Feldes ist gegeben durch

1
éFeld =rXx gFeld - 4—£ X (E X B)

e

und die Drehimpulsdichte

Maﬂ = Z EﬂnyTa'y X 0

v,6=1

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)
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Dyadische oder Matrixschreibweise:
Tensordivergenzen V - I oder V - M:

UASVATYAT OpTin + ...
(02 0y 0.) | TaaTooTos | = | 0T+ ...
IESVESYET: O, T31 + ...
(3.129) schreibt sich dann
M=Txr
und die Integrale Drehimpulserhaltung (L = [, d°r 1)
d
%(Lmech + LFeld) + n - M df =0
Aus (3.122) folgt:
1= (EoE+BoB-1.L (71 B
= Ax \— - - — =2

wobei E o EF = Spalte o Zeile bedeutet.

3.6 Strahlung
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(3.130)

(3.131)

(3.132)

Aspekte der Erzeugung elektro-magnetischer Felder, speziell Wellen, durch

bewegte Ladungen und Strome.

3.6.1 Zeitlich periodische Quellen

(3.133)
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Bemerkung:

Superpositionsprinzip lafit Betrachtung jeder einzelnen Mode w separat zu.
Wie iiblich Realteil von (3.133) nehmen, um physikalische Groen zu erhal-
ten.

= Lorentzeichung
1 Jr t o
Alr,t) = —/d3r’ /dt’ (t )6(t—t’—‘£ f‘)
¢ v — 1| c
1 pil—r'|
— - d3 /J / . —wt
c/ ) r—r ©
—4w (3.134)

Man unterscheidet drei Léangen:

a) raumliche Ausdehnung d der Quellen
b) Wellenléinge A = 27c/w der ausgesandten Strahlung

¢) Abstand r von der Quelle

Wichtiger Fall: d < A (Atome, Radiowellensender).

Weiterhin sind drei Zonen zu beriicksichtigen:

1) Nahzone (r < A)
2) Zwischenzone (r ~ \)

3) Fernzone (r > \)

Nahzone: ¢|r —r'| < 1 =Exponentialfunktion in (3.134) entféllt. Felder dort
sind die nicht-retardierenten Felder, oszillieren nur.

Fernzone: |r —r'| =r — sz’ +0(1/r)
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=
Alr) = = /dgrl J(r!) ee
“ (3.135)
Wobeiezjr die auslaufende Kugelwelle,J(r") die Richtungsabhingigkeit be-
zeichnet.

Fiir d < A: Entwickeln Exponentialfunktion in (3.135). Untersuchen ersten
auftretenden Term.

/d3’l“ll(f/) — —/d?”f‘, f/(Vil)
— —z'w/d?’r' ' p(r')

= —iwp(bittetiberpriifen) (3.136)

Mit

ol&

(3.137)

folgt

Alr) = —ikpe™ /r (3.138)
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Berechnung der Felder, fithrenden Beitrag durch Diff. von e*". =

= K(r/r x p)e™"/r
Bxrfr

Iy I
|

(3.139)

Dipolstrahlung

Abgestrahlte Leistung;:
Pointing-Vektor S = ;= (E x B) « benutze fiir £ und B reelle Felder.

2
B (r,t) = X (Rcpcos(kr — wt) — I'mp sin(kr — wt))

Analog E(r,t).

Zeitlich ermittelte Leistung:
vy ey Y
(0052(k7° — wt) = sin”(kr — wt) = 5+ sin (kr —wt) = O)

pro Raumwinkel (Leistungsdichte auf Einheitskugel).

8w B (3.140)

mit £ und B aus (3.139).
Mit
{[(rxp)xr]x(rxp")}-r = [(zxp)xr]-[(rxp") xr] ie.((axb)-c=a-(bxc))

folgt

e 8%k4 (o xp)>af (3.141)
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n=r/r

2

Wegen |(n x p) x n|*> = |p—n(n-p)|* = [p|* — |(n- p)|* erhilt man fiir die

gesamte abgestimmte Leistung

ck?
Ptotal = /dQ A(Q) = ? |£|2
(3.142)

Beispiel fiir elektrische Dipolstrahlen: Linearantenne mit symmetrischer Spei-
sung

I(Z)efiwt — IO . < o ZC|ZZ|> efiwt
(3.143)

Skizze fehlt!

Kontinuitétsgleichung: Linienladungsdichte p’(Ladung pro Léngeneinheit) ent-

+ .
lang beider Antennenarme: p'(z) =— 2o (+: positive z-Werte, - negative
z-Werte.

Dipolmoment parallel zur z-Achse
d/z
ilod
p / 22p(2) = o~
e (3.144)

=Winkelverteilung der abgestrahlten Leistung j—g — & (kd)? sin?

32me
Ig(lcd)2

Gesamtstrahlungsleistung p = 5=~ (kd ist quadratisch in der Frequenz.)
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3.6.2 Vorgeschriebene Trajektorie

Wir untersuchen nun (Punkt)-Teilchen der Ladung e auf vorgeschriebener
Trajektorien r,(t):

p(r,t) = ed(r—ry(t))
J(r,t) = euw)d(r—ry(t), v="i

(3.145)
Also retardierte Potentiale:
, 1 ;e —re(t)
P = _
(r,t) e/dt @) (5(15 t c
¢ Ir = ot ¢ (3.146)
Wegen
S(f(t)) = p o(t — to)
mit f(tg) = 0 ist
5 (t_t,_ |£—£o<t)\)
c
= 5(t' —to(t,r)) - =TT
|£—EO| c (3148)
wobei
g 1 L olt)l _
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implizit d - f. (bitte tiberpriifen)

Einsetzen von (3.148) in (3.146) ergibt die Liénard-Wiechert-Potentiale

=o)L =1~ vy(to) /)

¢ |z = 1o(to)[(1 = - wy(to) /¢) (3.149)

Gestatten Berechnung der von den Teilchen emittierten Strahlung (Lorentz-
Eichung).

Beispiel: Hertzscher Dipol:

+
Paar von Punktladungen — e, Abstand r, = r,(¢). = Dipolmoment

p(t) = —ery(t)
_ o Ro(t) ()
und ev(t) = —e 5 +e 5 = p(t)
Definition:
Ar=(t'):= r— foétl) , Art(t) = r+ Zoét/) (3.150)
=mit
R(f) = — L o Ar=(#)]
A (t)] = Ar— (1) - =5 ’
b(r,t) = —eR (t)+eR"(t)
Alr,t) = _Z iOgy)R(t) +§ %(t,) t=t— M (3.151)

Néherung:
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1) Ausdehnung |r,| des Dipols klein gegen Abstandsvektor |r| |r,| < |r]
+
=Ar (t)=r

2) Wellenldnge A klein gegen Maximalausdehnung |rg*™| =2 ~ 2?“:}{ =
rmaxw 2,r.max
07rc = g\ <1
=
y t/ Y t, r _r
Alr, 1) = & Tl ) 20, r 20D (3.152)
c |r| cr c r
unter Vernachléssigung quadratischer Terme in .
Lorentz-Eichung:
1 9 B pt—1)
dvA+- —=0— — =-V.=/—= 3.153
VAT ot r (3.153)
=
Dt — T _r
CD(KJ):—V-/dtu - _v.u
r r
p-r p-r
= =—& 4= 3.154
cr? * r3 ( )

Nahzone r < A = ® = £ bekanntes (statisches) Dipolpotential.
=Retardierung vernachléssigbar.

Fernzone: Der zweite Term geht schneller nach Null (~ 1/r?) =>vernachl.
Einsetzen der Pot. in Felder:

or 1
<I>N]—?—2_o<_
cr T
1 0A p p 3@-r)r (p-r)r 3(@-pr p
E:———_—VQ):_;_; — — = =
— c Ot c2r  cr? + crd + 2r3 - ro 3

X r DX T
B=potA=E ~ B2 (3.155)



3.6. STRAHLUNG 109

Nahzone: (r < A): Hohe Potenzen im Nenner dominant

3 .
g - o p
T5 7»3
Xr
B = £ -
cr (3.156)
= stat. Dipol

Fernzone: (r > \A): Hohe Potenzen im Nenner vernachlassigt

p @-r)r 1

£ = _ﬁ—i_ 23 23 (]'_ij)Xf
DX T
B = ]_)22_
e (3.157)

= (r, E, B) bilden in Fernzone ein Orthogonalsystem, und E und B haben
den gleichen Betrag

E = Bx-
r
B = -Ex-
" (3.158)
3.6.3 Pointingvektor des Dipolfeldes
Fernzone:
¢ L _“xB.BE_° (.t
§=E(§X;)X§—4ﬂ (B E)T gy (B T)E (3.159)
¢ (pxr)?

wegen B Lrist B-r=0= = —

=S
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Also

Ameir? (3.160)

o 2 in Fernzone, wichtig fiir Energieerhaltung.

Y =0,7 : S=0: Dipol strahlt in Schwingungsrichtung nicht!

p =0 =S5 = 0 d.h. ohne Beschleunigung keine Energieabstrahlung «—
Bremsstrahlung.

Nahzone:
S=-(ExB) = ﬁ(%-%%@;gz
= L GE ) (X r)
— 47Tlr8(3(p-r)r><(gxz)—rzng(éxz))
- ng 8- r)r(p—(-pr)= @ pp—(p 1)}
- 4m=s (2 (p-1)r*p — ppr? (Bcos ¥ + 1)1} (3.161)

Komplizierteres Verhalten als im Fernfeld

Gesamtbetrag der abgestrahlten Energie pro Zeit — Fernfeld:
Mittlere Energie der Stahlung, die der Dipol wéhrend einer Schwingungsdau-
er T' durch grofle Kugel mit Radius R abstrahlt:

w27 T
:—//SRR2dQ——/dt// e sin ¥ sin ¥d,, =3a7 /
o
fg(t—z)
(3.162)
Fiir harmonische Schwingung:
_ : _r _a poT . E mtep?
p=posinw(t—)=E=—5- = & (3.163)

w:z%',oT:S

=Wieder x a*
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3.6.4 Elektrostatik in Materie (dichte Medien)

E = gemitteltes, makroskopisches elektrisches Feld
VXxE=0 = 30 : E=Vo

elektrisches Feld verzerrt Molekiile, Atome =-Multipolmomente &ndern sich

Dominierenden Multipol: Dipol =-es entsteht elektrische Polarisation P (Di-
polmoment pro Volumeneinheit)

P(r)=) Ni<p> (3.164)

wobei N; die mittlere Anzahl der Molekiile des i-ten Typs pro Volumenele-
ment und p; das Dipolmoment der i-ten Molekiilart im betrachteten Medium
bezeichnet.

p(r) =) N; < e > +ppei (3.165)

2) Ay (3.166)

entspricht Pot. einer Ladungsverteilung p — V- P =

V-E=dr(p— V-P ) (3.168)
Polarisationsladung
mit
D:=E+A4nP (3.169)
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3.6.5 Magnetostatik in Materie

V - B = 0 fiir gemittelte magnetische Induktion

Molekiile besitzen magnetisches Moment =-makroskopische Magnetisierung
bzw. magnetische Momentdichte

M(r) =Y N; <m; > (3.170)

wobei N; die mittlere Anzahl von Molekiilen des Typs ¢ pro Volumeneinheit
und m; das mittlere molekulare Moment eines kleinen Volumens bezeichnet.

Wie in der Elektrostatik:

AA(r,r') = —

1 J(r') M) x (r—1)
Alr) = = [ & — e
) C/ "Ne-o1" =P
:M(tl);r llzjf’\
1 1
= —/d?’r’ J+ eV x M(r') (3.172)
A & x M)

=: Jjs effektive Stromdichte

Damit Aquivalent der mikroskopischen Gleichung V x B = %J

4
T4 4nV x M (3.173)

Cc

VxB=

Definition:
Magnetisches Feld:

H=B—drM =V xH= "7
¢ (3.174)




Kapitel 4

Elektrodynamik in Materie

4.1 Maxwellgleichungen in Materie

Anwesenheit von Materie «— Strome und Ladungen innerhalb dieser Materie
(abhéngig von Beschaffenheit, Temperatur, auch von B und E).

Atomistische Vorstellung von Materie: aufgebaut aus geladenen Elementar-
teilchen, Felder beeinflussen deren Bewegung.

Reaktion der Materie auf elektromagnetische Felder (atomistische Beschrei-
bung durch quantenstatistische Theorie der Materie) <= Theorie der Materie
sprengt den Rahmen der Maxwellschen Theorie.

Umgebung bzw. Abtrennung einer Theorie der (kondensierten) Materie von
M.-Theorie durch phdnomenologische Maxwellgleichungen in Materie.

Zerlegen Ladungen und Strome in je zwei Anteile

p(r,t) = p™(r, A) + p™(r,t)
J(r,t) = J™(r,t) + S (r, t)

(4.1)

ex bezeichnet extreme Anteile, i.a. aulerhalb der betrachteten Materie, ma-
nipulierbar.
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mat bezeichnet innere Anteile, i.a. nicht manipulierbar, Reaktion der Materie

Zerlegung nicht eindeutig, kann der jeweiligen Fragestellung angepaf3t werden
(D...-Metall)

Verwenden p™* und J™** zur Definition einer

Polarisierungsdichte P und Magnetisierungsdichte M.

P und M = 0 auBerhalb Materie, die p™* und J™* trigt.

Beachte: p™® und J™' geniigen (wie p und J) Kontinuitétsgleichung.

mat
00" divm = 0
ot (4.2)

Zur Konstruktion von P und M : Unterscheide zwischen stationdren und fluk-
tuierenden Anteilen

X(t) = Xotat + Xauk(t) (4.3)

wobel Xat zeitl. Mitteln. und Xgy zeitl. Mittel verschw. ist und beide An-
teile auBlerhalb Materie verschwinden!

Fouriertransformation:

X(w) = 27 Xgar 6(w) + Xpux(w) (4.4)

=(4.2) FT:
—iwpm N (W) + div]™ (W) = 0 (4.5)
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Definition: zunéchst Py, (t) durch

0

o Paaclt) = Rt

oder

.= ~mat
—iwPgu = Jauk

legt Pg. eindeutig fest, verschwindet auflerhalb Materie.

Wegen (4.2) und (4.1) gilt

0 ad ..
Eﬂﬁuk = _adlvﬂﬂuk
oder
—l'wﬁgluaﬁ = —inﬂuk
=
divPgg = —Phuk

(Beachte Ahnlichkeit mit Maxwell-Gleichung div E = 47p, aber i.a.

rot Py # 0).
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Wir betrachten nun stationire Anteile von p™* und J™**. Auch hier streben

wir an

: _ mat
div Bstat = ~Pstat

Wegen P = 0 auBlerhalb der Materie mufi Q™ = [ d®rp

jedem zusammenhédngenden Materiestiick.

mat

(4.10)

ot = 0 sein auf
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~» konnen keine Gleichung analog zu (4.6) fordern, pgas und J,, sind vollig

unabhiingig. Wegen div J%2' = ( fordern wir stattdessen

sta

Definition von M:

crot M = Ji (4.11)

Die so definierte Magnetisierungsdichte M ist rein stationér.

Oft wird man gewisse Teile von J™% (s. spiter) lieber durch eine Magneti-
sierung statt durch eine Polarisierung beschreiben.

~» Entferne entsprechende div-freie Anteile aus J%X in (4.6) (beachte: davon
wird (4.9) nicht beriihrt) und fiige sie zur rechten Seite von (4.11) hinzu.

Losbarkeit von (4.10) und (4.11):
Dazu notwendig sind

Q™" =0, div J3a =0 (4.12)

Physikalische Bed. von P bzw. M:

Dichte elektrischer bzw. magnetischer Dipolmomente

Hierzu: Dipoldichten P bzw. M erzeugen dasselbe Potential ¢ bzw. A wie
die Ladungsdichte pp := —div J bzw. die Stromdichte J,; = crot M.

Dipolmoment p = P(r') - Av im Volumenelement Av am Punkt r’ erzeugt
bei r elektrostatisches Potential

(4.13)
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= Gesamtpotential

p(r) = /d37°’ P(r') - V’_l )

o / dgr,&z’ﬁ _ / oy o) (4.14)

da P = 0 auflerhalb der Materie.

Analog erzeugt Dipolmoment m = M (r")Av das Vektorpotential

aw = for e (v—Lr)

J/

-~

T (VXM () -V x (1)

|r—r |r—1

/ g Y XM) L / gyt L) (4.15)

r— '] ¢

da M = 0 auBerhalb der Materie.
Damit Bed. der Losung von (4.10) und (4.11) geklért.

Heuristische Konstruktionsvorschrift:

mat

Jede Ladungsverteilung piat mit der Eigenschaft (4.12) kann aus lauter Di-
polpaaren aufgebaut werden = P. Jede div-freie Stromdichte J3a (4.12)
kann aus lauter kleinen Kreisstromen aufgebaut werden. = M (Amperesche
Molekularstrome)

Fassen fluktuierende und stationédre Anteile zusammen:

0
P = —div P, J™ = aﬁ—l— crot M

(4.16)
Eingesetzt in inhomogene Maxwellgleichung;:
div E = 47(p® + p™*) = 47wp™ — 47 div P
10 AT aT 47 0
tB—- —E=—(J"+J™) = —J"+ —— P+4rrot M (4.17
v e c ot — c(_ + 27 c_+cat_+7rro_( )
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P und M sind so definiert, daf§ sie sich leicht mit £ und B zusammenfassen
lassen. Dabei entstehen die Kombinationen

D=FE+drP (4.18)
D = Dielektrische Verschiebung
und
H=B—-4tM (4.19)

H = magnetische Feldstédrke und B = magnetische Induktion

= inhomogene Maxwellgleichung

rot H — EQQ = 4—7T_ex
Auflerhalb Materie:
D-E H=B 21)

Zusammenhang zwischen D, H und E, B in der Materie wird durch Eigen-
schaften der Materie bestimmt «— Theorie der Materie

Einfachster, aber mit Abstand wichtigster Fall:
Matrie reagiert linear auf die Felder £ und B. Reaktion der Materie durch
lineare elektrische bzw. magnetische Suszeptibilidt beschreibbar.
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Homogene(d.h. translationsinvariante) Medien: allgemeinster Zusammenhang

+oo
B(£7 t) —_ /d3T/ / dt/ éel(f—fl,t —t/) E(flat/)
R3 —o0

M = X" H
= (4.22)

enthélt

a) Moglichkeit der Anisotropie (bei Kristallen oder fl. Kristallen).

b) zeitliche Retardierung (immer X = 0 fiir ¢ < t'). Werden sehen: dquiva-
lent einer Frequenzabhéngigkeit von X

c) rdumliche Nichtlokalitét (r’ # r) = Abhéngigkeit von X von der Wel-
lenlénge oder Wellenzahl.

Zeitliche und rdumliche Fourier-Transformation, z.B.

+o00o
P(g,w) = / dr’ / dt P(r,t) =7 (4.23)

Wegen Translationsinvarianz des Mediums in ¢ und r

~ ~ el ~
422 atung?eorem P 7w — X ,w . E ,w
(4.22) ruttngach (¢,w) =X (¢,w) - E(q,w) (4.24)

d.h. fiir Fourier-Transformation ist lineare Reaktion einfach multiplikativ.
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Natur der (r,t) bzw. (¢,w)-Abhéngigkeit von X anhand eines atomaren Mo-
dells der Materie leicht verstehbar:

Das E-Feld bei 1’ beeinfluft die Bewegung der Elektronen am Ort r. Der
EinfluBl erstreckt sich aufgrund der Bewegung der Elektronen iiber ein ganzes
Atom oder Molekiil.

=Polarisation bis r beeinfluit mit |r — r’| einige atomare Léangen.
=X (r — r’) nimmt stark ab, sobald |r — 1’/| > als atomare Léngen.
Entsprechend X(q), sobald |g| < 1/einige Atomdurchm.

Da Licht eine Wellenldnge von einigen tausend Atomdurchmessern besitzt,
wird man fiir Licht praktisch ¢ = 0 setzen konnen.

Analog: typische Retardierungszeiten mit atomarer Schwingungsdauer zu
vergleichen.

=X dndert sich drastisch mit der Frequenz w, sobald w die GréBenordnung
atomarer oder molekularer Frequenzen erreicht.

~> Suszeptibilitét fiir Licht nicht gleich der statischen (w = 0) Suszeptibilitét,
da im Infraroten molekulare oder kristalline Schwingungsfrequenzen liegen.

Im folgenden werden wir ~ in den Gleichungen weglassen - aber es ist stets
eine Fourierzerlegung gemeint. ( z.B. E ist E(r,t) = E(q,w) ™" gemeint,
also eine bestimmte Fourier-Komp. des Feldes).

Definition: Dielektrische Funktion e

Wegen (4.18) und (4.24) ergibt sich

e(g,w) = L+ 47X (q,w) (4.26)

Man kann die lineare Reaktion der Materie auch durch ein
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verallgemeinertes Ohmsches Gesetz ausdriicken:

imat = g(q> w) 1))

(4.27)
dynamische Leitfdhigkeit
Mit (4.6) [Py = Jii] -
o(q,w) = —iwX(q,w
a(q,w) X (g, w) (4.28)
Definition: magnetische Permeabilitat:
B=u-H
= (4.29)
Mit (4.19) und (4.22) [H = B — 47 M, M = X™¢H] folgt
p=1+dmxm
= - (4.30)

Beachte verschiedene Behandlung elektrischer und magnetischer Felder bei
der Definition von X und von € und p! Es ist nicht M = X™*B wie in
P=X"E.

Durch diese (iiblichen) Definitionen wird die Beschreibung dielektrischer und
magnetischer Phianomene um vieles analoger. Grund: Maxwell-Gleichungen
fiir £ und H geben Wirbel an, wihrend sie fiir D und B die Quellen nennen.



122 KAPITEL 4. ELEKTRODYNAMIK IN MATERIE
4.1.1 Randbedingungen (in Materie)

Aus der Vakuum-Elektro-Dynamik kennen wir Stetigkeits- und Sprungbe-
dingungen fiir die Felder £ und B an Grenzflichen (siehe Kapitel I und II).
In Materie sind einige dieser Bedingungen zu modifizieren.

(1) 1 1
rot E=—-B— fﬂﬂdzz——//ﬁ-df
C C -
L F

a — 0, Linfinetesimal wein [-(E;—E,) = F-B — 0, da B beschrénkt, keine §-Zacken!

=
FEiang stetig (4.31)

(2)

divﬁzo:ﬁﬁ-dizoz(ﬁz—ﬁl)']?
oV

=
Brorma stetig (4.32)

(3)

div D = 47p™

=
(QQ - Ql) n= 47.‘_0.8)( (433)
Bedeutet in vielen Anwendungen, dafl | D,oma stetig | , da 0 = 0 aber

meist o™ £ (.
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(4)
rotH——JeX—l— D:> H - dr— Tex / D- df

C

Hier ist Vorsicht geboten!

Man erhilt Ergebnis analog zum Vakuum (n x (B, — B;) = **K) nur dann,
wenn fir a — 0 der FluB [f P D-d S des Verschlebungsfeldes verschwindet.
Dazu darf die Polarisierung P keine Oberflachenbeitrége haben.

Die Zerlegung J™* = JPo' 4+ J™%  (div J™% = 0) muB also derart sein,
daB JP' keine Oberflichenstréome enthilt. Dann bekommt auch P (P = JPo!
keine d-Zacken an der Oberfliche.

Unter diesen Bedingungen:

4
ﬂx(ﬂz_ﬂl):_ﬂf(ex

¢ (4.34)

bedeutet oft

Hiang stetig (4.35)

4.1.2 Randwertprobleme

Zusammen mit der Materialgleichung (4.25) und (4.29) gestatten die Maxwell-
Gleichungen (4.20) und (4.21) und die homogenen Gleichungen (3.64, b und
c¢) die Bestimmung der Felder bei vorgegebenen externen Quellen.

Auch die Losungen von Randwertproblemen, bei denen Teile dieser Quel-
len durch Randwerte ersetzt werden, ist durch diesen Satz von Gleichungen
bestimmt.

Wir diskutieren das Prinzip der Losungen kurz anhand der Probleme einer
dielektrischen Kugel im homogenen Feld und einer
para- oder diamagnetischen Kugel im homogenen magnetischen Feld.
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Wegenrot E =0 dp : £E=Vyp
D =

AuBerhalb Kugel: E ~ D = Vp auflerhalb
In der Kugel: D = ¢E ~ D = ¢V innerhalb
Wegen p™* =0 = divD = 0 =¢ innen und auflen harmonisch (Ap = 0) ~»

Wie bei Metallkugel ¢(r,9) = i(Alrl + Bir!) B(cos )
(P(cos?) = Legendre—PolynorrlSO
Randbedingungen an Kugeloberflache:

FEiang| o stetig

Dnormal | 0K Stetlg (q)ex - 0)

Reicht zur eindeutigen Bestimmung der Lésung. Man findet, dafl Fyoma und
Ftang springen, d.h. E hat wie erwartet Quellen an der Oberfliche und D hat
dort Wirbel.

Es zeigt sich eindrucksvoll, wenn man die Feldlinien der Zusatzfelder £ — £,
und D — E, zeichnet.

In der Kugel hat £ — E,, die zu E, entgegengesetzte Richtung (entelektrisie-
rendes Feld), D — E die gleiche Richtung,.

Behandlung der magnetischen Kugel analog.

4.1.3 Elektromagnetische Wellen

Betrachten nun Propagation elektro-dynamischer Wellen im (homogenen)
isotropen und nichtdispersiven Medium:

e(w)=¢

1sotropen :
P { pw) = p

nichtdispersiven : {

Vakuum, Fliissigkeiten, kubische Kristalle, polykristalline Medien: isotrop,
aber nichtdispersiv nur in begrenzten Frequenzbereichen fern von Absorpti-
onsfrequenzen. ~» ¢ reell.

Freie Wellen geniigen dann den 4 homogenen Wellengleichungen: p = 1, da
gesamter dynamischer Response in P (d.h. B = H)
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10
divD =edivE =0 rotF + P B=0 (4.36)
C
dvB=0 1otB--2E=0
cOot

Mit rot rotEl = grad divE — A E und rot rotB = —A B folgt, daf} alle
Kartes. Komp. von £ und B einer Wellengleichung geniigen:

vior (4.37)

mit der Geschwindigkeit

v=c/n , n=/c

(4.38)
Spezielle Losungen sind ebene Wellen
— ptkr—wt
ulr,t) = e (4.39)
wobei der Wellenvektor £ und die Frequenz w gegeben sind durch
w=vk =ck/n = ck/\e (4.40)

Welle propagiert in Richtung k£ mit der Geschwindigkteit v, Wellenlénge ist
A=27/k.

Theorie der Fourier-Transformation ~» alle Lésungen von (4.37) lassen sich
als Uberlagerung um ebene Wellen darstellen.
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=Fiir eindimensionale Wellen (d.h. alle k parallel): allgemeinste 1-dim. ebene
Welle gegeben durch (s.Ubg.)

Up(r,t) = f(n-r—vt) + g(n-r+ovt) (4.41)
(k=k-n), fund g beliebig.

Beide Wellenziige f und ¢ propagieren unverformt, da Wellengl.
a) linear
b) dispersionslos

Bei nichtlinearen und bei dispersiven Medien verformen sich i.a. die Wel-
lenziige. Dispersion und Nichtlinearitdt = solitdre Wellen oder Solitonen.

Wir suchen nun Losungen von (4.37) der Form

B(r.f) = B B(r.p) = B0

E und B beliebige komplexe Vektoren, physikalische Lésung besteht aus dem
Realteil (oder Imaginérteil) von (4.42).

Wegen div £ = 0 und div B = 0 folgt

n-E=0 , n-B=0

(4.43)
d.h. die Wellen sind stets transversal. Wegen
1
rotE——gﬁzo folgt Exﬂzfﬁ (4.44)
cot c

also

[y
!
B
IS
X
=

(4.45)
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d.h. E und B stehen tiberall senkrecht aufeinander.

Beachte E, B sind komplex.
Fiihre reelles rechtsorientiertes Dreibein (ONS) g, &5, €5, n ein:

= E1§1 + E2§2 (446)

1))
B = Bl§1 + BQ§2

E4, E5 sind komplexe Zahlen.

Wir diskutieren nur E weiter. Wir zeigen nun, daf el. Feldvektor £ Ellipse
beschreibt, wenn r oder ¢ variiert wird.

Zerlegen E; in Betrag und Phase: E; = e;e"

Betrachten reelle physikalische Feldkomp.

E;(t) =Re (E e’” e = € cos(T + (5j)) mit 7=k(n-r—ovt) (4.47)

Dies ist Parameterdarstellung einer Ellipse

L = (4.48)
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Man kann g; und g, immer so wéhlen, daf sie in Richtung der Hauptachsen
der Ellipse zeigen. Fiir komplexe F; bedeutet dies, daf} sie orthogonal sind:

_ 0 _ 0
1 — 9 - .
EL=e1e”, By = +ege (4.49)

Damit folgt fiir die physikalischen Ausdriicke

Ei(r) = ercos(t +0) ,  Es(r) = Fegsin(r +9) (4.50)

Parameterdarstellung einer Ellipse in Hauptachsenko.

Die Welle heifit demnach elliptisch polarisiert.

Spezialfélle: (1) e; = 0 oder ey = 0 : linear polarisiert
(2) e; = ey : zirkular polarisiert

In komplexer Formulierung bedeutet lineare Polarisierung E;/FE; reell (E;
von Ej gleiche Phase), zirkulare Polarisierung E;/FE, = =i gleicher Betrag
(90° Phasenversch.)

Durch Uberlagerung von zwei linear unabhingigen Wellen ist jede Polarisa-
tion erreichbar.
Zwei linear, orthogonal polarisierte Wellen =-

(1) phasengleiche Uberlagerung — wieder lineare Polarisation

(2) gleiche Amplitude 90° Phasenverschiebung — zirkulare Polarisation

Umgekehrt: Durch zwei zirkular polarisierte Wellen sind alle Pol. durch Uber-
lagerung erzeugbar. Wellen mit Umlaufsinn geméfl Rechtehandregel (bzgl.
Ausrichtung) heilen linkspolarisiert oder von positiver Helizitét.

Obige elektro-magnetische Wellen sind weitgehend realisierbar mit
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(a) Radiowellensendern

(b) Lasern

Andere Quellen: Uberlagerung vieler verschiedener ebener Wellen. Notwendig
fiir die Realisierung ebener Wellen:

1. Unendliche Ausdehnung und perfekte Ebenheit: auf natiirliche Weise
eingeschrankt. Makroskopische Dimensionen (3> \) zufriedenstellend.

2. Monochromasie: in vielen Fallen erreichbar.

3. Eindeutige Polarisation: leicht erreichbar.

4. Kohirenz: Natiirliches, sehr gut monochromatisches und eindeutig po-
larisiertes Licht besteht aus Uberlagerung relativ kurzer Wellenziige.
— nur fiir kurze Zeit phasenkohérent. Laser- und Radiowellen um viele
GroBenordnungen grofiere Kohérenz. Unterschiede in der Kohérenz zwi-
schen monochromat. natiirlichen Licht und Laserlicht nicht im Fourier-
spektrum auszumachen. ~» statistische Beschreibung, Aussagen {iber
Amplituden- und Phasenfluktuationen.

Brechungen und Reflexionsgesetze

Wir diskutieren nun das Verhalten einer ebenen Welle beim Ubergang von
einem in ein anderes Medium.

Ebene Welle mit Wellenvektor £ propagiere in einem Medium mit Dielektri-
zitdtskonstante € und Permeabilitédt p, d.h. Brechungsindex n, und treffe auf
Grenzflache zum Medium mit Dielektrizitatskonstante &', Permeabilitat p/,
d.h. Brechungsindex n’ = y/¢y/. Bekanntlich entstehen i.a. eine gebroche-
ne Welle im gestrichenen Medium und eine reflektierte Welle. Notation —
Zeichnung
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(a) einf.: E=E, ekt  B= %@ x E (4.51)
(b) gebr. : E' = B} &= E:%EXE (4.52)
(C) l"eﬂ. . E” _ E/O/ 67;(E//,£—w//t) ’ EU — %E// % E” (453)

Da damit die Maxwell-Gleichungen erfiillt sind, miissen diese Wellen
zu allen Zeiten ¢ und iiberall auf der Grenzflache gewisse Randbedingungen
erfiillen.

Er—wt=K -r—uJt+m2n=k r—uw"t+me2n Vt, Vr
mitr-e, =0

= r=0=w=u=u" (4.54)
w w n n
tzo:k:k”zzn : k’z;n' (oder =5 = 77)
fvrre,=0 @ kr=k-r=kr (4.55)
= k—-K)r=Fk-E)1r=0
= k- e, , (E—E"]le,
auBerdem k xe, =k xe,=k"xe, (4.56)

(4.55) = k sin(a) = k' sin(B) = k" sin(«’) mit (4.54) folgt daraus das

Reflexionsgesetz o = o (4.57)
: /
Brechungsgesetz :22;; = % (Snellius) (4.58)

Sehr allgemein, fiir Losungen beliebiger Wellengleichungen giiltig. Kinemati-
scher Aspekt. Nun dynamische Eigenschaften, £, und B, wichtig.

Stetigkeitsbedingungen

D, stetig = [e(E,+ Ej) —'E})] -e, =0 (4.59)
B, stetig = [k x Eq+ k" x Ej — K x Eg] e, =0 (4.60)
(4.62)

1 1
H, stetig = |— (kx Eg+E' x Ef) — =k x Ej| xe,=0
[t 1

11
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Betrachte Spezialfélle (allg. Fall geht daraus hervor):

(1) E, senkrecht zur Einfallsebene:
(d.h. senkrechte Papierebene in Skizze)

B = Be, x k
Ey = Ege, x k

Dann (4.59) automatisch erfiillt.
(4.61) = Ey+ Ef — E; =0
also auch (4.60) erfiillt : e, x k(Eo + Ej — E}) =0

1
ILL/

1

= p k cos(a)(Ey — Ef) — I k' cos(B)E, =0

n n’
= . (Eq — Eg) cos(a) — 7 Ejcos(8) =0

(4.62) = — [(k-e,)Ey+ (K" e,)Ep) (k' -e,)E; =0

e
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Auflésen nach Ey und Ej :

Ey _ 2\/e/p cos(a) mit&58) 2 sin(f3) cos(«)

By \/e/p cos(a) + /' /' cos(B) p=p! sin(a + )

By \e/p cos(a) — €'/ cos(B) mit&)E)S) sin(f — «a) (4.63)
Eoy  \/e/u cos(a) + /€' /i cos(B) p=p! sin(a + () .

Fresnel’sche Formeln

(2) E, in der Einfallsebene:

(4.60) automatisch erfiillt.

(4.61) = (Eg — E{) cos(a) — Efcos(8) =0
(462)=> (n/)(Fo + BY) — (0 /1) By = 0
(4.59) ebenfalls erfiillt.
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Auflosen =
Ey _ 2+/¢/pcos(a) . 2sin(f) cos(a)
By \/e'/i! cos(a) + \/e/p cos(B) w=w' sin(a+ ) cos(a— )
Eq _ e /i cos(a) — \/e/ucos(B) . 2tan(a — ) (4.64)
Ey ' /i cos(a) + /e/p cos(B) w=w  tan(a+ ) .

Fiir senkrechten Einfall (1) und (2) identisch.
Dann:

E| 2 2n
- = - RN ;
Ey u—,gl—l—l u=p’  n+n
we
pe’
E! %_1 n —n
met=— = = (4.65)
= n+n
o T
we

Im folgenden sei ' = pu.
Fiir n’ = n ist a = [, also gibt es keine reflektierte Welle, klar.

Brewster-Winkel: einfallende Welle in Einfallsebene polarisiert (d.h. (2)),
dann ist | B =0 |(d.h. kein reflektierende Anteil), wenn tan(a + 3) = oo

d.h. a+ 8 =7/2 = sin(f) = cos(a), also fiir

~

tan(ag) = l
(o) n (4.66)
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Anwendungen: Polarisations-Filter beim Autof., Fotografieren ins Wasser

hinein.

Totalreflexion: Fiir

n' <n

wird sin(8) > 1 falls o > «

sin(ag) = —
n

(4.67)
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= inhomogene Welle mit

sin(ay) sin(ay)

kK -r=FK(zsin(3) + zcos(B)) = K'x sin(a) + zk:’Z\/( sinfa) ) — 1(4.68)

sin(8) > 1 = cos(B) = iy/sin?(3) — 1 rein imaginir = |E}/E| = 1 in (1)
und (2), d.h. Total.

Typische Frequenzabhéngigkeit von e(w):

Fiir Materie anhand eines ganz simplen Modells. Wir stellen uns die Elek-
tronen in Materie als harmonisch gebundene Teilchen vor, deren Bewegung
durch das elektrische Feld E angetrieben wird, und durch innere Mechanis-
men gedampft ist.

=Newton’sche Bewgl.:

m(F + 77 +wr) = eE(r, 1) (4.69)
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Periodische Antriebskraft £ = Fye ™' = r(t) = rye ™" asymp.

= m(—w?® —iyw +wi) ry = e By (4.70)
Verschiebung r der Ladung fithrt zu Dipolmoment
2
1
p=ery=—E, (4.71)

(4.72)

f; “Oszillatorstidrke” = Anzahl von Elektronen im Molekiil, die mit Frequenz
w; schwingen und Dampfungskonstante ; haben.

Quantentheorie der Materie fithrt auf Formeln wie (4.72), f; miissen ganz-
zahlig sein und eine wichtige Summenregel (f-Summenregel) erfiillen.

> =2
j

(4.73)

7 = Anzahl der Elektronen im Molekiil
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In solchen dispersiven (und dissipativen) Medien hat man mit einer komple-
xen Wellenzahl

k="\/0) = %(n +ix) (4.74)
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zu rechnen. Man hat

n* —x* = Reg, 2ny =Ime (4.75)

Eine Welle in Richtung des Einheitsvektors e, (reell) wird bei der Propaga-
tion exponentiell geddmpft:

piken r—iwt _ ~(w/c)xe,t giwl(n/c)e, ] (4.76)

InMetallen und Plasmen sind einige Elektronen nicht harmonisch gebunden,
sondern frei beweglich.

Dies kann in unserer obigen Theorie durch wy = 0 beschrieben werden. Wir
betrachten diesen Fall fiir niedrige Frequenzen w < w; (5 > 0). Dann

41 o

< (1-%) (4.77)

e(w)=¢o+1

mit

m w? m Yo

47 N e? ; Ne?
50:1+7T ezi ) Uozfo ‘
j<0 7

(4.78)

Bedeutung von oy als der statischen Leitfahigkeit ist mit (4.25) und (4.28)
verkniipft.

Die Drudeformel

o(w) = — 2
L=/ (4.79)

fiir die dynamische Leitfahigkeit stammt aus dem Jahre 1900. Ein “guter Lei-
ter” ist durch die Bedingung 470 /w > € gekennzeichnet. Fiir einen solchen
ist e(w) nahezu rein imagindr und fiir die Wellenzahl (4.74) folgt
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k= (1+1i)V2rwo/c (4.80)

Eine Welle wird folglich beim Eindringen auf der Eindring- oder Skintiefe

V21 ow (4.81)

um den Faktor 1/e gedampft.

Bei hoheren Frequenzen, w >> 7y, wird die Leitfdhigkeit o (4.79) rein imaginér
(und unabhéngig von 7p) und wir erhalten

w2
e(w) =¢€g — w—’; (4.82)
wobei die Plasmafrequenz w, durch
,  Am fyNé?
w,=—"—"—
m (4.83)

gegeben ist. Da bei Metallen meist w, > 7 und auch bei Plasmen diese
Situation auftritt, gibt es einen Frequenzbereich, in dem ¢ < 0. Man hat
dann fiir alle Einfallswinkel die Situation der Totalreflexion, dies erklart das
Glanzen von Metallen bei optischen Frequenzen.

4.1.4 Energieerhaltung in der Elektro-Dynamik in Ma-
terie

Erhaltungsgleichung:
Die mechanische Arbeit ist jetzt sinnvollerweise die der dufleren Strome im
E-Feld. Daher
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1 . 1 .
B —Q-E—irotﬂ-ﬂ+—(§+crotﬂ) H
47 47 47

=
1 ) .
_iexE+_<EQ+E§>+£d]V(£XH):O
47 dm (4.84)
Pointingvektor
c
S=—(Ex H
= 47T(_X_)

Feldenergie: (ganz allgemein)
1) Elektrische Feldenergie: 6p™ — 0D, wird im vorhandenen Feld E aus
dem oo-en herangebracht. £ = —grad® mit ®(oco) = 0.

= 0A = /d3r Ip™(r)e(r) ist aufzubringen.

= §A = % /d3r E(r)-6D(r)

7

denn §p =V - (0D)/4m, + part. Int.
JA 5 1 :
R LAl

Eine Feldenergie(dichte) existiert nur dann, wenn d A sich als totale Ableitung
schreiben 1a8t («— Hysterese):

E = E(D) eindeutig und
0E; O0F;
= &
oD; 0D,

Es existiert f(D) mit E; = df/0D; und E - 6D = §f(D)

Dann Ul (r) = if(Q(f»
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Beispiel: D = ¢ E und ¢;; = €5, (detg # 0)

j Kl
1 1
= Uel(1) 8_7TE.Q :gﬂ'g'ﬁ
1
= _—D-¢g'.D
8T £ E

2) Magnetische Feldenergie: Wir dndern J* und 6J°. In dem dabei
induzierten Feld § E(t) haben die Strome die Arbeit

—/dt/d%éﬂ-ff

zu leisten.

Analog zu (3.51) und (3.54)

/dt /d?’r(SE — (rotH)
1
—/dt/d?’rﬂ(mtéﬂ)-ﬂ (H = O<r3))
5. 1 oo g 1
= [dt [ d’r—0B-H= [ d’r—0B-H
41 4

1
=JA = d*r H(r) - 6B(r)
o / (4.85)

%:/d?)rﬂ-ﬁ
ot



4.1. MAXWELLGLEICHUNGEN IN MATERIE

Falls 0H = H(B) eindeutig und

OH, OH,
0B, OB

Es existiert g(B) mit H; = dg/JB;

Dann )
Unmag(1) = —— g(B(r))

Beispiel: B = p - H und p;; = pj;  (det p # 0)

= Unpag =

Lorentz-Invarianz der Elektro-Dynamik

Erinnerung an die Vorlesung Theoretische Physik I

143

, relativistische Mechanik:

Betrachte physikalische Systeme in einem Inertialsystem [ und in einem dazu
relativ mit Geschwindigkeit v, bewegten Inertialsystem 1'.

Die Natur zeichnet kein Inertialsystem aus (Relativitétsprinzip) ~ welcher

Art sind die Transformations-Gleichungen?

Galileitransformation:

1
= aus F =g (ﬂ +-v X Q) folgt (3.50) (4.86)

C

! 1 /
E=E+-v,xB B=B (4.87)
C
0 0 0
esen V, -V % [’:konst.: & [’:konst.: & [:kons:_ (QO . v>t:k0118t~
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1
folgt V'-E' :V-<E+—QO><§>
c
1
=V -E— - QO(Vxﬁ)
c S———

verdndert Maxwell-Gl. V.-E=4mp

= Es gibt kein Transformationsverhalten fiir die Felder, das zusammen mit
der Galileitransformation (4.87) die Maxwell-Gleichungen erhélt.

Anstelle von (4.87) ist die Lorentz-Transformation zu nehmen! Dies folgt ins-
besondere unmittelbar aus den Wellenausbreitungserscheinungen! (Geschwin-
digkeit ¢ ist unabhéngig vom Inertialsystem).

Lorentz-Transformation:
Grundeigenschaften:
Zusammenfassung von Raum-Zeit-Komponenten eines Ereignisses durch

= (2° 2! 2% 2%) = (ct,z,y, 2) = (ct,7)

(4.88)

Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit verlangt, dal “Abstand” s

s% = ($0)2 - ($1)2 - (xQ)Q - (a:3)2 (4.89)

unabhéngig vom Ko-system ist.

Mit dem metrischen Tensor

@

I
oo o
oo~ O

|
o~ oo
= =)

dh. g = O0fira#08, gop=1,
g1 = g2 =g =—1 (4.90)
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3
ist s = Z Gop 2707 = gop xa”
a,3=0
(Einstein Summenkonv.)

Es stellt sich die Frage: Welche linearen Ko-Transformationen

2= L%, dh|x =ILx

lassen s? invariant? ~» Lorentz-Transformationen.

12

s =gyw L, L% o’ = Jap oz

= L'ya Gvs L6[3 = Jop; d.h. LtgL =49

wére g = 1, so wére L 4-dim orthogonale Transformationen.
Aber g #1 ~» andere Gruppe!

Enthaltene Falle:

10
3 — dim Drehungen(D) : L= 0| D
1 0
Raumspiegelung (Inversion) : L = 0 -1
-1 0
Zeitumkehr : L = 0| 1

Spezielle Lorentz-Transformation:

145

(4.91)

(4.92)

(4.93)
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cosh( —sinh( |0 0
| —sinh¢  cosh¢ |0 O
L= : G (4.94)
0 0[0 1
Def. v/c = tanh (, dann
cosh ¢ = ! — = ! (4.95)
v/ 1 —tanh”( 1— (v/c)2
sinh ¢ = tanh ¢ cosh ¢ = ——/¢ (4.96)
1= (v/e)?
= /0 :L‘l ,
/71 ——= )
11 0
T fL’ )
/71 — )
"’ (4.97)

(4.97) beschreibt den Ubergang zu einem mit der Geschwindigkeit v in z'-

Richtung bewegten Bezugssystem (— TP I, relativ. Mechanik).

Verallgemeinerung auf Geschwindigkeit v in beliebiger Richtung (durch Be-
achtung der Drehinv.):
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0 S S O N S
' 1—(1}/6)2( ¢ _>

1 v-z)v a2l
1— (v/c)? v 1— (v/c)?

v
:’7£||+£L_7tg

(4.98)

~» 3-param. Schar von Lorentz-Transformationen. Noch keine Gruppe! Man
mufl Drehungen hinzunehmen um Lorentz-Gruppe zu erhalten ~» G Para-
meter

Eigentliche Lorentzgruppe: eigentliche Drehungen (4.88) und (4.98) — Kon-
tinuierliche Gruppe, definiert durch

tor _ 0
L'gL=g¢g, detL=+41, L, >0 (4.99)

Hinzufiigen der diskreten Trafos P, T, P-T fiihrt zur (vollen) Lorentzgruppe,
die daher aus 4 unzusammenhéngenden Teilen besteht.

Um Skalarprodukt wie in (4.91) {ibersichtlicher zu machen, definiert man
neben

kontravarianten Vierervektor % = (ct, x) siehe (4.88)

kovarianten Vierervektor To = gap 2’ = (ct,—z) (4.100)

Wegen (4.92) und (4.93) transformiert sich ein kovarianter Vierervektor wie

al, = (LN x5, o= (LN (4.101)

Bew. in Matrixschreibweise (x kontravariant, y kovariant)

y' =g2' =gLe=gLg ' = (L") "y
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Def.: Skalarprodukt aus kontravariantem und kovariantem Vektor

(4.102)

Solche Skalarprodukte sind Lorentzinvariant: (y kovariant, x kontravariant)

t
y'e = [(L_l)t y] Lr=y' L 'Le=y'x

Def.: kontravariante Tensoren 2. Stufe, o8 Trafo-Verhalten

F'* =1 L F® dh | F = LFL! (4.103)

Analog zu (4.100):
“Herunterziehen” von Indizes ~» kovarianter Tensor

Fop = gavy 9ps F° (4.104)

oder gemischter Tensor

F.P = go, F? (4.105)

Verallgemeinerung des Begriffs des inneren Produktes: Summation iiber ein
Indexpaar aus einem oberen und einem unteren Index.
(auch Kontraktion, Verjiingung).

werden) mit F' und G.
Beispiel:

F,“ ist Skalar

E,P x5 ist kovarianter Vektor

Die definierte Gleichung (4.93) fiir Lorentz-Transformationen heifit: Der me-
trische Tensor g,p ist ein kovarianter Tensor, der unter allen L invariant
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bleibt. Das entspricht der Rolle, die bei Drehgruppe die Einheitsmatrix spielt.
Die Umkehrung von (4.100) fiithrt zu:

a _ af
T (4.106)

Man definiert kontravarianten metrischen Tensor ¢®?. Offenbar ist g% =
(gap) !, stimmt wegen (4.90) mit g,s iiberein. g = g,z.

Man kann zeigen:

VL Lorentz — Trafo. ¢*° = L*, LPs g°

(4.107)
d.h. g*? ist kontravarianter Tensor im Sinne von (4.103):
Gemischte Tensoren g5 und g%. Wegen gF = (gag) " gilt:
B_ g B —gh
ga ga’yg [e]] (4.108)

wobei 8,” als Kronecker-Delta bezeichnet wird.

Transformationsverhalten der partiellen Ableitungen 8%:

Aus der Kettenregel und (4.92) (2/® = L% 2°) folgt:

0 0 g 0

9 e d — (L =

OxB R ()% zr

= 0/0x“ kovarianter Vierervektor, analog 0/0z, kontravarianter Vierervek-
tor.

Bezeichnung;:

(4.109)
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Bei der Untersuchung der Lorentzinvarianz der Elektro-Dynamik kann man
von der Mechanik ausgehen und das Transformationsverhalten der elektro-
magnetischen Groflen aus der Kraftgleichung

d 1
—p—q(ﬂ+—y><§)
C

dt
erschliefen.

Man weif, daf p die rdumlichen Komponenten des Viererimpulses sind:

p*=0"p), p'=E/c, E=\/(mc)+ (cp)? (4.110)

Die Geschwindigkeit v selbst ist kein Teil eines Vierervektors, sondern geht
wie folgt in die Vierergeschwindigkeit U* = p®/m (m = Masse, d.h. Ruhe-
masse des Teilchens) ein:

UO{

= (U",U)

- \/1—(1)/0)2, \/1—(1)/0)2 (4111)

Die Kraftgleichung erhélt eine lorentz-kovariante linke Seite, wenn man

(1) sie um die Nullkomponente ergénzt:
dp 1dE
dt ¢ dt

q
—Uv- L
c
(2) von der t-Ableitung zur Ableitung nach der Eigenzeit 7 des Teilchen
iibergeht:

1
4 _ Vl—(v/c)Qdiwg. dr = — \/dz, dzx®

dt T c

— \/dt2 —dr?/c? = \/1 — (v/e)?dt

Dann lautet die Kraftgleichung:

. _

dr (4.112)
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Rechte Seite: Ladung ¢ ist Lorentz-Skalar!

Wir konstruieren nun aus Vektor U® und den Feldern E und B einen Vektor,
d (o4

=z

Tensoralgebra: Wenn elektro-magnetisches Feld durch Tensor Fg beschrieben
wird, dann konnte (4.112) die manifest kovariante Form

d (e}
W _ 4 g s 4 pesyy,
dr ¢ c (4.113)
haben.
Durch Vergleich von (4.112) und (4.113) identifizieren wir den
Feldstarketensor:
0| E, E, E.
. E,| 0 B. -B,
F = E,|-B. 0 B,
E.| B, -B, 0
0|-E, -E, —E,
) 0 -B, B
af _ T z Y
oder FP = E,| B. 0 _B. (4.114)
E.|-B, B, 0
Antisymmetrisch:
af . pPa
A (4.115)

Wir haben 6 unabhéngige Komponenten, die durch die Dreiervektoren E
und B gegeben sind. Wir priifen nun, ob die Maxwell-Gleichungen damit ver-
tréglich sind. Wir beginnen mit den Inhomogenitéten der Maxwell-Gleichungen.
Wir erfiillen die Kontinuitétsgleichung

%—i—divizo
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Diese ist wegen (4.109) in allen Inertialsystemen giiltig, wenn p und J eine
Viererstromdichte

%= (ep, ) (4.116)

bilden. =Kont.-Gleichung

Do =0 (4.117)

Dieselbe Struktur hat die Lorentz-Konvention

1 dy
-—+divA=0

C ot +divA

die in allen Inertialsystemen giiltig ist, wenn die Potentiale ® und A einen
Vierervektor

A" =(p,4) (4.118)

bilden. =Lorentzkonvention

oA =0 (4.119)

Tatséchlich sind die Wellengleichungen (3.73) dann kovariant.

Der d’Alembert-Operator

2
0=09,0%= (i) —A
(4.120)
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ist ndmlich Lorentz-Skalar, und die Gleichung (3.73) lautet daher

DAa — 4_7TJa
¢ (4.121)
Die Felder ergeben sich aus Potentialen nach
0A
E=——- B = A
d.h. B, = —0°A' + 9'A° usw., B, = —0?A% + 01 A°
Mit Feldstérketensor (4.114) erhalten wir so tatséchlich
Die beiden inhomogenen Maxwell-Gleichungen lauten nun:
9, F8 = 1 s
¢ (4.123)

Wegen 0, ' = 0,0%AP—9,0° A = 0AP—0° (0,A%) Aquivalent zu (4.121).
——
=0 (4.119)
Fiir die homogenen Maxwell-Gleichungen erinnern wir uns an die Dualitéts-
Transformation (3.67).
Tensorielle Formulierung: Benutze total antisymm. Tensor 4. Stufe:

+1 f. alle geraden Perm. von (a/37¢6) = (0123)
e?% = ¢ —1 f. alle ungeraden Perm. von (a3y0) = (0123)  (4.124)
0 sonst.

. . . . . ) 131 A0 ST
Dieser ist ein invarianter Tensor, denn ¢ “?"° = Lo, L? g L7 Los P71 total
. . 12
antisymmetrisch und €% = det L.
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= Lo LP g L7 L P = PVdet I (4.125)

d.h. € ist invarianter Pseudotensor.

Transformation (3.67):

= 1
FoP(g) = FP cos € + 3 PO F 5sin & (4.126)

Speziell fiir £ = 7/2 erhalten wir den dualen Feldstérkentensor

0 |-B, —B, —B.
B,| 0 E. -E,
B,|-E. 0 E,
B.| E, —-E, 0

. 1
Fob = oB(n/2) = 3 PVE s = (4.127)

Ubergang von F? nach F*? bedeutet einfach E durch B und B durch —F
ersetzen.

Daher ist unmittelbar klar, daf§ die homogenen Maxwell-Gleichungen durch

b _ N
QuF =0 (=07) (4.128)

gegeben sind.

Wichtigste Folgerung aus obigem: Wir wissen nun, wie sich die Groflen der
Elektro-Dynamik bei Lorentz-Transformationen verhalten.

Zunéchst Verhalten des Vierervektors J* = (¢p,J). Aus (4.98) lesen wir ab

1
p= ( —uv-J (4.129)

V1= (/)

/ 1 (v-J)J
J =J —— 1 — 4.130
STaT ( 1—(v/c)? ) v? 1—(v/c) ( )
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n.b.: Effekt der Lorentz-Kontraktion mittels 1/4/1 — (2)2.

Das Verhalten von E und B folgt aus dem von F*?. Man schreibt zunichst

das Transformations-Verhalten bei speziellen L.-Transformationen (4.94) nie-

der, verallgemeinert dann mit Hilfe raumlicher Drehung auf L.-Transformation
(4.98).

Man erhalt

, 1 1 1 (v- By
/1= (v/c)? (_ c _)+< 1—(U/C)2>J,2_/

(4.131)

Vgl. (3.50) «— nur modifiziert durch Erhohung der zu v transversalen Felder
um Faktor 1/4/1 — (2)2.

Zum Abschluf halten wir noch fest, dal wir aus den Feldstéarketensoren zwei
skalare Felder bilden konnen.

1
1) 5 W’ = B> — E?  (Skalar) (4.132)
1
2) — 1 w3 F*? = B-E (Pseudoskalar) (4.133)

n.b.: Invarianz dieser beiden Ausdriicke.

Lagrangesche Elektro-Dynamik

Wir untersuchen zunéchst die Lagrangefunktion fiir das freie Teilchen:
Wirkung

to

5= / dt L (g:(t), s (1))

t1
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Hamilton’sches Prinzip: S[¢;(t)] mit ¢;(t,) = ¢, (v = 1,2) stationér (65 =
0) fiir wahre Bewegung.

Euler-Lagrange-Gleichung;:
d oL B oL 0

Freies relativistisches Teilchen: 0Lg/0r = 0

S = / dr~vL = ~L Lorentz Skalar

T1

1 2
= Lo~ —=+/1—(v/¢)?, dimL = Energie = Ly ~ me.
¥ Y
2
Lo = —mc®/1 —v2(t)/c2 = —mc® + _mzv +O(v*)

d (0L,\ d B
=D

Teilchen im elektro-magnetischen Feld: Nichtrelativistisch Liy = —q@ v Lint
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Skalar = v Ly ~ AU* mit A, = (¢, —A) und U® = (y¢,yv) L = Lo + Ling

Ling = — L AU = —qp + 4.0
Y ¢ (4.134)

Kanonischer Impuls: P = 9L/0v = m~yv + gA/c wobei yv = kinetischer
Impuls p.

BZQ-F% [A—F(Q-V)A], —:—qgradgp+%[(y-V)A+y><rotA]
1
c

Lagrangefunktion fiir Felder:

Punktmechanik — Kontinuumsmechanik

Index ¢ — z, k (Ort, Feldindex bei mehreren Feldern)
dyn. Variable ¢; —  wi(z) (Feld)

Geschwindigkeit ¢; — Vor(z), &k

L=>%",Li(¢,d) — [ & L(py, O¢y), L Lagrangedichte
S=[dtL — [&rdtL

Relativistische Feldtheorie: £ Lorentzskalar, weil d3x dt invariant. (Zeitdila-
tation und Lorentzkonstruktion kompensieren sich).

L=L (Sok?aagpk)

Man variiert die Felder ¢ (2%), §S = 0 (0px(00,t) = 0, dpk(r,t,) = 0)

= Euler-Lagrange-Gleichungen:

oL oL
o° 9k
(8(8%@,{)) Iy,

(4.135)
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Elektro-Dynamik: Als Felder das Viererpotential A%, F# = 9*A% — 98 A®

1 1
= — gz FosF™ = — Ja A" 4.1
Lom 167 oo (4.136)
1 1
- X )\ o )\ X [ v v wy o @
= 16Wguxgux(8A ONAX) (0" AY — 9¥ AM) c‘]“A
OLem 1 » » > "
8(8&Aﬁ) = _ﬁ Gux Gvx [500( 5ﬁA 7 — 6a>\ 55)( ¥+ 5(1# 5@/ XA — 500/ 55# F ]
__1
T 4p
OLewn 1
0A - IS Jo
it oL oL
O 5aean) ~ oar
=

4
0 Fop = — Jg
¢ (4.137)

d.h. Ly, fithrt iber Euler-Lagrange-Gleichungen auf Maxwell-Gleichungen.

Punktteilchen:
JE) = (ep,d)
= (¢,0) ¢6(r' —r(t))
q ' '
==U*(r" —r(t
5 (r' —r(t))
3,/ 1 ! o] q «
ar' | —=Au(r") J(r") | = —aAa(r)U = Lint
Insgesamt:
2
L =-"C 4 g ue- /dgr—FagFC“B
ol cy 6

= LTeilchen + Lint + LFeld (4138)
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Lagrangefunktion fiir Teilchen im elektro-magnetischen Feld




