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Liebe Studenten,
auch in diesem Jahr gibt es ein vorlesungsbegleitendes Skript, welches von Christian
Thome und Karsten Schwarz parallel zur Vorlesung geschrieben wird. Trotz grofter Be-
mithungen werden da kleine Fehler im Skript wohl nicht ganz zu vermeiden sein. Daher
eine kleine Bitte:

Falls Thr glaubt einen Fehler entdeckt zu haben oder es sonst eine konstruktive Idee
gibt, schreibt uns einfach schnell eine Mail an thome@lusi.uni-sb.de oder corsa@lusi.uni-
sb.de mit folgenden Angaben:

1. Datum des Deckblatts (ersetzt Versionsnummer)
2. genaue Beschreibung des Problems (Seite, Zeile, ...)

Danke, Christian und Karsten
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1 Stellung und Aufgaben der
statistischen Physik

Alle bisherigen Theorien waren mikroskopischer Natur:

a) klassische (deterministische) Betrachtung
Mechanik: Lagrange-, Hamiltonformalismus
Die Angabe einer exakten Losung ist beschrinkt auf wenige Freiheitsgrade: das
Dreikorperproblem ist schon nicht mehr exakt 16sbar. Dem steht beispielsweise die
Molekulardynamik gegeniiber mit typischerweise < 10 FG — 10%? FG hoffnungslos

Elektrodynamik: Elektromagnetische Felder besitzen unendlich viele FG bzw.
(L/Ac)®. Comptonwellenlinge Ac = & = 2.4:107%m — 103 FG/em3. Es handelt
sich um eine lineare Theorie (s. Superposition). Wechselwirkungen mit Materie =
ist jedoch letztlich nicht-linear.

deterministisches Chaos

b) Quantentheorie (Quanten-Mechanik, Quanten-Elektrodynamik)
eine statistische Theorie, Aussage iiber Wahrscheinlichkeit von Ereignisse, Losung
der Schrédingergleichung fiir 10%° wechselwirkende FG hoffnungslos

1.1 Ziel der Statistischen Physik

Ziel ist die Erklarung der makroskopischen Eigenschaften (Druck, spezifische Wirme,
Leitfahigkeit) von Vielteilchensystemen, wobei man von der mikroskopischen Beschrei-
bung ausgeht - “Warme”, “Temperatur”, “Thermisches Gleichgewicht”.

Viele FG (~ 10?°) sind hier von Vorteil: fiir makroskopisches Verhalten sind die o.g.
Details unwesentlich. Die mikroskopischen Variablen sind schnell und daher unwich-
tig, die makroskopischen Variablen sind langsam, sind Erhaltungsgrofen und daher
wichtig.

1.2 Zur Geschichte der Statistischen Physik

17. Jahrhundert Ferdinand II : quantitative Messung der Temperatur (Alkoholthermo-
meter)

18. Jahrhundert Celsius : Temperaturskala, Josef Black (1728-1799): erste exp. Unter-
suchungen zum Warmegleichgewicht sich beriihrender Korper
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1738 Bernoulli : p ~ nmuv?

1802 Gay-Lussac (1778-1850) : Warmeausdehnung der Gase (latente Wéarme, Wérme
als elastische Fliissigkeit)
Benjamin Thompson (1753-1814): Wesensgleichheit von mechanischer-und Wir-
meenergie

1822 J.B.J. Fourier (1768-1830) : Wiarmeleitungsgleichung

1824 N.L.S. Carnot : Arbeitsfahigkeit der Warme, reversible Kreisprozesse

1841 J.P. Joule : Q ~ I?Rt (vom Strom produzierte Wirmemenge)

1842-45 J.R. Mayer : Aquivalenz von Wirme und Arbeit, Energieerhaltungssatz
1847 H. v. Helmholtz : modernere Form des Energieerhaltungssatzes (1. Hauptsatz)

1848 W. Thomson (Lord Kelvin) : Definition der thermodynamischen Temperaturskala
iiber Carnot-Prozess

1850 W. Thomson und H. v. Helmholtz : 2. Hauptsatz der Thermodynamik

1857 R. Clausius : Herleitung der Zustandsgleichung fiir ideale Gase, mittlere freie Weg-
lange

1860 J.C. Mazwell : Maxwellsche-Geschwindigkeitsverteilung

1865 R. Clausius : “Entropie”, Neuformulierung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik
1868-71 L. Boltzmann : Verallgemeinerung der Maxwell-Verteilung

1872 L. Boltzmann : H-Theorem

1873 van der Waals : Zustandsgleichung realer Gase

1876 L. Boltzmann : Transportgleichung

1876 J.W. Gibbs : thermodynamische Potenziale

1877 L. Boltzmann : S = klnW (in Worten: statistische Deutung der Entropie)

1876/96/1909 Loschmidt, Zermelo, Mach, Ostwald : Kritik an der molekularen Basis
der kinetischen Gastheorie Boltzmanns: reversible Gleichungen, Poincarésches Wie-
derkehrtheorem scheinbar nicht vereinbar mit der Irreversibilitdt makroskopischen
Verhaltens

1894 W. Wien : Strahlung schwarzer Korper
1900 M. Planck : Strahlungsgesetz

1904/11 W. Nernst/M. Planck : 3. Hauptsatz der Thermodynamik
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1916/17 Chapman/Enskog : Erweiterung der Boltzmann-Gleichung
1924 Bose/A. FEinstein : Bose-Einstein-Statistik

1925/26 W. Pauli/E. Fermi : Fermi-Dirac-Statistik

1931 L. Onsager : Theorie irreversibler Prozesse

1937 L. Landau : Theorie der Paseniibergénge, Erweiterung auf Supraleiter mit Ginz-
burg 1950

1943 Chandrasekhar, Fowler : Anwendung stochastischer Methoden in Physik und Astro-
nomie

1944 L. Onsager : exakte Losung des 2D Isingmodells (einfaches Modell fiir Magnetis-
mus und andere kooperative Phdnomene)

1956 Bardeen, Cooper, Schrieffer : Erklarung der Supraleitung als Bosekondensation
1956-58 L. Landau : Theorie der Fermifliissigkeiten

Seit ca. 1960 Matsubara, Abrikosov, Gorkov, Dzyaloshinskii, ... : Anwendung quanten-
feldtheoretischer Methoden in der Statistischen Physik

1966 Kubo : Fluktuations-Dissipations-Theorem

Seit ca. 1970
- Haken, Prigogine, . ... Strukturbildung fern ab vom Gleichgewicht
- Wilson, Fisher, Wegner, ...: Renormierungsgruppenmethode fiir starkkorrelierte
Systeme
- Flory, de Gennes, ...: Behandlung von Polymeren, Flissigkristallen ... mit sta-

tistischen Methoden
- Hawking: Verdampfung Schwarzer Locher

Seit ca. 1975 Hopfield, Amit, ... : Theorie neuronaler Netzwerke

Seit ca. 1985 Bouchaud, ... : Anwendung von Methoden der Statistischen Physik in
der Okonomie (“Phynance”)
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2 Wiederholung der Grundbegriffe der
Stochastik und Statistik

Aufgabe dieses Kapitels ist es, einen kurzen wiederholenden Uberblick iiber die wich-
tigsten Begriffe und Konzepte der Stochastik und der Statistik zu geben. Falls Sie sich
im Laufe Thres bisherigen Studiums noch nicht mit dieser Thematik auseinandergesetzt
haben, empfiehlt es sich unbedingt die Grundlagenkapitel eines Stochastikbuches durch-
zuarbeiten (siehe Literaturempfehlung).

Experimente, in denen ein vom Zufall beeinflusstes Ergebnis auftritt, heilten Zufallsez-
perimente. Charakteristisch fiir jedes Zufallsexperiment ist, dass es mehrere mogliche
Ergebnisse liefern kann. Die Menge aller Ergebnisse bezeichnen wir als Ergebnismenge
Q. Jedes w € § interpretieren wir als ein mogliches Ergebnis des Zufallsexperimentes.
Eine Teilmenge E von ) wird als Ereignis bezeichnet.

Beispiel: Einmaliges Werfen eines Wiirfels
0 =1{1,2,3,4,5,6}
Das Ereignis, dass die gewiirfelte Zahl z.B. gerade ist, ist gegeben durch E = {2,4,6}.

Ziel der Wahrscheinlichkeitstheorie, welche das Zufallsexperiment modellieren soll, ist
es nun, ein Wahrscheinlichkeitsmafs P, £ — P(E) festzulegen. P(E) wollen wir als die
Wabhrscheinlichkeit interpretieren, dass das FEreignis F eintritt, also ein Element w € F
“gewtirfelt” wird. Die definierenden Eigenschaften eines (Wahrscheinlickeits)mafes und
daraus folgende Eigenschaften, wie Additivitdt, Nicht-Negativitdt, “Monotonie”; etc...
kénnen u.a. in “Stochastik” von Meintrup u. Schéfer schén nachgelesen werden.
Betrachten wir ein Zufallsexperiment mit || = N, d.h. es kénnen N verschiedene Ergeb-
nisse wi, wo, ..., wy auftreten. Dieses Experiment wollen wir jetzt M-mal durchfiihren.
Dabei bezeichnen wir mit m; (¢ = 1..N) die absolute Hdufigkeit des Auftretens des Er-
gebnisses w;. Dann gilt:

> omi=M . (2.1)

Die (relative) Hdufigkeit ist nun definiert durch:

11
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my
i = . 2.2
hi = (2:2)

Aus 2.1 folgt dann unmittelbar: ), h; = 1. Mochte man nun ein Zufallsexperiment
sinnvoll modellieren, so sollte gelten:

Di = lim hi, (2.3)

M —oc0

mit P({w;}) = p;-
Aus den Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsmafses folgt damit unmittelbar:

pi € [0; 1]

Zpi: 1.
;

Analog zu den Wahrscheinlichkeiten p; fiir das Auftreten diskreter w; kann man fiir den
kontinuierlichen Fall eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(A) definieren. Die Wahrscheinlich-
keit, dass A € [4; A+ dA] ist dann gegeben durch dP(A) = p(A) dA. Es gilt:

p(A) > 0 VA
/p(A)dA =1

Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir diskrete Ergebnisse ldsst sich dann mit Hilfe der
d-Distribution schreiben als

plA) = pid(Ai— 4) . (2.4)

Multivariable und zusammengesetzte Ereignisse, bedingte
Wahrscheinlichkeiten

Zur Modellierung vieler Zufallsexperimente ist es notwendig, dass es sich bei den Ergeb-
nissen um Tupel handelt. Ein diskretes Beispiel dafiir ist das gleichzeitige Werfen zweier
verschiedenfarbiger Wiirfel (2 = {1,2, 3,4, 5,6}2). Ein anderes Beispiel konnten die 3
Koordinaten eines Teilchens sein. Daher ist es sinnvoll den Begriff des Multivariablen
Ergebnisses A = (a1, ag, ....,a,) einzufithren. Fiir die Normierung erhélt man:

/p(al,ag, ey Gp) day dag ...day, =1

Beispiel: p(7, p) d3x d®p sei die Wahrscheinlichkeit ein klassisches Teilchen im 6-dim Vo-
——

dp
lumenelement dp am Ort # mit Impuls 7 zu finden (6-dim p-Raum).
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Fiir N Teilchen lautet die zugehorige Phasenraumkoordinate T = (FLy ey PN DLy ooy DN )-
Die Wahrscheinlichkeit Teilchen 1 um (7, p1), Teilchen 2 um (7%, p2), ..., Teilchen N um
(7N, D) zu finden ist damit gegeben durch dP(T") = p(I") dT".

Interessiert man sich nicht fiir alle Komponenten des Tupels, so erhélt man die reduzierten
Wahrscheinlichkeitsdichten mittels Integration iiber die “irrelevanten Komponenten:

pn—i(ai,az,...,an—1) = /p(a17a27---7an)dan

p1(a1) = /p(al,ag,...,an)dag...dan
Beispiele:
e Ortsdichte: p#(7) = [ p(7,p)d>p

e Impulsdichte: pz(p) = [ p(7, p)d>r

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

plailag) bezeichne die Wahrscheinlichkeitsdichte von a; unter der Bedingung, dass as
sicher feststeht. Es gilt:

plai,az) = plailaz)pi(az)  bzw. P(aj,a2) = ]3(Q1|a2)P1(a2) ) (2.5)

Allgemein gilt:

p(ala <oy Omy A1, "'7am+n) = p(ala ...,am|am+1, ...,aern) : p(a’erl’ "'7am+ﬂ) : (26)

Die Normierung der bedingten Wahrscheinlichkeit bleibt erhalten, also:

/p(al,...,am|am+1,...,am+n)da1 das ..da, =1 . (2.7)

zeitabhéngige Wahrscheinlichkeiten, Wahrscheinlichkeitsdichten

z.B.: PN(Fla t1,79,ta, ..., TN, tN)

Auch in stationédren Systemen oder im thermischen Gleichgewicht kénnen Zeitabhéngig-
keiten auftreten.

Stationaritat:py (71, t1, 72, to, ..., TN, tN) = pn (71, t1+T, T2, ta+7, ..., TN, tny +7) (analog
fiir bed. Wahrscheinlichkeiten)

Erwartungswerte

Der empirische Erwartungswert eines M-mal durchgefiihrten Zufallsexperimentes ist mit
Hilfe der Haufigkeiten definiert als:

N
=

_ 1 N ; N
Aemp = M ;mzAz = Zl %A@ = ; hlAz . (28)
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Im Grenziibergang M — oo erhélt man den Erwartungswert von A als:

N
A= pid; bow. A= /dAA (A, (2.9)
i=1

Analog definieren wir den Erwartungswert einer Funktion von A:

N
TOA) = S pf (49 bow. TOA) = [ A £(4) - p(4)
=1

Betrachten wir eine von A, mittels F' = f(A) abhéngige Zufallsvariable F, so gilt:

N
P(F) = Y sy bow. pr(F) = [ dAS(E = F(A)p()
=1

Der Median A: ist definiert tiber folgende Integralgleichung:
2

Ay 1
| sy =

—00

Varianz:

(AA)? = (A— A)2 = A2 - A? (2.10)

94

Dabei rechnet man das letzte schnell nach, indem man unmittelbar den Ausdruck in
die Definition des Erwartungswertes einsetzt und die Linearitdt des Integrals ausnutzt.
Statistische Unabhéangigkeit

Zwei Zufallsgroflen heifsen statistisch unabhdngig, falls gilt:

p2(A,B) = pi(A)-pi(B)
< p(AIB) = p(A) (2.11)

Bemerkung: A, B stat. unabhéngig = f(A)-¢(B) = f(A) - g(B)
Die Kovarianz zweier Zufallsgrofen A und B gibt Auskunft iiber deren statistische Ab-
héngigkeit. Sie ist folgendermafen definiert:

Cap = (A—A)(B—B) = / dAdB(A— A)(B — B)p(A,B) . (2.12)
Falls A B statistisch unabhéngig sind, so gilt: Cap =0
Den Korrelationskoeffizienten k4p mochten wir folgendermafen definieren:

_ _Cas
AAAB

Es gﬂt: CAA = (AA)Q, CBB = (AB)2 = KAA =— KBB = 1, sowie —1 S kAR < 1

KAB (2.13)
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Zentraler Grenzwertsatz

Normalverteilung:
1 _1e=w?

Eine stetige Zufallsvariable X mit der Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) = smE 2

heifit j — o-normalverteilt. Dabei ist der Erwartungswert p und die Varianz o2. Fiir g = 0
und ¢ = 1 sprechen wir von einer Standardnormalverteilung

Zentraler Grenzwertsatz:
Sei (X,,) eine Folge unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen mit Erwartungswert
p und endlicher Varianz o2. Dann konvergiert die standardisierte Summe

Z?l%;_ D (2.14)

fiir n — oo schwach gegen eine standardnormalverteilte Zufallsvariable.

S, =
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3 Grundlagen der Statistischen Physik

3.1 Grundbegriffe der Dynamik und Statistik

0%3 wechselwirkenden Teilchen bzw. N ~ 1023
Freiheitsgraden. Diese Zahl ist typisch fiir ein makroskopisches System. Der quanten-
mechanische Zustand des Systems, im folgenden auch Mikrozustand genannt, wird
beschrieben durch einen Vektor |¥(¢)) im Hilbertraum. Im letzten Semester haben Sie

gelernt, dass die zeitliche Entwicklung dieses Zustandes durch die Schrédingergleichung

Wir betrachten nun ein System mit N ~ 1

. d -
ih ) = H |¥) (3.1)

bei Kenntnis des Anfangszustandes |¥ (¢ = 0)) vollstdndig bestimmt ist.
Physyikalische Mefsgrofen sind die Erwartungswerte von Operatoren A, die durch

(A) g = (V] A|) (3.2)

gegeben sind. Der Zustand |¥) enthélt sehr viele Detailinformationen und Parameter,
wie zum Beispiel die Koordinaten der Wellenfunktion W (7,72, ...,7n;t) in der Ortsdar-
stellung, wobei N ~ 1023. Wenn der Zustand des System vollstéindig bekannt ist, nennt
man diesen Mikrozustand einen reinen Zustand. Sei nun das Skalarprodukt (U|¥) = 1,
dann beschreibt Py = |¥) (¥| den Projektor auf den Zustand |¥). Da wir im allgemei-
nen nicht {iber alle Detailinformationen verfiigen, miissen wir das System durch einen
gemischten Zustand beschreiben. In einem gemischten Zustand représentieren viele
Mikrozusténde |n) mit (n|n) = 1 das System mit den Wahrscheinlichkeiten w,, die
die Bedingung »,, w, = 1 erfiillen. Den Mittelwert der Observablen A berechnet man
als

(A) = w, (n| Aln) (3.3)

3.1.1 Der Dichteoperator

Anmerkung zur Notation: Viele der folgenden Aussagen sind sowohl fiir quantenmechani-
sche Operatoren, als auch fiir Grofen der klassischen Mechanik giiltig. Zur Vereinfachung
der Schreibweise, werden wir daher weitestgehend auf die besondere Kennzeichung von
Operatoren mittels * verzichten.

17
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Wir werden nun den quantenmechanischen Dichteoperator p einfiihren, welcher der Aus-
gangspunkt vieler Berechnungen in der statistischen Physik ist. Sein klassisches Analogon
wird auch Verteilungsfunktion genannt.

Definition:

Der Dichteoperator im Schrédingerbild lautet:

p(t) = an ‘n7t> <n7t’
o(t) = 3w ) (3.4)

Der Dichteoperator ist also nichts anderes, als eine gemittelte Summe von Projektions-
operatoren |n) (n|, wobei die |n) normiert, aber nicht notwendig orthogonal und auch
nicht notwendig vollstdndig sein miissen. Mit Hilfe der Definition der Spur eines Opera-
tors O, Sp O := 3>, (¢m|O[pm), werden wir uns nun den Mittelwert des Operators A
anschauen. Sei {|py,)} eine VONB.

(A) = wn (n|Aln)
=) wn (n|Alpm) (omn)

n,m

=2_ (oml (Z wn 1) (n|> Apm)
Pm n
= Z <(pm’ pA |(Pm>

®m
— Sp(pA) (3.5)

= Der Dichteoperator charakterisiert einen gemischten Zustand also vollstdndig. Der
Dichteoperator hat dabei folgende Eigenschaften:

a) p ist hermitesch
b) p ist positiv semidefinit, denn (¥|p|¥) = > w,|{(¥|n)|*> >0
c) Spp=1

Man kann zeigen, dass ein Operator p mit 1.-3. durch Gleichung 3.4 dargestellt werden
kann mit orthonomierten |n) und Eigenwerten w,. = 1.-3. sind fiir die Definition des
Dichteoperators ausreichend.

Definition: Reiner Fall
Wir betrachten nun den Fall w; = 1, w, = 0 fiir n # 1. Damit erhélt man den Dichte-
operator p = |¥) (¥| (|¥) = |1)), fiir den dann offensichtlich p = p? gilt. Der Mittelwert
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(A) = (V| A|¥) entspricht in diesem Fall also dem quantenmechanischen Erwartungswert.
Im Gegensatz dazu hat man in der Quantenstatistik ein Gemisch.

Zeitabhangigkeit: Dynamische Gleichung

Ausgehend von der Schrédingergleichung ih% |n) = H |n) mit dem Hamiltonoperator H
kann man die zeitliche Entwicklung des Dichteoperators p berechnen:

= i Y wa(i) (n] + [n) (i) = Hp— pH

1
=p=—=

h
Gleichung 3.6 bezeichnet man als von-Neumann-Gleichung. Diese Gleichung gestattet

es, im Schrédingerbild p(t) zu berechnen, wenn p(tp) (to beliebig, z.B.: tg = 0) bekannt
ist. Der zeitabhéngige Mittelwert lautet dann:

[H, p] (3.6)

[(A) () = Sp (Ap(t)|

Heisenberg-Bild:

Im Heisenbergbild sind die Zusténde [n) zeitunabhéngig. Damit ist auch der Dichte-
operator p = p(0) zeitunabhéngig. Die Observable A(t) = enft Ae=wH! hingegen ist im
Heisenbergbild zeitabhéngig. Damit ergibt sich der Mittelwert dieses Mal als:

(4) (t) = Sp (A(t)p(0)) (3.7)

3.1.2 Klassische Mechanik

In vielen Féllen kann man von der quantenmechanischen Beschreibung absehen und
zum Grenzfall der klassischen Mechanik (A — 0) tibergehen. Hier betrachtet man al-
so N Massenpunkte im R3, die gegenseitig wechselwirken. Ein Mikrozustand zur Zeit
t wird dann durch die Angabe der Koordinaten ¢ (t),...,q3n(t) — ¢(t) und Impulse
p1(t),...,p3n(t) — p(t) beschrieben werden, d.h. der Zustand ist durch (¢(t),p(t)) cha-
rakterisiert. Der Phasenraum (I'-Raum) ist dann ein 6 N-dimensionaler Raum aller g;
und p;. Dem “Reinen Zustand” der Quantenmechnik (also einem Hilbertraumvektor)
entspricht nun ein Phasenpunkt (p,q) im I'~-Raum, der im Zeitverlauf eine Phasen-
trajektorie beschreibt. Analoge Uberlegungen kann man auch fiir den “Mischzustand”
anstellen. In Unkenntnis des exakten Mikrozustandes wird der Zustand des Systems re-
prasentiert durch viele Phasenpunkte (p("), q(")), jeder mit der Wahrscheinlichkeit w,,,
wobei wieder ) w, =1 gilt.
Verteilungsfunktion:

Wie bereits erwihnt, gibt es ein klassisches Analagon zum quantenmechnischen Dichte-
operator, namlich die klassische Verteilungsfunktion, definiert durch:
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9) =Y 5(p—p™()5(q — ¢ (t))wn (3.8)

mit den Eigenschaften: p(p,¢) > 0, [ dp dq p(p,q) = 1, was den Eigenschaften 1.-3. des
Dichteoperators entspricht. Physikalisch deutet man dw = p(p,q) dp dq als die Wahr-
scheinlichkeit, dass sich der Phasenpunkt in dem Phasenraumelement dp dg um (p,q)
herum befindet. Die physikalische Mefgrofe ist dann A = A(p, ¢) und der entsprechende
Mittelwert:

(4) = / dp dq A(p,q)p(p,q)- (3.9)

Daher charakterisiert die Verteilungsfunktion p(p,q) den Mischzustand des Systems
vollsténdig, da wir bei gegebenem p(p, q) den Erwartungswert jeder Grofe A(p,q) be-
rechnen konnen.

Zeitentwicklung:

Wir erinnern uns an die klassische Hamiltonfunktion H (p("), q(")) mit den Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen:

) _ OH
T = Hpm
OH
) 9
P = T

Damit folgt fiir die Zeitentwicklung der klassischen Verteilungsfunktion:

= Sl g+ gl p ) )

OH 0 0OH 0
_ § _ _ ) (1))
= Wn ap(n) aq(”) 8(_[(") ap(n)]5(p b (t))(;(q q (t))

—[———=— — ——=—] =: —{H, p} “Poisson-Klammer”

a0

Gleichung 3.10 heifit Lioville-Gleichung und entspricht im quantenmechanischen Fall
der Von—Neumann—GleiChung. Man muss einfach die Poissonklammer durch den Kommu-
tator ersetzen. ({H, p} — :[H, p]).

3.2 Statistische Gesamtheiten

Wir betrachten nun makroskopische Systeme von Teilchen mit sehr vielen Freiheitsgra-
den (~ 10?3). Prinzipiell geniigt ein solches System den Gesetzen der Quantenmechanik
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bzw. der klassischen Mechanik. Wie bereits einleitend erwahnt, ist es auf Grund der ho-
hen Anzahl an Freiheitsgraden nicht méglich das System mikroskopisch zu beschreiben.
Die auftretenden DGLsysteme lassen sich weder 16sen, noch ist es in der Praxis méglich
alle Anfangsbedingungen fiir eine vollstiandige Losung zu bestimmen.

Folgerichtig miissen wir auf die “iibliche* Beschreibung bei der Modellierung von Syste-
men mit vielen Freiheitsgraden verzichten. Wir werden zu einer statistischen Beschrei-
bung iibergehen, in der nur Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber Mikrozustédnde gemacht
werden konnen. Diese Art der Beschreibung erscheint auf den ersten Blick vielleicht
ungenau. Tatséchlich ist dies aber kein Problem. Die (experimentellen) Eingriffsmoglich-
keiten in ein grofes System sind ohnehin beschrénkt. Wir sind also gar nicht in der Lage,
die ungeheure Menge an Informationen eines Mikrozustandes abzufragen, z.B die Bahnen
von 1023 Teilchen zu verfolgen.

Typische Messungen an grofien Systemen beziehen sich auf Mefgrofsen, an denen alle
Teilchen beteiligt sind, z.B.:

e spezifische Warme

e Druck

Kompressibilitét

elektrische Leitfahigkeit

elektrische und magnetische Suszeptibilitat

Absorption und Streuung von Licht

Neben dem Mikrozustand des Systems wollen wir also den Makrozustand einfithren, der
durch wenige Parameter (Freiheitsgrade) bestimmt ist, z.B. Teilchendichte, Druck, Volu-
men, Energie, etc. Dabei gehoren zu einem Makrozustand sehr viele Mikrozustande (z.B.
solche mit gleicher Gesamtenergie).

Fazit: Zur Bestimmung eines Makrozustandes lassen wir alle moglichen Mikrozusténde
zu, die zum gleichen Makrozustand gehoren, also die Mikrozusténde, die zu den gleichen
makroskopischen Grofen fithren.

Definition: Statistische Gesamtheit (Ensemble): Gesamtheit von Systemen in ver-
schiedenen Mikrozustinden, die alle zum gleichen Makrozustand gehoren.

= Eine statistische Gesamtheit wird charakterisiert durch den Dichteoperator p (bzw.
die Dichtefunktion). Eigenschaften physikalischer Messgrofien erhalten wir durch statis-
tische Mittelungen mit p.

Aufgabe der statistischen Physik ist nun die Bestimmung des Dichteoperators (bzw. der
Verteilungsfunktion), die den makroskopischen Bedingungen geniigt.
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Im Folgenden werden die "iblichen Griinde genannt, welche eine statistische Beschrei-
bung mittels Dichteoperator rechtfertigen:

a)

Makroskopische Systeme sind niemals vollkommen isoliert:

Waéhrend der Messung wird ein solches System durch &ufsere Einfliisse zwischen
vielen Mikrozustdnden hin und hergeworfen. Daher ist es sinnvoll ein Ensemble
von Mikrozustdnden zu betrachten. Beispiel: spez. Wéarme-Messung an einem Liter
Wasser im Topf.

Erfahrung:

Die Messung einer Eigenschaft fiihrt zum gleichen Ergebnis, wenn sie an verschieden
grofsen Substanzmengen ausgefiihrt wird, sofern die Menge nur grof genug ist und
das Ergebnis auf die Menge bezogen wird (z.B. Energie pro Teilchen). Teilt man
beispielsweise 10?3 Teilchen in 10'3 Untersysteme mit jeweils 10'° Teilchen auf, so
wird eine Messung am Gesamtsystem im Rahmen der Messgenauigkeit identisch
sein, mit der Mittelung iiber Messungen an den 10'3 Untersystemen.

Ergodenproblem: (anhand der klassischen Mechanik)

Fithren wir eine Messung iiber eine charakteristische Zeit T' durch, so durchlauft
der Phasenraumpunkt (p, ¢) des Mikrozustandes innerhalb dieser Zeit einen stetigen
Weg im I'-Raum. Fiir die zeitliche Mittelung einer Messung innerhalb dieser Zeit
ergibt sich somit:

1 T
AGD = (4) = 7 [ ardo. ) (311)

Betrachten wir nun das Phasenraumvolumenelement dp dg um (p, ¢). Der Phasen-
punkt (p(t),q(t)) durchlauft das Element mehrfach. Die Verweildauer in diesem
Phasenraumelement sei At. Wir definieren dann:

At

Aw = 7 = p(p, q)dp dg. (3.12)

Hieraus folgt fiir den Mittelwert direkt:

T
)= [ FAG0.70) = [ dp dedG D057 (3.13)

Somit ist das Zeitmittel gleich dem Ensemblemittel. Das Ergodenproblem besteht
darin, nachzuweisen, dass Verteilungen p(p,q), die wir spiter kennenlernen, tat-
séchlich solchen Zeitmitteln folgen.

Einige Begriffe im Zusammenhang mit p

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, dass die Observable A im Mittel den Mefswert a annimmt,
lautet:

wa(a) = (6(a — A)) =Sp (pé(a — A)) (3.14)
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Hieraus folgt direkt die Normierung: [ da wa(a) = 1 und fiir eine Funktion F(A)
gilt:

(F(A)) = /da F(a)wa(a).

Insbesondere gilt fiir den Mittelwert von A:

() = [ da awato)

und fir das n-te Moment von A :

(ANY = /da aNwa(a).

Die Schwankung um den Mittelwert wird durch

(AA)? = ((A—(4)") = (4%) — (4)* >0 (3.15)

gegeben und die relative Schwankung berechnet sich als:

A4

o (3.16)

Je kleiner die relative Schwankung ist, desto seltener ist ein System der Gesamtheit in
den Mikrozusténden, fiir die A wesentlich vom Mittelwert (A) abweicht. Wir betrachten
spéter fast ausschlieklich Mefgrofen A, die sich als Summen iiber die N Freiheitsgrade
darstellen lassen, das heifst A = ZZ]\L 1 A(7) (zum Beispiel die kinetische Energie). Fiir
diese wird sich ergeben, dass (A) = O(N) und (AA)? = O(N), weshalb die relative

Schwankung von der Ordnung % = O(—%) ist. Die Schwankungen sind sehr klein. Man

VN
betrachtet speziell den thermodynamischen Limes N — oo, so dass

Statistische Unabhangigkeit

Ein System von Teilchen zerfalle in 2 Untersysteme, Untersystem 1 mit den Teilchen
1,2, ..., Ng und Untersystem 2 mit den Teilchen Ny+1, Ng+2, ..., N mit den Dichteope-
ratoren p; bzw. pa der beiden Untersysteme. Die beiden Untersysteme heiffen statistisch
unabhéngig, wenn der Dichteoperator des Gesamtsystems zerfallt:

3.17)

Mathematisch ist diese Tatsache klar, physikalisch gesehen liegt Unabhéngigkeit vor,
wenn der gegenseitige Einflufs also die Wechselwirkung zwischen Untersystem 1 und 2
verschwindet. Eine einfache Folgerung lautet:
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Inpiyo =Inp; +1npy |, (3.18)

d.h. In p ist eine additive Grofe, wenn Unabhéngigkeit vorliegt. Beim Zusammensetzen
von unabhéngigen Teilsystemen addieren sich die individuellen In p !

3.3 Das thermische Gleichgewicht

Im Folgenden betrachten wir konservative Systeme, d.h. nicht explizit zeitabhéngige Ha-
miltonoperatoren H.

Unter einem abgeschlossenen System verstehen wir ein System, welches nicht mit der
Aufsenwelt wechselwirkt. Alle Experimente zeigen, dass jedes (mehr oder weniger) abge-
schlossene System im Laufe der Zeit gegen einen stationdren Zustand konvergiert. D.h.
die Erwartungswerte (makroskopischer) physikalischer Messgrofen streben gegen zeitlich
konstante “Gleichgewichtswerte. Diesen stationdren Makrozustand nennt man Zustand
des thermischen Gleichgewichts oder Gleichgewichtszustand.

Bemerkung;:

Absolut isolierte Systeme sind experimentell nicht zu realisieren (sieht man mal vom
ganzen Universum ab). Insbesondere Warmeaustausch mit der Umgebung ist nie ganz
auszuschlieffen. Aufserdem beeinflusst jede Messung das System durch den Kontakt zur
Messapparatur. Dennoch zeigt der Vergleich zwischen Experiment und theoretischen Pro-
gnosen, dass das Konzept des abgeschlossenen Systems die Wirklichkeit oft hinreichend
genau modelliert.

Bestimmung des Dichteoperators des thermischen Gleichgewichts

Fiir den Erwartungswert eines beliebigen Operators A muf gelten:
<A>(t)=Sp(4-p(t))

Im Gleichgewichtszustand verschwindet die zeitliche Ableitung dieses Erwartungswertes,
d.h. es gilt hier: p = 0. Setzen wir dies in die von-Neumann-Gleichung (3.6) ein, so
erhalten wir

[H,p] =0 (3.19)

als eine Bedingung, welche der Dichteoperator des Gleichgewichts erfiillen mufs. Eine
weitere Bedingung wurde bereits im letzten Abschnitt erwdhnt. Aus der statistischen
Unabhéngigkeit zweier Teilsysteme folgt fiir den Dichteoperator des Gesamtsystems:

Inpiye =Inp; +1npy |, (3.20)
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Damit ist Inp eine Linearkombination aller moglichen Erhaltungsgréften Fz(z = 1..k),
die bei statistischer Unabhéngigkeit additiv sind. Eine "nullte’ Erhaltungsgrofe ist das
Volumen des Systems V. Es ist streng additiv beim Zusammensetzen (auch bei stat.
Abhéangigkeit):

Vipe=V1+ V3
Bei statistischer Unabhéngigkeit ist eine erste additive Erhaltungsgrofie H selbst:
q 142 = H 1+ ﬁ2

Dagegen sind H 2, H 3. beliebige Funktionen f(ﬁ ) zwar Erhaltungsgrofen, allerdings
nicht additiv.

Neben Fy = H seien Fg, Fg, - Fy, weitere additive Erhaltungsgréffen in zwei unab-
héngigen Teilsystemen:

[fl, F} -0
Fz‘(l) + Fi(2) = Fi(1+2)
Es folgt:
k
Inp=aV +> \Fi|baw. (3.21)
=1
pg = Zlge( mnF) | (3.22)

Die reellen Parameter \; sind dabei frei wihlbar. Wegen der Bedingung Sp (p) = 1 folgt:

Z,=e"" =Sp <e(2§=1)‘iF")) . (3.23)

Definition:

Der Dichteoperator pg in der Form 3.22 heift Dichteoperator der (allgemeinen) grofka-
nonischen Gesamtheit. Zy heikt dabei grofkanonische Zustandssumme.

Die physikalischen Messgrofen E; hingen ab von der Grofe des Systems, d.h. der Anzahl
der Freiheitsgrade bzw. der Teilchenzahl N bzw. dem Volumen V. So ist z.B. H=H V,N-
Dagegen sind die Grofen A; davon unabhéngig, ebenso der Parameter a in 3.21.
Definition:

Eine von der Systemgréfse unabhingige Variable heiflt intensive Variable.

Fiir die Mittelwerte der Erhaltungsgréfsen F; ergibt sich:
Sp (Q(Zle AF)Fz)

Sp (6(25;1 Aipi)> (3.24)

Fy = F(\) = (B) = p (p,Fr) =
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Es folgt:

F, = ai mZ,| . (3.25)

Gleichung 3.25 stellt eine dufierst wichtige Beziehung zwischen den Messgrofien F; und
den intensiven Grofen \; da.

Anmerkung:

pg und Z; sind Funktionen der intensiven Grofien ); und des Volumens V:

pg = pg(Ai, V), Zg=Zg(N;,V) (3.26)

Zur Praxis: Erhaltungsgrofen «— Invarianzeigenschaften von H unter Symmetrietrafos
(abgesehen von Spezialfillen) nur fir:

o Gesamtenergie H

e Gesamtteilchenzahl N

—

e Gesamtimpuls P
e Gesamtdrehimpuls M .

Die Messgrofken F; nehmen keinen scharfen Wert F} an, sondern es gilt nur Gleichung
3.24. D.h. die grofikanonische Gesamtheit enthilt Mikrozustéinde mit unterschiedlichen
Eigenwerten der Erhaltungsgrofen F;, z.B. der Energie. In dieser Gesamtheit ist also das
System "offen beziiglich des Austausches der Erhaltungsgrofen mit der Umgebung, z.B.
Energie- bzw. Warmeaustausch, Teilchenaustausch, usw.

Nun koénnen wir uns aber auch auf den Standpunkt stellen, dass bei hinreichend guter
Isolierung ein Austausch fiir [ € {1,..,k} Erhaltungsgrofen F; praktisch unterbunden
bzw. vernachléassigbar wird. D.h. fiir diese [ Operatoren sollte nur ein einziger fester Ei-
genwert F; angenommen werden. Dementsprechend kénnen im Ensemble dann auch nur
Mikrozusténde mit diesem festen Wert F; auftreten. Ausgehend vom Dichteoperator aus
GI. 3.22 erhalten wir dann durch "Verkleinerung* des grofskanonischen Ensembles die so-
genannten (allgemeinen) kanonischen Gesamtheiten durch Hinzufiigen von é-Funktionen:

1) (FZ — F,) firi=1,...,1, also:

Prani = 0+ pgd <F1 _ Fl) 5 (F2 - F2> .0 (Fl - Fl) (3.27)

Wegen der §-Funktionen kénnen die Fl, oy F; in pg durch die (reellen) Zahlen Fy, ...,
F} ersetzt werden und dann in die Normierung « absorbiert werden. Der Dichteoperator
der kanonischen Gesamtheit hat dann die Form:

l

ot = 72 T (£ ) a2 o

Z
kan,l i1
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mit der kanonischen Zustandssumme

l A
kam,l = Sp <H(5 (ﬁ’l — Fl) e(zleﬂ )\ze)> (3.29)
i=1

Den Grenzfall | = k nennen wir die (allgemeine) mikrokanonische Gesamtheit:

Pmikro = — ﬁ5 (Fz - Fz) s Zmikro = SP <ﬁ5 <Fz - E)) (3.30)
i=1

mikro im1

Anmerkung: wir haben

Pranig = Prang (F1, oo F1, Mgty ooy A, V)
Zkan,l - Zk:an,l (Fla "‘aﬂ))‘l-f—h 7)‘k‘)V)

D.h. pran, und Zjep  sind Funktionen der (k—1) intensiven Grofien A; und der [ extensiven
Messgrofen Fi,... , Fj sowie V.

Extensive Grofien:

Eine Grofte A heifst extensiv, wenn fiir sehr viele Freiheitsgrade, bzw. Teilchenzahl N =
(N) makroskopisch (~ 1023) gilt:

. 1
A=0O(N),d.h. ]\}E)noo NA(N) =a a#0 (3.31)

Extensive Grofen wachsen also proportional mit der Systemgrofe an. Konkret sollten

lim v = n, die Teilchendichte
H
lim N lim <N> = e die Energiedichte

endlich sein. D.h. wir betrachten nur solche Systeme, in denen mit N — oo auch V' — oo
gilt. Dementsprechend sind "Dichten” meistens auf das Volumen bezogen.
Es gilt:

Additive Groflen = extensive Mittelwerte

Beispiel: Verdoppelung eines Systems
Vi=Ve=V — Vigp=2V
Ny =(N1), Na=(N2) — (Nigg) =Ni+ DN,




28 KAPITEL 3. GRUNDLAGEN DER STATISTISCHEN PHYSIK

Dann gilt: |a| = \%] = \<’41>+V<A2>| = |3 (a1 + a2)| < max(|a1], |ag|) fiir einen

Operator Aj o = A; + Ay. Da bei endlichem Volumen |a;| und |ag| endlich sind, bleibt
a endlich bei Systemverdoppelung und damit auch fiir V" — oo.
Speziell fiir die Energie gilt:

Hyi o =H+ Ho + Wio

(Hio) _ (H) | (Ho) | (W)
Vi 2V 2V 2V

(3.32)

Bei vollkommener statistischer Unabhéngigkeit gilt W12 = 0. Im Allgemeinen ist dies
nicht der Fall. Beschrankt sich der Wechselwirkungsbereich wie oben skizziert nur auf
einen endlichen Teilraum, so gilt:

<W12> ~ qF N

wobei F die Trennfliche bezeichnet mit F' ~ V3. Daraus folgt:

%1% 1
lim V12 — =0 . (3.33)
Vooo 2V V—oo \/3

H ist damit also praktich additiv, die Energie demnach extensiv. Dennoch ist W15 gerade
wichtig fiir den Energie-(Warme)Austausch zwischen den beiden Teilsystemen.
Folgerung;:

Die verschiedenen Gesamtheiten (3.22,3.28,3.30) beschreiben alle das thermische Gleich-
gewicht. Der Unterschied besteht darin, dass die Systeme in verschiedener Weise offen
bzw. abgeschlossen sind beziiglich des Austausches von Erhaltungsgrofsen. Bei Offenheit
kénnen wir Schwankungserscheinungen beschreiben. In diesem Sinne ist die grofskanoni-
sche Gesamtheit die "beste”, da "flexibelste” Beschreibung. In der Realitdt treten nur H,
N und V als Erhaltungsgréften auf.

3.4 Mikrokanonische Gesamtheit

Seien das Volumen V und die Teilchenzahl N fest. Dann ist H der Hamiltonoperator fiir
festes N und V ebenfalls fest: H = Hy . Anstelle von Gleichung 3.30 haben wir dann
den Dichteoperator :
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P = ZIm(S(E _H) mit Zn=Sp(E—H))| . (3.34)

Wir betrachten also eine statistische Gesamtheit aller Mirozustinde gleicher Energie
FE, die alle gleichwahrscheinlich sind. Merke:

pm =p(E,V,N); Zp, =Zn(E,V,N) (3.35)

Hierbei ist zu bemerken, dass das Volumen V und die Teilchenzahl N implizit in H
enthalten sind. Im mikrokanonischen Ensemble treten als Variablen also drei extensive
Grofken: E,V, N auf.

Definition: Sei ®(F) die Anzahl der Energiecigenwerte mit H < E.

>
Mit der Definition der #-Funktion 6(z) = { 1 20

0 <0 und den Eigenwerten E, ergibt
sich ®(F) dann als

O(E) = 3 0(E - E,)

oder |®(E)=Sp (0(E — H))| (3.36)

Als néchstes definieren wir die Zustandsdichte: Q(F) dE sei die Anzahl der Zusténde
zwischen F und E + dE
O(E +dE) — ®(E) ,
QF) = =o' (FE
(2) - ()
=Sp(0(E — H)) (3.37)

Durch Vergleich mit Gleichung 3.34 sieht man direkt :

Q(E) = Zm(E,V,N). (3.38)

Da H und N fest sind, erhalten wir direkt (H) = E; (H?) = E?; (N) = N und (N?) =
N2. Hieraus folgt also, dass die Schwankungen (AH)? = (AN)? = 0 verschwinden.

3.5 Die kanonische Gesamtheit

Als eigentliche kanonische Gesamtheit bezeichnet man das Ensemble, in dem das System
nur beziiglich H offen ist. Das Volumen V und die Teilchenzahl N liegen fest, d.h. H =
Hy . Damit ist auch n = % fest. Der Dichteoperator der kanonischen Gesamtheit lautet:

1 _
o= e = 5,V N)| (3.39)

Diesen erhélt man, wenn man in Gleichung 3.28 Ay =: —f0 setzt. Die kanonische
Zustandssumme ergibt sich dann als:
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Z4(3,V,N) = Sp (e_BH ) : (3.40)

Wir haben also zwei extensive Parameter V und N, sowie ein intensives “Feld” S.
Die kanonische Gesamtheit gestattet also den Energieaustausch des Systems mit der
Umgebung, das heifit es treten auch Energieschwankungen auf. Die mittlere Energie
berechnet sich als:

1 2 0

(HY = E = E(3,V,N) = —Sp (He—ﬁH) =Lz, (3.41)

Z, op

Durch g wird also die mittlere Energie festgelegt. Umgekehrt kann man aber § auch
als durch E festgelegt auffassen, das heifst

B =p(F,V,N), (3.42)
was man durch Umkehrung von Gleichung 3.41 sieht. Die Umkehrung ist moglich, da

05 = HY(H) = —(AH)? <0 (3.43)
Sp (H?e PH
_— ( o ) - le (;ﬁ,zk) Sp (He ™) = = (H?) + (H)?
fSp(He*fBH)

Wir definieren nun die Temperatur:

1 —16_°T8

T= s kp =10 Kelvin (3.44)

Uber Gleichung 3.42 ist die Temperatur damit rein mechanisch definiert: T = T'(E, V, N).
Die Boltzmannkonstante kp tritt aus historischen Griinden auf, da man T in K (Gasther-
mometer) vor der statistischen Physik eingefiihrt hatte. Die Boltzmannkonstante ist an
sich vollig tiberfliissig, da man 7T in erg-Einheiten (cgs) messen konnte. Die Boltzmann-
konstante ist daher keine Naturkonstante wie die Lichtgeschwindigkeit ¢ oder wie das
Plancksche Wirkungsquantum #.

Definition: Energieverteilung (Wahrscheinlichkeit fir Energie E):

wi(E) = (§(E ~ )y, = S0 (¢ *15(8 - 1))
1 _
= e S (3 — )
1 _
= Z—ke BEQ(E)
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Damit ergibt sich die mittlere Energie E = (H) = [ dE' F'wg(E’). Da E nun
eine extensive Grofe und daher von der Ordnung O(N) ist, gilt auch fiir die partielle
Ableitung nach 3: ‘é—g = O(N) ist eine extensive Grofe. Hieraus lisst sich wieder folgern,

dass (AH)? = O(N). Fiir die relative Schwankung der Energie ergibt sich dann:

AH

m ~

1
——) — 0 fiir grokes N . 3.45
\/N) g (3.45)

Das bedeutet, dass zwar die Energie schwankt, dass aber die Verteilung wy (E') fiir
grofte Systeme ein sehr scharfes Maximum haben muss mit einer relativen Breite, die fiir
N — oo verschwindet. Der Grund dafiir ist, dass die Zustandsdichte Q(FE) ungeheuer
schnell anwichst (und e P exponentiell abfillt) mit E. In diesem Fall kann der Mittel-

wert E = (H) (fir N — o0) durch den wahrscheinlichsten Wert E,,, (Maximum von
w(E")) ersetzt werden.

e'B E
O(E)
wi(E)

04 —

Da die Zustandssumme Zj, unabhéngig von E ist, folgt aus der Max-Bedingung % =0

dw 1 - —BEqy _
0=T5=7 (~8e7PQ(E) + P (B)) = 0
=B+ =0 (3.46)
8=B(E) = g((g)) - diEan(E) (3.47)

[ bzw. die Temperatur 7" ist damit auf die Zustandsdichte des Systems zuriickgefiihrt.
Das Energiespektrum fiir realistische grofe Systeme ist durch zwei Eigenschaften gekenn-
zeichnet:

a) Es gibt einen kleinsten Eigenwert Ej, den Grundzustand.

b) Nach oben (E — o) ist das Energiespektrum unbeschrénkt, wobei die Dichte stark
zunimmt.
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Da [ eine intensive Grofe ist, folgt aus Gleichung 3.44, dass InQ(E,V,N) = O(N)
extensiv sein muss. Daher gilt:

‘Q(E, V,N) = (w(e,n))™ \ (3.48)

Dabei ist w eine intensive Funktion der intensiven Variablen e = %, n= % Q wéchst

also mit der Systemgrofe (N — oo) ungeheuer schnell an (exponentiell).
Fiir w — ' = 1.01w folgt % =1.01" ~ 10410 wenn N = 10%3.

Damit Z; = Sp (e‘ﬂﬁ) =, e PEe existiert, muss

3>0, dh. T >0] (3.49)

sein. Die Temperatur ist also eine positive Grofe.

Allerdings: Es gibt Systeme (z.B. Spinsysteme), in denen das Energiespektrum auch
nach oben beschrankt ist. Fiir solche Systeme ist dann auch g < 0 bzw. T' < 0, also eine
negative Temperatur iiblich. Sie haben in den Ubungen die Gelegenheit, sich mit dieser
Problematik auseinanderzusetzen. X
Zur Praxis: Die mathematische Handhabung des kanonischen Dichteoperators e #H ist
einfacher als die des mikrokanonischen §(E — H). Daher benutzt man in der Anwendung
vorzugsweise die kanonische Gesamtheit, insbesondere bei Systemen der klassischen Me-
chanik.

Abschliefsend wollen wir in diesem Kapitel die Frage nach dem Aussehen des Dichte-
operators fiir den Fall tiefer Temperaturen, also 7' — 0 stellen. Fiir die Zustandssumme
eines Systems mit nichtentartetem Grundzustand, also: Ey < F1 < Fy < F3 < ..., gilt:

Zy =Y e Ph (3.50)

Damit folgt fiir den Dichteoperator:

DB T e BEED ) G 10) 0]+ 3,0 ¢ PE B ) G
Pk > e—BE; 1+ Z#O e—B(Ei—Ep) 1+ Zi#) e—B(Ei—Ep)

(3.51)

Im ersten Schritt haben wir den Hamiltonoperator in seiner Eigenbasis dargestellt. Im
zweiten Schritt wurde der Bruch mit e%0 erweitert und der “nullte Summand aus den
Summen herausgezogen. T' — 0 heifst 3 — oo, d.h. die Summen in Zahler und Nenner
von 3.51 verschwinden und es bleibt der Dichteoperator des reinen Grundzustandes:

(1=0)Pk = [OX( (3.52)

Dementsprechend folgt fiir den Energieerwartungswert: =0y < H >=Ey
Anmerkung: Komplett analog berechnet man den Fall eine g-fach entarteten Grundzu-

standes. Man erhélt:

1
ey PE= D p 10;) (05 (3.53)
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3.6 GrolRkanonische Gesamtheit

Bei festem Volumen V' ist neben Energie-, auch Teilchenaustausch mit der Umgebung
moglich (offenes System). Der Teilchenzahloperator N besitzt dann die Eigenwerte N
und der Hamiltonoperator Hy (N) die Eigenwerte E,(N,V). Dann setzen wir neben
)\H = —ﬁ noch )\N = ﬂ,u.

Definition: Das der Teilchenzahl zugeordnete “Feld” u (intensive Variable) heifit chemi-
sches Potential.

Anstelle von Gleichung 3.22 und 3.23 schreiben wir den Dichteoperator

1 ~
Py = Z—e_ﬁ(H_“N) (3.54)
g
mit | Z,=e " =Sp (e—mH—m) = Y e AN V) N (3.55)
a,N

Folgerung: p, = pg(B, 1, V); Zg = Zy(B, 11, V') sind Funktionen von den beiden in-
tensiven Variablen 3, und der extensiven Variable V. Ebenso wie in der kanonischen
Gesamtheit gilt: £ = E(8) = (H) < [ = [(F). Zusitzlich legt p nun die mittlere
Teilchenzahl fest:

N = N(u,8,V) = (§) = -8p (e X +OR)

Zg
N=12 902 8,0V (3.56)
- ﬂ aILL g 7/’1/7 .
und (vergleiche mit Gleichung 3.43)
dN - ~ 2 .
= BUN?) = (N)") = B(AN)* > 0 (3.57)

dp
Das heifit: N = N(u) ist eine umkehrbare Funktion von i, woraus folgt, dass p = p(IV).

Da N extensiv und p intensiv ist, folgt fiir das Schwankungsquadrat (AN)? = O(N) und
daher fiir die Schwankung

(AN) 1
— =0(—=) . 3.58
v =0 (3.58)
Druck: Wir kénnen formal einen “Operator” V fiir das Volumen einfithren mit den
Eigenwerten V. Man setzt dann den Parameter a in Gleichung 3.55 als a = —(p an.
Definition: Der intensive Parameter p heift Druck des Systems.
Diese Definition ist zunéchst rein formal. Gleichung 3.54 schreibt sich dann auch als

SBH-pN=V) | — o (p, B, 11) (3.59)
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mit den 3 intensiven Variablen p, 8, u, was auch manchmal als Druckgesamtheit be-
zeichnet wird.

Aus Gleichung 3.55 folgt im thermodynamischen Limes:

1
p=— lim —

B Voo V In Zg(ﬁ, 122 V) = p(uvﬁ) ) (360)

d.h. der Druck ist eine Funktion von g und S.

Fiihrt man anstelle ¢(N) durch Umkehrung die Teilchendichte n = % = n(p) in Glei-
chung 3.60 ein, so erhdlt man also aus der grofkanonischen Gesamtheit die Zustands-
gleichung;:

p=pn,T) (3.61)

Bemerkung: Die Summe in Gleichung 3.55 beginnt mit N = 0. Darum gilt:
EL(N =0,V) =0 und daher

Zg =1 + Z efﬁ(Ea(va)ftu‘N) > 1.
a,N>0

Dann folgt direkt, dass a < 0 und daher

p>0| (3.62)

wie es sein sollte. (Es gibt auch Modelle, bei denen der Druck negativ herauskommt.
Dann kollabiert das System in einem Punkt im R3, ist also instabil. Fiir realistische
Systeme ist p > 0.)

Eine niitzliche Beziehung: Wir betrachten die Gleichung 3.59 p, = py(3, 1, p) mit 3
intensiven Variablen. Wegen 1 = Sp(py) = ¢(8,p,p) gilt dann fiir das vollstandige
Differential:

_o=139 9 9 —B(H—pN+pV))
dg—O—{dﬁaﬁ+d(ﬂﬂ)a(ﬁm+d(ﬁp)6(ﬁp)}sp(e pEY))

= —dB (H) + d(Bp) (N) — d(8p) (V)

oder

(0= —(E — pN + pV)d3 + BNdp — BV dp|. (3.63)

Dies ist dquivalent mit Gleichung 3.60!
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3.7 Mittelwerte und Schwankungen

In der mikrokanonischen Gesamtheit haben die Observablen H, N,V feste Werte E, N,V
bzw. Erhaltungsgroften F; haben feste Werte F;. Dahingegen schwanken in der kanoni-
schen Gesamtheit einige F; um extensive Mittelwerte F; = (F;) = O(N) in

AF; = O(VN) . (3.64)

Konkret ist AH = O(v/N) und AN = O(v/N).

A

Wir betrachten nun eine beliebige Mefsgrofe A:

(A) g = Amkg = A(E + (AE)mig, N + (AN )mieg, V), (3.65)

d.h. wir eliminieren Felder \; zugunsten E,V, N. Unterschiede kommen nur durch
Schwankungen AFE und AN zustande.

Wegen E = O(N) und AE,AN = O(v/N) sind AE und AN fiir N — oo neben E
und N vernachldssigbar. Im thermodynamischen Limes gilt

Jim A(E + (AB)uig, N + (AN)uieg, V) = lim A(E,N,V) (3.66)

unabhéngig von der speziellen Gesamtheit.

= Alle Gesamtheiten sind aquivalent zur Beschreibung von Mittelwerten
beliebiger Grofien, aber die Gesamtheiten unterscheiden sich bei der Berech-
nung von Schwankungen !

3.8 Die Entropie

Die Entropie ist ein zentraler Begriff der statistischen Physik.
Definition:
Fiir einen beliebigen Dichteoperator definieren wir die Entropie S mittels

S :=—kp(lnp) = —kpSp (plnp) (3.67)

In der Informationstheorie (Shannon-Entropie) entspricht die Entropie der negativen In-
formationsmenge.

Um den Begriff der Entropie verstandlicher zu machen, wollen wir uns daher einfach
mal eine lange Kette von N Bits vorstellen, welche gleichverteilt die Werte 0 oder 1
annehmen. Die Gleichverteilung sorgt an dieser Stelle dafiir, dass die Entropie maximal
ist. M6chte ich nun dieses Bitmuster, also die Information, weiterleiten, so muss man im
Regelfall (fast) N Bits tibertragen.

Da es ja bekanntlich auf der Welt mehr “Nullen” als “Einsen” gibt :-) , wollen wir als
zweites den Fall betrachten, in dem p(0) = 0.999 und p(1) = 0.001. Im Mittel gibt es also
in einer Kette von N=1000 Bits eine “1”. M&chte ich nun solche Bitmuster {ibertragen, so
ist es effizienter, einfach die Positionen der wenigen “1” zu iibertragen. Ich brauche also
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viel weniger Bits, um ein Muster von 1000 Bits zu {ibertragen. Der Informationsgehalt ist
also offensichtlich im ersten Fall grofser. Diese Tatsache lasst sich schon mit der iiblichen
Komprimierungssoftware (zip, tar, ...) zeigen. Eine Datei mit hohem Informationsgehalt
lasst sich nur noch unwesentlich komprimieren, eine Datei voller “0” fast vollstandig.

Da fiir die Eigenwerte p, des Dichteoperators p gilt 0 < p, < 1 und da zln(z) < 0
fir « € ]0; 1] folgt:

S:=-kpY pylnp, >0 (3.68)

Fiir einen reinen quantenmechanischen Zustand gilt p; = 1, p, = 0 (v # 1). Daraus folgt:
S = 0 im reinen Fall.

Im Allgemeinen hat man nicht die volle Information des reinen Zustandes und es gilt: Je
grofer S ist, desto grofer ist die Unkenntnis des Systems, also die Unordnung.

Bei statistischer Unabhéngigkeit ist S additiv, denn mit p149 = p1 - p2 folgt :

Si+2 = —kpSpia(p1+21n(p142)) = kBSp1Spep1 - p2 [In p1 + In po] (3.69)
= —kp[Spyp1Inpi + Spypalnps] = S1 + So (3.70)

S ist streng additiv wenn die Wechselwirkung Wio verschwindet. Wie im Falle der Energie
gilt auch hier (auch fiir Wi # 0), dass S immer extensiv ist, d.h.

S =O(N), fiir N — oo (3.71)

Gleichgewichtsentropie

Da S nach 3.67 der Mittelwert von In p ist, folgt, dass S in allen Gleichgewichtsgesamt-
heiten den gleichen Wert hat. Aus Gleichung 3.59 p, = e~ BH-nN+pV) folgt sofort:

1 N N A
S = T (<H> — p(N) —I—p(V)) bzw.
’TS =FE —uN+pV Duhem — Gibbs — Relation‘ (3.72)

Nun wollen wir in 3.72 das totale Differential bilden, also:
d(TS)=8SdT'+TdS=dE —udN — Ndu+pdV +Vdp (3.73)
Aus 3.63 folgt:
0 = —(E—uN+pV) dB +BNdu—pVdp
~—
:_ngT
dr
—_—

“Lrg

0=-SdT — Ndu+V dp| (3.74)
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Nutzen wir 3.74 in 3.73, so erhalten wir

TdS =dE — pdN + pdV (3.75)

An spéterer Stelle werden wir sehen, dass 3.75 dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik
entspricht. Aus 3.75 und 3.47 folgt, dass

S 1 (B, D
()NV =7 = kg = kegp(nQEV,N) (3.76)

Eine Integration liefert:
S=S(E,V,N)=kpIn(Q(E,V,N)) + const(N, V) (3.77)

S verhélt sich also wie der Logarithmus der Zustandsdichte.

Extremaleigenschaften der Entropie

Wir zeigen nun im wesentlichen den 2. Hauptsatz und dquivalente Aussagen dazu. Dafiir
benotigen wir folgenden mathmatischen Hilfssatz:

Hilfssatz: Fiir 2 beliebige Dichteoperatoren p und p gilt:
Sp(p(lnp—Inp)) <0 (3.78)

Beweis:
Ve>0:lnz<z—1 (%)

Seien p = > - Piln >< n| und p = ) P,In >< n| die Diagonaldarstellungen der
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Dichteoperatoren. Dann gilt:

Sp(p(np—Inp)) =

Damit ist 3.78 gezeigt.

Betrachten wir nun einen Prozels in einem System, der in beliebiger Zeit ablduft, be-
schrieben durch p = p(t). Dabei sei der Anfangszustand beleibig, also nicht unbedingt
ein Gleichgewichtszustand. Die zeitabhédngigen Erwartungswerte fiir H, N und V sowie

die Entropie S sind dann gegeben durch:

vy <t 20 =
Il Il I Il

Am Ende des Prozesses (Energie, Teilchenzahl und Volumen kénnen sich verédndert ha-
ben) sei das System dann im Gleichgewicht, beschrieben durch einen grofkanonischen
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Dichteoperator p, mit Parametern 7', u, p und den Mittelwerten

E = Sp <ng
¥ = o)
V. = 5p <ng)
S = Sp(pglnpg)
Die Anderungen seien gegeben durch:
AE = F-F
AN = N-N
AV = V-V
AS = S-S
Dann gilt:
|TAS > AE — pAN + pAV | (3.79)
Beweis:

S=—kpSp(plnp) < —kpSp(plnpy)

3.59 %Sp (ﬁ (f[ — MN—I—pV))

= %(E—,u]\?-i-pf/)

_ %(E—AE—M(N—AN)—H?(V—AV))
3.72

1
= S—T(AE—MAN—i—pAV)
= Behauptung

Aus 3.79 folgt:

Theorem:

Jedes mehr oder weniger abgeschlossene System strebt dem Maximum der Entropie zu.
D.h. die Entropie eines abgeschlossenen Systems ist am grofsten im Gleichgewichtszu-
stand:

S’ < SGleichg. oder AS > 0 (3.80)

Grund: Bei Abgeschlossenheit bleiben E, N, V erhalten, d.h. AE = AN = AV =0 und
die Erfahrung zeigt, dass ein abgeschlossenes System immer ins Gleichgewicht strebt.
Das ist der zweite Hauptsatz der Thermodynamik.

Fine wichtige Folgerung aus 3.80 ist:
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Ein Prozef im abgeschlossenen System mit AS > 0 ist irreversibel.

Bemerkung: Obiges Theorem besagt nur, dass die Entropie am Ende eines Prozesses
ihr globales Maximum erreicht. Es besagt nicht, dass S(t) monoton wéchst. Dies miifste
in der statistischen Physik des Nichtgleichgewichts gezeigt werden oder axiomatisch ins
Modell gesteckt werden. Zweiteres ist der Fall.



4 Thermodynamik des Gleichgewichts

Mit den Dichteoperatoren der verschiedenen Gesamtheiten sind alle Hilfsmittel bereit-
gestellt um die physikalischen Eigenschaften eines makroskopischen Systems, ausgehend
von seinem Hamiltonoperator H zu berechnen. Das wird spéater geschehen. Der Katalog
der Beziehungen zwischen den eingefiihrten thermodynamischen Grofen ist aber noch
nicht ausgeschopft. Das soll in diesem Kapitel geschehen.

4.1 Thermodynamische Prozesse

Ein System im Gleichgewicht heifst thermodynamisches System. Es wird beschrieben
durch wenige Makrovariable:

e extensive Groken: £, S, V, N, ...
e intensive Grofen: p, pu, T’

Drei dieser Grofsen sind unabhéngig, definieren einen Zustand; die restlichen sind dann
festgelegt als Funktionen der iibrigen (gilt fiir homogene einkomponentige Systeme). Eine
solche Beziehung ist zum Beispiel die Zustandsgleichung

p=p(T,N,V)=p(T,n) n= (4.1)

<=

Im Falle des idealen Gases lautet 4.1: p = %/@BT.
Héufig wahlt man als unabhéngige Variablen solche, die direkt mefsbar sind: V, N, p.
Héufig wahlt man auch N fest und betrachtet dann noch 2 Variablen, die einen Makro-
zustand in einem 2-dim Zustandsraum festlegen.

Unter einem thermodynamischen Prozess versteht man die Anderung von einem Zu-
stand (1) in einen anderen (End)Zustand (2) durch Verdnderung der duferen Bedingun-
gen.

Beispiel: Expansion eines Gases: V73 — Vo > V4 mit AV = V5 — 17.
Fiir Zustandsgrofen wie E, S, V, N etc. gilt dann:

2
AE =Fy— F| = / dE unabhingig vom Weg 1 — 2
1

d.h. dF ist ein vollstdndiges Differential!
Man verwendet §-Differentiale bei infinitesimalen Grofen du, wenn dazu keine Zu-
standsgrofie u existiert.

41
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Beispiel:

(o o5y
flz,y) = df—<8$>ydx+(ay>xdy—5u+5v

—_— T
Su ov

2
~  Au :/ ou ist wegabhingig. (4.2)
1

Energiebilanz: 1. Hauptsatz der Thermodynamik bei infinitesimalen Prozessen gilt:

|dE =0Q + A+ 6N E (4.3)

d.h. Anderungen durch

a) O F : Energiedinderung durch Hinzufiigen von Teilchen
ONE =0 falls dN =0

b) §A : Arbeitsenergie bei Anderung des Volumens durch dufere Krifte (mech. Druck;
elektromagnetische Felder, bisher weggelassen)

oa4=0"allsdV =0
¢) 0Q : Warmezufuhr bei Warmekontakt

Bemerkung: In der axiomatischen Thermodynamik wird durch den 1. Hauptsatz die Zu-
standsgrofe E (innere Energie) axiomatisch eingefiihrt. Hier ergibt sich 4.3 “lediglich” als
Bilanzgleichung.

Definition:

Ein Prozess bei dem nur Gleichgewichtszustédnde durchlaufen werden heifst quasistatischer
Prozess. Realisiert werden solche Prozesse, indem die Geschwindigkiet des Prozesses be-
deutend kleiner als die Gleichgewichtseinstellzeit gewahlt wird.

Ein quasistatischer Prozess last sich also in einem Zustandsdiagramm zwischen (1) und
(2) eintragen. Nichtquasistatische Prozesse durchlaufen Nichtgleichgewichtszustinde. Ent-
sprechende Wege liegen nicht in der Diagrammebene, worauf die punktierte Linie in
nachstehender Abbildung hinweisen soll.

A

Y
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Im Gleichgewicht haben wir bereits die Duhem-Gibbs-Relation 3.72 bzw. 3.73 kennen-
gelernt. Diese ist der Energiesatz fiir quasistatische Prozesse und wir identifizieren:

TdS = (0Q)s ndN = (OnNE)gs —pdV = (6A)gs (4.4)

Durch Vergleich mit 3.79 in differentieller Form:

|TdS > dE — pdN +pdV | (4.5)

sehen wir, dass fiir quasistatische Prozesse in 4.5 das Gleichheitszeichen steht.
Definition: Ein Prozess fiir den in 3.79 bzw. 4.5 das “>" Zeichen steht ist irreversibel.
Denn: Wir schlieffen das System ab, indem wir die Umgebung (gestrichene Grofen) hin-
zunchmen. Am Ende sind System und Umgebung im Gleichgewicht, d.h. T/ =T, 1/ = pu,
p = p (siehe spiter).

dE+dE" = dN+dN' =dV +dV' =0
TdS" > dE' — udN' +pdV’' =0

Addition bei T' > 0 liefert dSges = dS+dS’ > 0, was wegen 3.80 Irreversibilitét bedeutet.
Das bedeutet, ein Prozess in einem System ist dann und nur dann reversibel wenn sowohl
fiir das System als auch fiir die Umgebung, mit der Kontakt besteht, in 4.5 jeweils das
Gleichheitszeichen steht.

Folgerung:

Ein quasistatischer Prozess, fiir den wegen 3.73 in 4.5 das Gleichheitszeichen steht, ist
reversibel, wenn auch fiir die Umgebung der Prozess quasistatisch ablduft. Ein reversibler
Prozess ist natiirlich immer quasistatisch.

Bemerkung;:

Der zweite Hauptsatz wird in der axiomatischen Thermodynamik so formuliert: Es gibt
eine Zustandsgrofe S, so dass bei reversibel gefiihrten Prozessen dS = % (0Q)
Weitere Definitionen:

rev.

a) quasistatische Prozess mit dQ) = 0 heifsen adiabatisch. Es folgt: dS = 0
und umgekehrt dS =0=06Q =0
Adiabatisch heifit eigentlich “warmedurchlissig”; in leicht verwandelter Bedeutung
benutzt man adiabatisch allgemein fiir Vorgénge, die quasistatisch ablaufen, d.h.
langsam gegen interne Relaxationsprozesse.

b) dT' =0 : isotherm
c) dV =0 : isochor

d) dp =0 : isobar
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4.2 Thermodynamische GroBen

4.2.1 Intensive Parameter (Felder): T,p,u
Aus Gleichung 4.5 folgt direkt

T = (i?E) und 1 <85) (4.6)
08 ) Ny T OF ) nv
bzw. unsere frithere Beziehung: 5 = k,g%T — (%’((g))).
Weiter gilt fiir das chemische Potential
ok 7 oS
— (2= d 2 (2= 4.7
: <8N>s,v T <8N>E,V 7 47)

das chemische Potential ist also diejenige Energie, die ein Teilchen mitbringen muss,
um das Gleichgewicht bei festem S,V nicht zu stéren. Auerdem gilt:

(9B p_ (05
"o <3V>5,N oder T_<8V>E,N ‘ 49

Wir wissen bereits, dass fiir realistische Systeme p > 0 und 7" > 0 ist.

Gleichgewichtsbedingungen:

Die Entropie eines abgeschlossenen Systems ist im Gleichgewicht im Maximum.
Wir fiihren nun eine Einteilung in zwei Untersysteme durch, dann gilt fiir die extensiven
Grofsen Entropie, Energie, Volumen und Teilchenzahl:

S(Ea‘/vN):SI(E17%7N1)+S2(E21V2>N2) mit

E=F + FE»
V=V+W
N = N1 + N»

Wegen der Abgeschlossenheit des Systems gilt fiir virtuelle Anderungen:

0 = deq + deg
0 = dvy + dvg
0 =0dn1 + ong

Hieraus ergibt sich die Stationaritit der Entropie S:
0= 08 051 0S5z  0S1 052

" Jder der | der  der  des
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Wegen 95 = (85) =T =T
561 8E1 Vi,Ny
o
Ebenso: 0 = 251 = p1 = D2 (4.9)
5111
oS
0= 571 = {1 = {2
ni

Warmeaustausch:

Zwei Systeme (1,2) werden in Wérmekontakt gebracht, so dass das Gesamtsystem (1+2)
ins Gleichgewicht geht. Bei festem N9, Vi 2 ist dann zur Zeit ¢ die Gesamtenergie E =
Ei(t) + E2(t) und die Entropie S(t) = S1(F1(t)) + S2(F2(t)). Nach dem 2. Hauptsatz
gilt:

0<

@ B 051 0F, i 0S5 0F9 B 0S4 B 052\ 0F;
ot OF, Ot 0OFE, Ot \OE, 0FE») 0Ot

1 1\ 0E;
“0< (zw) - Tz(t)> ot

Folgerung: Wenn 77 > 15, = % < 0, d.h. Wérme fliefst vom System mit héherer

Temperatur zum System mit niedriger Temperatur. Diese Erfahrungstatsache folgt also
aus dem 2. Hauptsatz. Nach Clausius ist es eine der moglichen dquivalenten Aussagen
des 2. Hauptsatzes.

4.2.2 Thermodynamische Potentiale

In der mikrokanonischen Gesamtheit ist ein System durch 3 extensive Groken E,V, N
festgelegt:

S =S(E,V,N)

oder nach E aufgelost:

|E=E(S,V,N)]| (4.10)

mit der differentiellen Beziehung 3.75

|dE = TdS — pdV + pdN | (4.11)

Da sich das totale Differential dE durch die Differentiale dS, dV, dN ausdriickt, bezeich-
net man S, V, N auch als die natiirlichen Variablen von denen E abhéngt. Gleichung 4.11
ist auch der Energiesatz fiir quasistatische Prozesse und T, p, u ergeben sich direkt als
partielle Ableitungen. Andererseits haben wir die integrale Duhem-Gibbs- Beziehung 3.72

E=TS—pV + uN (4.12)

Die Energie bezeichnet man auch als 1. thermodynamisches Potential.
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Als weitere thermodynamische Potentiale bezeichnet man die Grofen, die man aus
Gleichung 4.12 gewinnt, indem man jeweils eine der Kombinationen T'S,pV, uN in 4.12
auf die linke Seite schafft, bzw. zwei bzw. alle drei. Das ergibt 8 Moglichkeiten; die
Transformation heifst Legendre-Transformation. Neben E betrachtet man in der Praxis
aber nur 4 andere thermodynamische Potentiale:

(2) Freie Energie:

F=E-TS=F(T,V,N)| (4.13)

dF = dE — TdS — SdT = —SdT — pdV + pudN (4.14)

und —5 = (%)VVN; —p = (%)T,N; w= (%)T,V' Die natiirlichen Variablen sind hier
T,V, N, die auch die Variablen der kanonischen Gesamtheit sind und es gilt:

|F =—kgTInZ,|, p,=e" "1 (4.15)

Dies lésst sich leicht zeigen, denn mit dem kanonischen Dichteoperator folgt:

1 _
Pr = Z—ke BH — 6 = —kgSp (pr In py)
= kpSp (pr(In Z, + BH))
1
:kBank—l-TE
= F=FE—-TS5=—-kgTInZ,

Bedeutung: Eine Arbeitsleistung am System bei konstantem N, T &ndert die freie Ener-
gie: (dF)r Ny = —pdV.

(3) Enthalpie:

H=E+pV =H(S,p,N)| (4.16)

dH =TdS + Vdp + pdN (4.17)

87-{) (87—() (87—[)
) o= (55) =V (5v) =w
(85 N o ) sn ON ) s,

Die natiirlichen Variablen sind hier S, P und N.
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(4) Freie Enthalpie

G:E-TS+pV:G(T,p,N)\ (4.18)

dG = —SdT + Vdp + pdN (4.19)

(), (),ov (9),-r o
T ) .y ap ) .x ON ) 7,

Die natiirlichen Variablen der freien Enthalpie sind T, p, N.
Wegen der Gibbs-Duhembeziehung 4.12 hat man :

G(T,p,N)= Nu(T,p) (4.21)
Grollkanonisches Potential:
|J=J(T,V,u) = E—TS — uN | (4.22)
dJ = —=5dT — pdV — Ndu (4.23)
s ) @)
oT Vi ov T o TV
Wegen Gleichung 4.12 ist
J=—pV . (4.25)

Die natiirlichen Variablen T, V. u des grofskanonischen Potentials sind auch Variable
der grofskanonischen Gesamtheit und es gilt:

J=—kpTInZ,|; pg=elt/—HtuN) (4.26)

)

Dies kann wieder einfach mit der grofskanonischen Zustandssumme gezeigt werden:

| Py 1 1%
Pg = 796 BH=1N) o § = —kpSp (Pg lnpg) =kplnZ, + TE - TN

= J=E—-TS—uN=—kpTlnZ, .

J ist also direkt aus der grofskanonischen Zustandssumme berechenbar.
Bemerkung: Die Potentiale sind alle extensiv: O(N). Es folgt:
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SV

v
F=F(T,V,N)=Nf (T,N>

G = G(T,p,N) = Ng (Tap) = N:g(Tvp)
S

H=H(S,p, N) = Nh <7P>
N

J=J(T,V,u) = =Vp(T, )

e,f,g h kennzeichnen jeweils auf das Teilchen bezogen Potentialdichten.

4.2.3 Abgeleitete Grollen

Man interessiert sich zum Beispiel dafiir, wieviel Warme nétig ist, um bei einem quasi-
statischen Prozelt die Temperatur zu &dndern.
Definition: Warmekapazitét (extensive Groke O(NV))

~(0Q)gs .08
= = T 5T (4.27)
Man kann noch p oder V festhalten (IV ist iiblicherweise fest):
oS oF
_7r(9° _ (& 4.28
Ve <‘9T> N,V (8T> N,V (4:28)
oS OH
ey =T () - () (4.20)
P(N) T )y, \OT ),y
. e 1ov|. . . : N .
Definition: Kompressibilitit |k = Vo, ist eine intensive Grofe bei festem IV kann
p
man nach T oder S festhalten:
1 [oV . . .
KT(N) =~ | 5o isotherm- im Kontakt m. Warmebad (4.30)
V\op/)rn
1 [/oV . . o
KS(N) =~ | 7= adiabatisch - abgeschlossen, quasistatisch (4.31)
V\op/)gn

Definition: Thermischer Ausdehnungskoeffizient

1 <8V>
a=— (== (4.32)
VAIT ), N
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ist eine intensive Grofe; bei festem N interessiert nur der Fall von festem p. ¢, k, «
sind die gebrauchlichsten Grofsen, da sie direkt mefibar sind. Sie sind also experimentell
wichtig.

Behauptung:

139

Beweis: Ausgehend von Gleichung 3.43 (kanonische Gesamtheit) haben wir:

OF oF
2 _ _ 2 — 2
0 < (AH) = <85)V7 k T (8T> ]{ZbT CV,N

Die Warmekapazitat mift also die Energieschwankungen "

Behauptung:

4

Beweis: Ausgehend von Gleichung 3.57 (grofkanonische Gesamtheit) haben wir:

ON
AN)? = [ —
<Al ) <6M>T,V

Nun folgt mit 3.74 : 0 = —SdT — Ndu + Vdp mit festem T: Ndur = Vdpr =
) _V ‘b — v d _ (8 v
((%)TV = . Auferdem ist p = p(T, 57) = (8}%)T,v = (%)TW (_N)

< (5x) (8“> %),
~— \ON TV Op ON
9p
ov T,N
N2/<c
= kN >0

4.3 Thermodynamische Relationen

Relationen zwischen thermodynamischen Gréfen und ihren Ableitungen sollen in diesem
Abschnitt diskutiert werden. Die Teilchenzahl N soll dabei immer fest sein, ohne dass
dies jedesmal explizit hervorgehoben wird. Die Grofen die wir dann betrachten sind
Funktionen von zwei Variablen:

f = f(z,y); wobei (z,y) fir die Groken {T,S,p,V,E} stehen. (4.35)
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a) Integrabilitdtsbedingungen:

floy) = df = Gldw+ Gldy

X
Da f als hinreichend schén anzusehen ist ( zweimal stetig partiell differenzierbar),

darf die Reihenfolge partieller Ableitungen vertauscht werden, also:

001 _ 0 of
9555 = 95 By (4.36)
Daraus folgt eine Fiille von Relationen. Die wichtigsten lauten:
B a8 ([ Op
(1) dF =-SdT —pdV = <3V>T = <8T>V (4.37)
OF oS
dE =TdS—pdV = <3V>T_T<8V>T_p
_ Op
—T <6T>v—p (4.38)
aov> (a (as>
und < =T|— | =
ov ), ov-\or/, .
o (08 0%p
= (o (w),), 7 (), )
08 ov
2) dG@=-SdT'+Vdp = —-|—| =|== 4.40
® p (5),=(5r) o
ma (%) = (a (2) )
op ) Op \ 0T ) 1
o (08 0*V
= (o (3),), (), A

b) Index-Wechsel: Man interessiert sich fiir Relationen, welche unter Austausch der

beim Differenzieren festgehaltenen Grofen entstehen, z.B.: (%)p = (%)V +7.
Hierzu verwendet man die Jacobideterminante!
Definition: Fiir f = f(z,y) und g = g(z,y) definiert man:

o(f.9) o ) _0f9g 9fdg
- z _2/Y 9199 4.42
d(x,y) det % g—g Ordy Oy ox (442)
Fir f = f(u,v), g = (u,v), u = u(z,y), v = v(x,y) hat man die Kettenregel
a(f.g) _ 9(f.g) O(u,v)
8(z,y) _ (u.v) Ow.y) 49
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Den Beweis rechnet man durch Einsetzen direkt nach.
Ein wichtiger Spezialfall ist Folgendes:

o(f,y) oyof Oyof <8f>
Yy

(4.44)

O(x,y)  Odyodr dxdy \Ox

Nutzen wir diesen Move riickwirts, so erhalten wir die Antwort auf die anféngliche
Frage, denn

[20%
o () _owY) _o@V)omT) _ (o), _ o (.45
or)y o, v) op@T)o(T,V) (éLV) KT '
op T
aS
@ () Z2wS) _0wS) e ov.T) _ (5r), (o), 0
ov/)e 0WV,8) 9 T)o(V,.T)o(V,S) (gi)v ov )
—_——
KS Cp KT
%
Aus 4.46 folgt direkt:
A (4.47)
Cv RS
_ 95\ _ 0(5V)9(T,p)
(3) ev T<8T>V_T8(T,p) a(T,V)
L(20) ) (05N (v (osy cov
ov ), 8Tp8pT 8pT8Tp
——
—Va Va
2
i (4.48)
KT
Aus 4.48 folgt direkt:
o2
cp—cy =TV— >0 (4.49)
KT
Durch Kombination mit 4.46 erh&lt man
2
kr — ks = rr(l— L)y =TV >0 (4.50)
Cp Cp

Insbesondere folgen daraus die Ungleichungen

(43
(1

¢) Stabilitdt: Maximum der Entropie gegeniiber Variationen .....

sowie
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4.4 Thermodynamische Maschinen; (Kreis-)Prozesse

Fiir viele technische Anwendungen ldsst man ein System (Arbeitssubstanz) einen Prozess

durchlaufen, bei dem Arbeit geleistet werden soll. Nun gilt im allgemeinen’ 0A+pdV > 0],
denn bei Kriftegleichgewicht haben wir A = —pd V. Eine Volumenverkleinerung, dV <
0, erfordert immer zugefiihrte Arbeit, so dass §A = —pdV. Andererseits kann dV' > 0 bei
einem Prozess sein, ohne dass Arbeit geleistet wird: 04 =0 = pdV > 0, z.B. bei der
freien Expansion eines Gases. Bei konstanter Teilchenzahl gilt dN = 0, woraus dyE = 0
folgt. Zusammen mit den Gleichungen 4.3, 4.5 und 4.53 ergibt sich

TdS > 6Q + (0A+ pdV) > 0Q
Bei Reversibilitét gilt TdS = (6Q),.,, woraus (0A),., = —pdV folgt und umgekehrt,

rev

wenn kein Kréftegleichgewicht herrscht, gilt 0 A + pdV > 0, woraus T'dS > §(Q), also ein
irreversibler Prozef folgt.

Wir betrachten nun periodisch arbeitende Maschinen (Motoren, Dampfmaschinen,
Wirmepumpen, etc.) die Kreisprozesse durchlaufen. Bei konstantem N betrachten wir
Prozesse im p, V' bzw. T, S Diagramm:

Wir unterscheiden zwischen quasistatischen Kreisprozessen, die ganz in der Ebene
liegen und irreversiblen Kreisprozessen, bei denen Teile des Weges nicht in der Ebene
liegen.

Wir betrachten nun quasistatische Kreisprozesse. Bei diesen gilt:

F(TS) = §I§Td5 = 355@ -Q, (4.53)

hierbei ist Q die bei einem Umlauf aufgenommene Warmemenge.

F(pV) = 75 pdV = yﬁ (—6A) = A=W (4.54)

Dabei ist W die vom System geleistete Arbeit, A = —W ist die dem System zugefiihrte
Arbeit. Wegen dE = 6Q + A und ¢ dE = 0 folgt Q = W. Bei einem RechtsprozeR gilt:
O—F=4...>0=Q =W > 0. Bei einem Linksproze§ gilt: O— F = ¢... < 0 =
RQ=W<O.

Bei einem Rechtsprozefs leistet das System Arbeit an der Umgebung und man spricht
von einer Arbeitsmaschine. Bei einem Linksprozefs liefert dahingegen das System Warme
an die Umgebung und es handelt sich um eine Warmepumpe oder eine Kiihlmaschine.
Kreisprozesse bestehen im Allgemeinen aus Teilkombinationen von Isothermen, Adiaba-
ten, Isobaren und Isochoren.

Wirkungsgrad: Aufteilung der Warme

Q—g%@—/moéw/w@é@—@l—Qg, Qu2>0
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Q1 ist die zugefiihrte Warme und ()2 ist die abgegebene Wirme.
Arbeitsmaschinen (Rechtsprozef): Q1 — Q2 = W > 0.

Wirkungsgrad:
geleistete Arbeit W Q2
N(Arb.) = - - =—=1-==2>0 (4.55)
zugefithrte Warme — Q Q1
Wérmemaschinen (LinksprozeR): A(= —W) =Q2 — Q1 >0
Heizeffektivitat:

, = = 4.56
"I(Wirme) aufgenommene Arbeit A (4.56)

Q2

Bei Arbeitsmaschinen sollte moglichst ng — 1 gelten. Bei Warmemaschinen sollte ny
moglichst grof sein. Einfache Umwandlung von Energie in Warme beim {iiblichen Heizen
mit @1 = 0 bedingt ny = 1, ist also nicht effektiv.

abgegebene Wirme Q2 < Q1>_1 > 1

4.4.1 Carnot-ProzeR:

Der Carnot-Prozef ist historisch wichtig bei der Entwicklung der Thermodynamik.

T p
T, isotherm
T, 4
S, adiabatisch

T, &

T T S V

S S

Es gilt T'dS = (6Q)qs
Q1 = §£ 0Q =T1(S1 —S2) = zugefiihrte Warme an Reservoir Tj
Q>0
Q2 = -— 75 0Q =T5(S1 — S2) = abgefiihrte Warme an Reservoir Th
6Q<0
Somit erhalten wir den Wirkungsgrad
T
TICarnot = 1-— ?2? =1- ?i <1 (457)

fir 75 > 0.

Der Wirkungsgrad wére ideal (=1), wenn man mit 75 = 0 arbeiten kénnte (75 = 0 ist
aber nicht erreichbar).

Wir beweisen folgenden Satz iiber ,maximale Arbeitsleistung™:
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Satz: Der Carnot-Wirkungsgrad ist grofer als der Wirkungsgrad jedes
anderen Prozesses, der zwischen den Extremtemperaturen 77 und 15
verlduft.

77_\”\7 Tl

\

,&_Z, T,

S

Wie angedeutet kann der Prozess auch irreversible (nicht quasistatische) Anteile enthal-
ten. (Das System dndert seine Entropie beim Umlauf dann nicht, aber in der Umgebung
ist (AS>Umgeb. > 0.)

0Q 454 0Q 0Q / 0Q

> = > _r — _v %

dS_T:>0 §£ds_7§T / T+ T
6Q>0 0Q<0

Wir schétzen die Integrale ab, wobei die Integration im Uhrzeigersinn erfolgt:

RIS IR

6Q>0 6Q>0 0Q<0 0Q<0
Also folgt:
@ e | B_o
T T hn

Damit gilt fiir den Wirkungsgrad dieses Prozesses

Q2 Ty
n= 1-=—=<1- T = TCarnot (4-58)
1 1

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn
a) T'dS = 6Q , d.h. reversibler bzw. quasistatischer Prozess
b) Wérme immer nur bei konstanter Temperatur zugefiihrt bzw. abgefiihrt wird.

Zur Ergéanzung und als Beispiele berechnen wir noch 2 Prozesse.
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4.4.2 Expansion ins Vakuum

Durch plotzliches Entfernen einer Wand expandiert ein Gas frei in ein grofseres Volumen:
i—=Ve>W

%

B o @)

tatsachlicher Prozess

o
I I =

Vv, V, V

In einem F,V-Diagramm ist der Prozess natiirlich irreversibel (punktiert) bzw. nicht
quasistatisch. Da die Anderung der Zustandsgroéfen wegunabhingig ist, konnen wir
solche Anderungen berechnen, indem wir einen quasistatischen Weg einschlagen (also
nicht den tatséchlichen Weg!).

Wir koénnen z.B. die Entropieerhchung bei Variation des Volumens und konstanter

Energie berechnen:
2 2 o
AS = — = dsS = —_— d
S=5—-5 / S / ( 3V>E v
1 1

Den Integrand (g—g) ; gewinnen wir aus dem 1. Hauptsatz:
dEl p
dS = —+ = dV
T * T

Daraus folgt fiir die Entropieerhéhung:

2
AS = /:’; dV >0 (4.59)
1
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Ebenso konnen wir auch die Temperaturdnderung angeben:

2
AT:TQ—T1:/<2‘1;> av
E
1

oV,E) O(V,E) 0(V,T)

_ _ L (09BN asy 1 () . (0p
N cy OVT_ch oT )y,

Fiir die explizite Rechnung brauchen wir dann eine Zustandsgleichung, z.B. das ideale
Gas: p= % kpgT. Fiir dieses gilt:

<6T> _ AT.E) _9(V.T) O(T,E)
E

o (4.60)

2
AS = NTdeV:NkBln$
] ! (4.61)
AT = 0 da p:T<ap>
ar ),

4.4.3 Joule-Thomson-Prozess

\ Vs

— R -

p1 p2

Ein Gas wird iiber ein Drosselventil vom Anfangsdruck p; auf den Enddruck ps < py
entspannt. Der Prozess wird stationar betrieben, d.h. links ist p; konstant durch Nach-
schieben des Stempels, rechts ist pa konstant; er ist aber irreversibel (Reibungsverluste
im Ventil). Das Ganze ist thermisch isoliert. Wegen @ = 0 ist dE = JA. Es folgt:

2 2
EQ—Elz/dE:/(SA:A1+A2
1 1
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Hierbei verringert sich V; kontiniuierlich, wohingegen V5 wéchst:
0 Vs

A = /—pl dV =pi1Vi; Ay = /—deV = —p2Va
1%1 0

A7 und As kann man als quasistatisch betrachten, das Ventil ist aber nicht quasistatisch.

Ey +pVo=FE1 +p1Vi oder Hi=Hs

Beim Joule-Thomson-Prozess ist also die Enthalpie konstant

(H = H(S,p))-

Wir untersuchen nun das Verhalten der Entropie: aus dH = T'dS + Vdp ergibt sich

dS:dH |4
2 2 99 2V
ss= fas= [ (%) e [Vipmo
1 1 P/n 1

T —7dp
da % > 0 und dp < 0. D.h. die Entropie wéchst bei diesem Prozess, der somit irreversibel
ist.

Wie sieht es mit der Temperatur aus?

2

2
Tg—le/dT:/(aT) dp
1 ap H

1

dp a(p, d(p,T) O(p,H)
i _(%%)T_f(aT_l) (4.62)
a (%)p Cp
denn es ist:
(3),"21(39), -
p p
und

————
=T =—Va =V =1

Da ¢,/V > 0 haben wir mit dp < 0 zwei Félle zu unterscheiden:
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a) Temperaturerhthung, wenn o < %
b) Temperaturerniedrigung, wenn « > %

Bei Gasen (und Fliissigkeiten) ist fiir tiefe Temperaturen o > 1/7". Daher dient der
Joule-Thomson-Prozess (evtl. kaskadenformig wiederholt) zur Verfliissigung. (— COs als
Feuerschutzmittel)

Beim idealen Gas:

1 [oV Nkg 1
== || =—F==z=>T="1T"!
“Tv <8T>p pv T 2T
Dann gilt aber auch p;V; = poVs und somit Fo = E7, d.h. wir beobachten hier keinen
Effekt. Dahingegen ist es interessant reale Gase zu betrachten (Linde-Prozess).

4.5 Tieftemperaturverhalten: Nernst’sches Theorem
(3.Hauptsatz)

Da die spezifische Warme cy positiv ist (cy = (%)V > 0) kann man direkt folgern, dass
E (bei konstantem Volumen V') eine monoton wachsende Funktion von T ist.

Als Nullpunkt 7' = 0 definiert man das System im Zustand kleinstmoglicher Energie
E = Ey, welche die Grundzustandsenergie ist. Eventuell ist dieser Grundzustand ent-
artet, d.h. es existieren g Zustdnde mit der Energie Ey (g > 0). Projektor auf diesen
Zustandsraum sei Py (= P?) mit Sp (Py) = g. Der Dichteoperator maximaler Entro-
pie ist p(T' = 0) = %Po =: po mit der daraus resultierenden Entropie S(7' = 0) =
—kpSp (polnpg) = kplng.

Im Allgemeinen ist ¢ = 1, d.h. der Grundzustand ist eindeutig (nicht bei Glisern,
frustrierten Systemen). Also gilt:

| S =0 fiir T = 0 bei beliebigen V, N| (4.63)

Wenn g > 1, dann ist bei realen Systemen hochstens g = O(N). Hieraus folgt direkt,
dass die Entropie S(7'= 0) = O(In N) = subextensiv, oder als extensive Grofe ist S = 0.
Fiir die Entropiedichte gilt:

A = lim ﬁz lim M

=0.
N—o0 N—oo N

Nernst-Theorem:
Die Entropie jedes realistischen Systems verschwindet bei T' = 0 fiir
beliebige N, V.
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In der axiomatischen Thermodynamik wird diese Aussage als Erfahrungssatz (3. Haupt-
satz) eingefiihrt.
Folgerungen:

a)

Verschwinden des thermischen Ausdehnungs-Koeffizienten

a = 1 <8V> =0 und (ap> (4é5)g20 beiT =0 (4.64)
» 1%

S v\or T KT

(r)," "~ (&), Gr), ™ (&)
ar ), ap ), \ar ), v ),

mit S(7T = 0,p) = 0 - unabhéngig von p, V, N.

denn:

Verschwinden der Warmekapazitit: ¢, (x = p, V)

B 0S8 - 0S T-0
‘e ‘T<8T>x‘ (aan T>>x ’

Da g—; integrabel bei T' = 0, folgt:

ea(T =0) =0 (4.65)

Ublicherweise gilt: Cy ~ T¢ (e > 0) fiir 7 — 0. Somit: 93 integrabel — 93 < & =
S<Te>0.
Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes

Waéhle Zustandsvariable z; durch Variation von « innerhalb endlicher fester Gren-
zen r1 < x < xg (z.B. Volumen, Druck, ...) soll T' = 0 erreicht werden.

T

Im 7', S-Diagramm verlaufen diese Prozesse zwischen 2 Kurven x = x1 2, die wegen
des 3. Hauptsatzes gemeinsam bei (S = 0, 7' = 0) einmiinden: a) Adiabatische
Anderung = Abkiihlung, b) Erniedrigung von S durch Wirmeabgabe, was bei Ab-
wesenheit eines kilteren Bades bestenfalls bei konstantem T erfolgen kann.

Um T = 0 zu erreichen, muss man den Vorgang daher unendlich oft wiederholen:
= Unmoéglichkeit!
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4.6 Phasengleichgewicht

Erfahrung: p,T, N legen wegen moglicher Nebenbedingungen den thermodynamischen
Zustand noch nicht eindeutig fest; z.B.: N = 103 HyO-Molekiile, p = 1 atm, T =
373°K konnen sowohl im Zustand “Wasser” als auch im Zustand “Dampf’ existieren
(unterschiedliche Werte fiir Dichte, Kompressibilitat, etc.)

Allgemein kann dieselbe Substanz bei geeigneten Werten der intensiven Variablen in
(zwei oder mehr) verschiedenen Phasen vorliegen. Die wichtigsten sind:

fest, fliissig, gasférmig

Weitere Unterteilungen, die man diesbeziiglich treffen kann, sind:
- verschiedene Kristallstrukturen, ferromagnetisch-paramagnetisch
- supraleitend-normalleitend, superfluid-normalfliissig, etc.

Daraus ergeben sich zwei Fragenkreise:

1.) Wie werden verschiedene Phasen im Formalismus der phanomenologischen Ther-
modynamik beschrieben? Was folgt durch Anwendung der Hauptsidtze? Welches
sind die Bedingungen fiir rdumliche Koexistenz bzw. Ubergénge zwischen Phasen?

2.) Kann die Existenz verschiedener Phasen aus der mikroskopischen Theorie heraus
(d.h. aus dem Hamiltonoperator und der Dichtematrix) begriindet werden?

Zu 2.): Grundsétzlich ist es moglich, wenngleich schwierig — aktuelle Forschung. Des-
halb wollen wir uns hier mit dem 1. Fragenkreis beschéftigen:

Im einfachsten Fall handelt es sich um ein einkomponentiges System (eine Substanz),
die in zwei Phasen auftritt. Evtl. konnen beide rdumlich nebeneinander existieren (z.B.
Eisberg im Wasser).

Wir betrachten ein inhomogenes System, bestehend aus 2 homogenen Untersystemen,
den einzelnen Phasen. Die Dampfphase sei durch FE7, Vi, Np, die fliissige Phase durch
FE5, Vo, No beschrieben. Wie wir weiter oben schon gesehen haben, addieren sich im
Gleichgewicht die Entropien der Teilsysteme:

S(E,V,N) = Si1(E1, V1, N1) + S2(E2, Va, No)
Wie wir im 0.Hauptsatz schon festgehalten haben, gilt auch hier
Th=Ty, p1=p2 N1 =Ny

Wiéhlen wir p,T, N als unabhingige Variable, so folgt, dass die freie Enthalpie pro
Teilchen in beiden Untersystemen iibereinstimmen miissen:

(p,T) = pa(p,T) | (4.66)

Was unterscheidet dann aber beide Phasen?
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Die Phasen unterscheiden sich in der Abhéngigkeit des chemischen
Potentials von den unabhéngigen Variablen: p; = u;(p,T')!

X~ \Ul(T)

~

| Mo (T) .
T(p) T

Bei verschiedenen Funktionen iy und ps gibt es somit Gleichgewicht nur entlang einer
Linie (Kurve).

p=p(T) (4.67)

Wir bezeichnen die Kurven fiir verschiedene Gleichgewichte:

Fliissigkeit-Gas: Dampfdruckkurve
Fliissigkeit-Festkorper: Schmelzkurve
Gas-Festkorper: Sublimationskurve

Sind alle 3 Phasen im Gleichgewicht, so gilt:

(1P T) = pa(p,T) = ps(p, T) | (4.68)

d.h. es verbleibt nur ein einzelner Punkt in der p, T-Ebene: Tripelpunkt.

Fiir 4 und mehr Phasen einer Substanz gibt es kein Gleichgewicht, da p1 = po = ps =
14 nicht erfiillbar ist.

Die Gleichgewichtsverhéltnisse stellt man im Phasen- oder Zustandsdiagramm dar:

P Typische Substanz Wasser
p
a-Phase
B-Phase f
flissig est flussig
2755 atm [-----==-mm-\r e o ‘
fest = P 46mmHg f-------mmmmmmm . .
gasformig . gasformig
Tripelpunkt kritischer Punkt T, 0.0075°C 3;740(: T
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Auf den Kurven p = p(T) koexistieren 2 Phasen, im Tripelpunkt 3 Phasen! Im kriti-
schen Punkt verschwindet der Unterschied zwischen Gas und Fliissigkeit, fiir (7" > T¢)
ist kein Unterschied mehr vorhanden. Aufserhalb der Kurve gibt es im Gleichgewicht nur
1 Phase!

4.6.1 Latente Warme

Bei reversibler Umwandlung einer Phase in eine andere muss man im Allgemeinen Warme
Q@ zufiihren bzw. abfithren. Wir unterscheiden dabei Sublimationswirme, Schmelz-
wirme, Verdampfungswarme.

@)

(D
p=p(T)

Ist das System vollstédndig in Phase 1 oder 2, so ist die Entropie gegeben durch 57 =
Nsi(p,T) bzw. Sy = Nsa(p,T)

2 2
Q= 1/ (6Q)gs = 1/ TdS =T(Sy — S1) (4.69)

Die Latente Wéarme pro Teilchen ist somit: ¢ = % =T(s2 — s1).

Es gilt allgemein (jeweils fiir S = S12, V = Vi, o= p12):
—SdT +Vdp— Ndu =0

Hieraus folgern wir

Op,2 _ S .
or ), N b

Opa 2 _ m:v
). N 12

v1 2 ist die spezifische Volumen in Phase 1 bzw. 2.

(4.70)

Im Gleichgewicht gilt p = p(T") und 1 (T, p(T")) = p2(T, p(T")). Wir leiten diese Bezie-
hung nach der Temperatur T ab:
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din - dus
dT dT
4.71
Om\ | (Om) dp _ (Op2) | (Opz) dp .
or ), Oop ) dT or ), op ) dT
oder:
Opz O
dp(T) _ <8T >p (8T )p _S1=S2 _ q(T) (4.72)
dT (%) _ (%) V1 — V2 T(’Ug — Ul) '
Jp T Op T

Dies ist die Clausius-Clapeyron-Gleichung. Der Anstieg der p(T')-Kurven bestimmt
sich also aus der latenten Wirme, der Temperatur und der Anderung des spezifischen
Volumens.

Anmerkung: Verdampfungswéirme > 0, Sublimationswérme > 0, Schmelzwirme > 0
(Ausnahme: He?).

= positiver Anstieg von p(T")
= negativer Anstieg von p(T)

Wenn vy > 11
Wenn vy < 1

Beim Verdampfen und Sublimieren ist immer v > v1. Beim Schmelzen ist im Allge-
meinen vy > vy, auker beim Wasser (und wenigen anderen Substanzen)

Speziell betrachten wir den Ubergang fest,fliissig (1) — gasférmig (2). Im Allge-
meinen: vy > v1; behandelt man weiter den Dampf als ideales Gas, also pv = kpT mit
v = ¥, so folgt aus (4.72)

4 _ g
dT Ty kBT2

Setzt man weiter in grober Naherung ¢(T') = qo, so ergibt sich als Losung der Clausius-
Clapeyron-Gleichung

q0

p(T) =poe FBT

(4.73)

4.7 Mehrkomponentige Systeme (LGsungen)

Wir verallgemeinern unsere bisherigen Betrachtungen auf den Fall von K Teilchensorten,
die nicht ineinander umwandelbar sind, d.h. physikalisch homogene Gemische, z.B. Luft:
02, Ny, .... Somit ist jeder Teilchenzahloperator N; Erhaltungsgrofie mit:

N=Y N,

=1



64 KAPITEL 4. THERMODYNAMIK DES GLEICHGEWICHTS

Jede Komponente hat dann ein eigenes chemisches Potential u;, so dass der Dichteope-
rator folgendermafen abzuwandeln ist:

K
pN = > il (4.74)
i=1
bzw.
K
pN = piN; mit N = (N),N; = (N;)
=1

a) Thermodynamische Beschreibung:
Die Potentiale sind jetzt Funktionen der N; bzw. u;. Der Energiesatz fiir quasista-
tische Prozesse lautet dann

dE =TdS —pdV + > p; dN; (4.75)

)

und fur die Duhem-Gibbs-Relation schreiben wir:

0 = —SdT+Vdp— Y Nidu
‘ (4.76)
E = TS—pV+> wh;
Die freie Enthalpie ist nun eine Funktion aller K Teilchenzahlen:
: oG
G=G(N,p,T)— G(p,T,N;)  mit  p;= (4.77)
ON; T,N;
P, LN
Definition: Konzentration
Mit N = >  N; definieren wir die Grofse ¢;
Ni
Gy — 4.
€= (4.78)

Somit haben wir K —1 unabhéngige Variablen, da > ¢; = 1. Fiir die freie Enthalpie
i
erhalten wir (Extensivitét)

G=Ng( pT,ci )
——
K+1 Variablen
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b)

Da G =FE —TS +pV folgt aus (4.76)
oG
G(T,p,N;) = ZM’Ni = Z N, N (4.79)

Fiir die 1-komponentigen Systeme galt: pu(p, T') = g(p, T). Das gilt jetzt nicht mehr!
Grofskanonisches Potential:

J=J(T,V,pi)=E-TS =Y piN; = —pV (4.80)

—BH=3 piN;)
mit B = —In Z,, Zg:Sp<e o8 )

Phasengleichgewicht:
Wir betrachten wieder 2 Untersysteme:

S(E,V,N) = S1(E1, V1, Ni1) + Sa(E2, Va, Ni2)
Natiirlich gilt: T4y = T5 = T, p = p1 = po. Aufgrund der Konstanz von N; fiir jede
Komponente gilt jetzt aber auch:

28 S, o
8Ni1 = 8NZ»2 = i1 = M2 (4.81)

Jedes chemische Potential ist gleich in allen Teilbereichen. Doch auch weiterhin
gilt, dass p; # p; fiir i # j, da die Teilchensorten unabhéngig voneinander sind.

Wir betrachten jetzt: K Substanzen und r Phasen. Im Allgemeinen sind in jeder
Phase (1,2,...,7) alle K Sorten vorhanden. Das Phasengleichgewicht bedingt: T
konstant, p konstant

(1) (2) _ (r)

Sorte 1: p; ' = py’ =...=p; <+ Phasen
Sorte 2: ,ugl) = ,ugz) =...= ,ug)

(4.82)
Sorte K: ug) = ug) =...= M(I?

Das chem. Potential ist jeweils eine Funktion der intensiven Variablen p, T, ¢;:

:U"ES) = /"655) (pu T7 CZ(S)) §= ]" ceen T (483)

Wir haben also K (r — 1) Bedingungsgleichungen aus (4.82) fiir 2+ r(K — 1) Varia-
blen: T', p und fiir jede der s = 1,...,r Phasen K — 1 Konzentrationen cgs) -K-1
wegen chs) =1

i
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Losbarkeit: K(r —1) <24 r(K — 1) oder

0<2+ K —r=:f Freiheitsgrade (4.84)

Gibbs’sche Phasenregel

f ist somit die Variablenzahl, die man vorgeben kann. Speziell:

- 1 Komponente K =1: f=3—r

1 Phase r=1 : f=2 zB.pT
2 Phasen r=2 : f=1 zB. p(T)
3 Phasen r=3 : f=0 Tripelpunkt

- 2 Komponenten K = 2: f =4 —r z.B. Oy — No-Gemisch
Moglichkeit fir r = 1,2, 3,4 Phasen, miteinander zu koexistieren

¢) Anwendung auf verdiinnte Losungen:
Ein Stoff sei in geringer Menge in 2 Phasen eines Losungsmittels vorhanden: ver-
diinnte Losung (z.B. Salz in Wasser bzw. Eis).

Fiir die reine Substanz haben wir u = u(p,T), fir die Losung 7(p, T, c). Es sei
c< 1!

Es gilt:

ﬁ(pa T, C) = :u(p7 T) —kpT c (485)

mit ¢ — 0.

Hinweis: Der letzte Teil dieses Abschnitts wird nach dem Ubungsblatt online gestellt.



5 Gleichgewichtseigenschaften
makroskopischer Systeme

Die Aufgabe dieses Kapitels ist die Berechnung der Zustandssumme und dann der ther-

modynamischen Eigenschaften fiir ein konkretes System. Die Dynamik wird durch den

Hamiltonoperator beschrieben, fiir ein einkomponentiges System wechselwirkender Teil-
chen etwa durch:

—— +V(z1,...,2Z3n)
m

Hieraus folgen die kanonische und die groffkanonische Zustandssumme:

Zk7N —_ SpN <e—ﬁHN)

o
Z, = Sp (e—B(H—uN)> =3 ZwelN
N=0

Obwohl H oft explizit angegeben werden kann, hat man grofe mathematische Schwie-
rigkeiten, die Spurbildung und die Integrale bei so vielen Freiheitsgraden exakt auszu-
fithren. Im Allgemeinen gibt es zwei Moglichkeiten:

a) Man studiert nur vereinfachte Modelle.
b) Man verwendet Naherungsverfahren, die in Grenzféllen anwendbar sind.
Beispiele fiir solche Ndherungen sind:

e die klassische Naherung, h — 0, anwendbar bei T' — oo
e die Virialentwicklung, Dichte n = % — 0, anwendbar bei verdiinnten Gasen
e die Hochtemperaturndherung, % — 0, Spinsysteme fiir T" — oo

e die Quasiteilchenentwicklung, T' — 0, Tieftemperaturphysik

e bei kleiner Wechselwirkung die idealen Gase.

Wir diskutieren zuerst die klassische Naherung und dann die idealen Gase.

67
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5.1 Die klassische Ndherung

Im Prinzip sollte jedes reale System quantenmechanisch beschrieben werden. Haufig spie-
len Quanteneffekte keine Rolle, so dass die Dynamik der klassischen Mechanik ausrei-
chend ist. Den formalen Ubergang von der Quantenmechanik zur klassischen Mechanik er-
reicht man, in dem man das Planksche Wirkungsquantum A gegen 0 streben lasst, h — 0.
Die Quantenmechanik eines Teilchens wird beschrieben durch Operatoren A = A(p, T)

mit [p, ] = 7% , wobei fiir die Orts- und Impulseigenzustande gilt:

pley=ale), [drle) el =1, o) = da - ) o
plp) =plp), /;ﬁilpHpI:l, ('lp) = 27hd(p — ') mit (alp) = eF

Die Zuordnung zur klassischen Grofe funktioniert dann nach Wigner wie folgt:

A(p,z) := (plAlz) (p) | (5.2)
Speziell gilt fir B = f1(p) - fo(&)

B(p,x) = (pl/1(p) f2(&)|z) (2lp) = f1(D) - f2(x) [(2[p)* = f1(p) - fa(2)
und daher :

A2 2

~ D . D
Ii = — ‘/ —_ H — ‘/
2m (#) (b, 2) om ()
Hamiltonoperator — Hamiltonfunktion (5.3)

Fiir den Kommutator zweier Operatoren A = A(p,2), B = B(p,1) zeigt man allge-
mein (den Beweis sollten Sie zu Ubungszwecken selbst durchfiihren !!!)

0l [A B o) el = 3500 o) = Ha By 002 | 6

mit der Poissonklammer {4, B} = %%—f - %%—?.

Folgerung: Im klassischen Limes i — 0 konnen wir Kommutatoren weglassen oder die
Nichtvertauschbarkeit vergessen.
— o BH _ ~BH(p:E) __, ,~fH(px)
Fiir ein Teilchen wird im klassischen Grenzfall die kanonische Zustandssumme zu:

: dp dz : dp dz
— -\ — [ 9P ~BH — [ AT —pH(pw)
Z=5p (e )_/ o (ple™ M |a) <37]p>—/ e (1+O(h))

Definition: Klassische Verteilungsfunktion
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1 1 e BH(p2)

o) = (plole) (xlp) 57 = 52 (5.5)
mit b d
_ P AT _BH(p,x)
L = .
u= [ GEe e, (56)
so dass
/ dpdzp(p,x) =1 (5.7)

Im klassischen Grenzfall verbleibt also ein % , das im wesentlichen von der Normierung
herriihrt. Bei der Berechnung von Mittelwerten fallt dieses A weg, denn

(4) = Sp (A(p,8)7) = /

- [dp dx A(p,x)e”
N [dp dx e=PH

dp dx
2mh

Alp, x)e”PH P

BH
= /dp dxA(p,x)p(p,z) = (A)

Die bisherigen Unterschiede zwischen der klassischen Mechanik und der Quantenme-
chanik stammen von der Nichtvertauschbarkeit der Operatoren. Eine zweite Quelle fiir
Quantenkorrekturen sind Symmetriekorrelationen bei identischen Teilchen. Fiir N iden-
tische Teilchen setzen wir & = (z1,...,235) P = (p1,...,p3n) mit den Zustédnden
) = |p1) [p2) - - - Ipsw) s @) = [@1) - |wan)-

Physikalische Zustande: Nur solche Zustéande sind verwirklicht, die bei Teilchenver-
tauschung entweder totalsymmetrisch (Bosestatistik) oder totalantisymmetrisch (Fermi-
statistik) sind:

1
1p)s = o %(il)PM’N Ip) - (5.8)

Dabei ist Py eine Permutation der Teilchen 1,2,..., N. Fiir alle Permutationen gilt
.. . 1 bei gerader Permutation
P _ 1V ot (—1\P —
17 =1 Fiir (=1)7 gilt: (1) —1 Dbei ungerader Permutation
Die Summe in Gleichung 5.8 lauft {iber alle N! moglichen Permutationen . Fiir zwei
Bose(Fermi) Teilchen in einer Dimension zum Beispiel:

P)s = lp1p2), = \}5 [p1)1 [P2)5 & [P2); [P1)o]

Die Normierung der physikalischen Zustande [p), ist gerade so, dass fiir einen Operator
A gilt:

A 3N A~
50 (4) = 57 [ g <(plA), (5.9)

Schieben wir nichtsymmetrische Zusténde |Z) ein, mit 1 = [ d3V

wir

x |Z) (Z|, so erhalten
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R 1 d3Np d3N ¢ e 1 dSNp d3N ¢
Sp <A> = N'/(27Th)5NS<ﬂA|x> (Zp), = N!/WA(PJ) , (5.10)

wenn A(p) symmetrisch in den p1,pa, ..., psy ist, denn es ist limp_o | (Z|p), |? = 1.
Damit gilt fiir die klassische kanonische Zustandssumme:

3N 3N
Z = i wefﬁl{(pvx)
F N ] “(2rh)3N
SN2 (5.11)
H(p,I) = Z 2;’1 +V($1, 7173]\7)
=1

Damit haben wir zwei Uberbleibsel aus der Quantenmechanik: a) dgﬂ%’v fiir jeden Frei-

heitsgrad, b) den Faktor % Beide rithren vom dem richtigen Abzdhlen her. Dem Vo-
lumenelement 2wh = h im Phasenraum entspricht ein Zustand, % sorgt dafiir, dass
Zustande, die durch Teilchenvertauschung auseinander hervorgehen, nur einmal gezahlt

werden.

p2

Eine einfache Impulsintegration ffooo dp e~ « = y/mwa liefert aus Gleichung 5.11 :

1
Zkl(T, V,N) = NSV / dxy... d.%‘gNe_BV(m?“'szN) (5.12)

mit der potentiellen Energie V(&) fiir N Teilchen und der thermischen de Broglie-
Wellenliange

21h
A= ———|. 5.13
V2rmkgT ( )

Mit dem Kriterium fiir die klassiche Naherung (A — 0) folgt nun, dass A sehr viel
kleiner als jede andere typische Langenskala des Systems, wie beispielsweise der mittlere
Teilchenabstand, die Reichweite des Potentials, etc., sein muss. Offensichtlich ist dies fiir
geniigend hohe Temperaturen immer erfiillt. Die klassische Beschreibung (5.12) reduziert
sich auf die Berechnung des Konfigurationsintegrals [ 3Nz e V(@) was im Allgemeinen

schwierig ist.
Die grofskanonische Zustandssumme lautet im klassischen Fall

oo
Zow =Y 2" Zpu(T,V,N) = = e/ (5.14)
N=0

mit der Fugazitit z = .
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5.2 Die idealen Gase

Definition:
Unter einem idealen Gas verstehen wir ein Vielteilchensytem ohne Teilchen-Teilchen
Wechselwirkung.

Streng genommen gibt es natiirlich keine idealen Gase, sie sind zum einen niitzliche
(berechenbare) Modelle, zum anderen sind sie Grenzfille realistischer Systeme. In der
Quantenmechanik werden die idealen Gase nochmal disjunkt in 2 Klassen zerlegt, nam-
lich:

e Bose-Teilchen: Teilchen mit ganzzahligem Spin und total-symmetrischen Zusténden

e Fermi-Teilchen: Teilchen mit halbzahligem Spin und total-antisymmetrischen Zu-
standen

(vgl. Pauli 1940-1942: Theorem von Spinstatistik)
Daher werden wir in einem spéteren Abschnitt zwischen idealen Fermigasen und idealen
Bosegasen unterscheiden. Zuerst wollen wir aber das klassische Gas nidher untersuchen.

5.2.1 Klassisches ideales Gas

Sowohl Fermi- als auch Bosegase gehen iiber in das klassische ideale Gas, falls

N
nA <1 mitn= v (5.15)
1 /v\Y

Mit der Stirling-Formel In N! = N'In (£) + O(In N) folgt:

e

3
F(T,V,N) = —; InZx = NkTln (”A> (5.17)

(&

Daraus folgt mit A T3 die thermische Zustandsgleichung des klassischen idealen
Gases:

_OF _ NksT
ov. -V

p= =nkgT (5.18)
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Weiter gilt:

oF n\3 3
3
= F+TS= NksT (5.20)
)
H = E+pV =Nkl (5.21)
OE 3 OH 5
N 1 [foV 1 . 1 . oV 3 s
= — —_— = — = — = —_— = — W.
vi\er/), T’ r=p r ¢ Bp

Dieselben Ergebnisse folgen aus der groftkanonischen Rechnung:

> N 21 2\ E1%
Zy = ) =z ZK:Z!<)\3) = e (5.23)
N=0 N=0
1%
= [BpV = —ﬁJ(T,V,N)Zang:ﬁ
=N = —g;ié’z_eﬁ“—n)\?" (5.24)

Das Kriterium fiir klassische Naherung bedeutet daher:

(525)
(5

d.h. fiir das chemische Potential gilt:  — —o0. Bei festem A (d.h. fester Temperatur) geht
jedes Teilchensystem bei hinreichender Verdiinnung (n — 0) in ein klassisches Gas iiber.
Bemerkung: Obige Ergebnisse miissen sich fiir z — 0 aus der folgenden Berechnung der
idealen Quantengase wieder ergeben.

5.2.2 ldeale Quantengase

In gewisser Verallgemeinerung unserer bisherigen Definition wollen wir ein ideales Gas
folgendermafsen kennzeichnen:

- Der Gesamtzustand zerfalle in ein Produkt von “Ein-Teilchen-Zusténden”.
- Die Gesamtenergie sei die Summe von Einteilchenenergien.
In Formeln bedeutet dies:

V) = |vi,ve,...,uN) = |11) |vo) ... |vN)

H = h(l/l) + h(VQ) 4. 4+ h,(]/N) (5'27)
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Dabei sind die {v} “Einteilchenquantenzahlen”. {v'} enthalt immer (p,,py,p.) = p, den
Gesamtimpuls des “freien Teilchens”’, daneben aber auch innere Quantenzahlen, z.B. fiir
Teilchen mit Spin s die Spinquantenzahl 0 = —s, —s+1,...,s; im Allgemeinen ist s = %
Weitere Quantenzahlen ergeben sich beispielsweise fiir Atome bzw. Molekiile, die neben

dem Gesamtimpuls p noch innere Anregungen besitzen. Wir schreiben dann {v} = (p, ;).

Wenn wir im Folgenden von Einteilchenenergien €(v) sprechen, so kénnen wir diese aus
h(v)|v) = €(v) |v) gewinnen; dies erfordert jedoch zunéchst die Losung des 1-Teilchen-
Problems!

Wir wissen aus der Quantenmechanik, dass es fiir identische Teilchen nur totalanti-
symmetrische (Fermi-) bzw. totalsymmetrische (Bose-) Zusténde gibt. Das heift offenbar,
dass wir 1-Teilchen-Zustdnde mit Besetzungszahlen versehen kénnen, so dass

Fermiteilchen: n, = (0,1) hochstens einfach besetzbar (Pauli-Verbot)
(0,1,2,...,— o0) beliebig besetzbar

Boseteilchen: n,

Die Nichtunterscheidbarkeit wird dadurch beriicksichtigt, dass wir nur die Besetzungs-
zahlen n, angeben und den entsprechenden Zustand dann nur einmal zdhlen. Wir geben
also gerade nicht an, in welchem Zustand sich ein bestimmtes Teilchen befindet.

Dann folgt fiir den Hamiltonoperator eines Vielteilchenzustands mit jeweils n, Teilchen
mit Einteilchenenergie €(v)

H=Y ev)n, (5.28)

Der Teilchenzahloperator lautet

N=> n, (5.29)

Beides zusammen bezeichnet man als Besetzungszahldarstellung bzw. 2. Quanti-
sierung.

Wir berechnen die thermodynamischen Eigenschaften von idealen Quantengasen aus
dem grofkanonischen Potenzial:
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Z, = Sp <6—5(H—MN))

- Y -o(Siewr-uin.) _ O | O CRC.

{n} {n} v
— —Be()\"™ _ ni >
{nZ}l:I (Ze ) ;% Zw,—/ (5.30)

ay==z e—Be(v)

- (Z) (5) - (£)

= 11 {Z (ze—ﬁe('/)>n}

v n

Mit n = 0,1 fiir Fermionen und n =0, 1, ..., oo fiir Bosonen folgt:
I, [1+ 2’6_’66(”)] Fermi
IL, [ﬁ%} Bose
Das grofskanonische Potenzial lautet also:

—>In (1 + 2e7P®))  Fermi
BJ(T,V,N) = —ppV = Sl (1= 2e-00)  Bose (5.32)

Zy(T,V,N) = { (5.31)

Die Teilchenzahl gewinnen wir daraus wieder durch partielle Ableitung:

oJ S [ePle—r) 4 1]71 Fermi

N=—-—-"= v _ 9.33
o1 =) S [P0 -1 Bose 039

v

Mit Hilfe des Dichteoperators sind wir auch in der Lage die mittleren Besetzungszahlen

zu berechnen:
< -3 Z(h(i)—u)>
Sp(n,e ¢

(ny) =Sp (nyp) = —AS () —1)
Sp (e ; > (5.34)
B o 11 g fﬁ;(h(i)*u)
0 [_ﬁ " p<€ )]

) = By ~ A1 (5.35)




5.2. DIE IDEALEN GASE 75

wobei + in folgender Weise zu interpretieren ist: += Fermi und —= Bose.

Die Formeln (5.31) bzw. (5.32) bestimmen die gesamte Thermodynamik eines idealen
Quantengases.

Wir werten hier nun die Impulssumme aus: Sei g(€) beliebig (vgl. z.B. (5.32)).
Y ogle@) =" glelp, ) =D G (5.36)
v p v I

Diese Impulssumme hatten wir schon als Integral geschrieben, und zwar

560 =505 (6) = [ Gt 6 = s [ #0663

Also:

Z...:>(27‘T%)3/d3p...,V:/d3x (5.38)
14

iz
Dies 1dft sich auch folgendermafen verstehen:

Im endlichen Volumen V = L? (Kubus) haben wir ebene Wellen e?*/" als Zusténde.
Mit periodischen Randbedingungen in jeder Richtung (z,y, z) gilt

e/l — ei(@+L)/h — pI — ok, n=0,+1,+2, ... (5.39)

Also: Diskrete Impulse p = %n mit Ap = @An = @, da An = 1.

Grenzprozess:

AprpyApz L\? Vv 3/ 3
= — | Ap;Ap,Ap, ... — [ d A4

Z Apy ApyAp, g 2T\ Po 2Py 2P - (27A) b (5.40)
Einatomiges (strukturloses) Gas

Die Einteilchenquantenzahl besteht in diesem Fall lediglich aus dem Impuls {v} = (p),
insbesondere gibt es keine inneren Quantenzahlen. Die Einteilchenenergie schreibt sich

dann wie iiblich e(v) = €(p) = %.
Aus (5.38) folgt:
2
BJ = 212(27:;)3 /d?’p In [1 + ze_gfn} (5.41)

Speziell folgt daraus fiir z — 0 (d.h. bei extremer Verdiinnung)

1% s o? Vez
= <27rn>3/ @pze i =g (5.42)
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Wegen N = —0.J/0u = z-V/A3 ist z = N/VA3 =nA3 | d.h. z < n = Dichte!

V.
J = —kBTYZ — —kgNT = —pV

Bei extremer Verdiinnung geht also jedes ideale Quantengas in das
klassische ideale Gas iiber.

Mit z - 0 = Bu = In z — —o0, d.h.: Das chemische Potential wird beliebig
negativ fiir extreme Verdiinnungen.
5.3 Verdiinnte Systeme aus mehratomigen Molekiilen

Wir betrachten ein Gas aus mehratomigen Molekiilen. Bei hinreichender Verdiinnung,
z = An < 1 kénnen wir dann von der Molekiil-Molekiil-Wechselwirkung absehen.

e Einteilchenquantenzahlen: {v} = (p, ;)
e Einteilchenenergien: e(v) = % +€

¢ fiir innere Freiheitsgrade, M Gesamtmasse, €; = interne Anregungsenergie

Aus (5.32) folgt dann

—BI(T,V,p) = BpV =3 S (d)In [Ld ze /20
PV

D 7

a2
= z Ze a (Ze_ﬂel) +0(2%)
Z
2V

Z; = Z;(T) ist die Zustandssumme der inneren Anregungen. Analog zu oben gilt:

Vv

o0J 0z 0 0 z
N Z&(*ﬁj) = FZi =—pJ = ppV

=on= 0n0:" =
Wir erhalten somit wieder die Zustandsgleichung des idealen Gases (klassisch)

N
p= V kBTznkBT (5.43)

nun aber mit z = /\3nZi_1.
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Man kann nun zeigen, dass sich die freie Energie in zwei Anteile aufspalten lasst:
“translatorische” freie Energie des klassischen idealen Gases und F; die “innere” freie
Energie. Mit z = Mn-Z; ' = Bu=1n 2 =In (\*n) — In Z;:

BE(T,V,N) = =fpV + fuN
A3n
F(T,V,N) = NkgT In{— ) — NkgT WnZ;(T)
e
= Ftransl.(Ta ‘/a N) + Fz(T7 N) (544)
Bei Zimmertemperatur sind die elektronischen Freiheitsgrade in Molekiilen thermisch
noch nicht angeregt. Man kann sich auf die Rotations- und Vibrationsfreiheitsgrade be-
schrénken.
5.3.1 Zweiatomiges Molekiil

Speziell betrachten wir ein zweiatomiges Molekil mit €; = €0t + €vin
C MG+
rot 27

I Tragheitsmoment, 7 = 0,1, 2,..., w Schwingungsfrequenz, n =0,1,2,...

1
Evib — hw(n + 5)

Z; = Ze—,@ei = Zyot * Zvib = Fj= Fot + Foip

mit
Fiot = =NkpT In Zyt, Fyip = —=NkpT In Zyp
a) Rotationsanteil:

e}
. _3(+1) ©p
Zrot = 2(2] +1l)e "2 T

J=0
mit der charakteristischen Temperatur ©, = %

— T <« ©,: Rotation kaum angeregt
Zrot = 1+ 37O/ 4 5e=300/T 4

— T > O,: Eulersche Summenformel

[e.o]

Y rG) = /dj f(j)+%f(0)— 11—2f'<0)+...

=0 0

T 1 O,
th_2®r+3+O(T>

liefert
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Also
3¢9 /T L O 2°/T)y T<eO,
Frot = _NkBT{ In & +0 (%) T> 0,

OF O ,—0,/T
Srot - - rOt:N B{gTe T<<®T

oT mE+1  T>6,

30,¢ /T T«@O,

FEiot = Fr0t+TSr0t_NkB{ T—%Gr T>0,

Warmekapazitét:
2
o 05 _ [ 3(F) T T<6,
= = 2
NTA livo(s) T
Cot/ Nkg Cyin/ Nkg
/ A
C " CVIb
IOl
- T % -T
1 o) 1 o,
b) Vibrationsanteil: iw =: kg©,, im Allgemeinen ©, < O,
> ko 1
Oy 1 e
Z lb = e_T(n—i_i) = =
v nz—o 1_6*%% 2sinh (%ﬁ)
10 _
F,, = NkgT <2T” +In (1 —e WT))
. aFVlb o @'U 1 _@U/T
Svip = — a7 —Nk‘B<T 7€@U/T_1—ln (1—6 >
Con = 79 _ (2)2e=®/T @, T
V1 - -
oT 1-5 (%) 6,<T

Mit Crans. = 5 Nkp folgt:

o 3 T'<6,<0,
Jg\;;:mt ~ % 0, <T < 6,
B L0, <T
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Man macht folgende Beobachtungen:
Fir T <« ©,, T aber hinreichend grofs, so dass noch die klassische Naherung gilt, sind
weder Rotation noch Vibration angeregt.

Dann werden erst die beiden Rotationen des Molekiils angeregt mit der mittleren
Energie Fyot = 2 - %kBT (Gleichverteilungssatz).

Schliefslich kommen die Vibrationsfreiheitsgrade hinzu. Hier liefert die “kinetische Ener-
gie” + potentielle Energie mw?z? jeweils %k‘BT.

Bei hochster Temperatur dissoziiert das Molekiil. Beide Atome liefern dann jeweils
%k:BT = 3kpT zu C, d.h. %kBT weniger als das Molekiilgas.

b C/Nkg

7/2 +

Schwingung

52 +
Rotation

312 +

Translation

5.4 Freie Fermionen bei tiefen Temperaturen

Fiir hohe Temperaturen ist Ag klein, d.h. freie Fermionen verhalten sich wie ein ideales
Gas (+ Korrekturen). Uns interessiert hier der Fall tiefer Temperaturen <=> \g > a =
(V/N)Y/? Die mittlere Besetzungszahl eines (Einteilchen-)Zustandes |o) ist durch die
Fermi-Dirac-Verteilung gegeben:

1

(na) = eBlea—p) 4 1 Tjo On = €a)

Das heifst fiir T'— 0 werden alle Zustidnde bis zur Fermikante e aufgefiillt.

er =p(T'=0)
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Bei T' > 0 kommt es zur Aufweichung der Fermikante.

A

<> T=0

T>0

€F &

Definition: Einteilchenzustandsdichte p(e)

Die Zahl der Einteilchen-Zustdnde mit €, € [e, €+ de| ist Np(e)de. Fiir freie Fermionen
(nicht-relativistisch) gilt zudem: €5 = p%/2m

1% I VA
Np(e)de = 73 / &y = s 47p? dp
e<ep<etde
bzw. mit p? = 2me
V 2n 3/9
ple) = 7 3 (2m)*2/e (5.45)

wobei € > 0 und V/N = a3 ist. Bei gegebenem N folgt das chemische Potenzial aus der
Teilchenzahlerhaltung:

o

1 1
sza) = / de P(G)m =1

« —0o0

Bei T' = 0 gilt

+o00
2
o om)? / dev/e O — ©)

1 =4

i
— of dey/e=2p3/2

- —9/3
Ho = [a?’%@m)g/? (5.46)
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Definition: Fermi-Temperatur
Die Fermitemperatur ist durch kgTr = ep, der Fermiimpuls durch p% /2m = ep
gegeben. Fiir Elektronen im Metall: (pr/h)® = 37%n ~ 10**cm=2 (mit n = N/V),
ep ~ 10erg = Tp ~ 10* — 10°K
Fiir die weitere Auswertung entwicklen wir die Differenz
1

fiir tiefe Temperaturen (sog. Sommerfeld- Entwicklung).

—O(u—e) (5.47)

Hierzu betrachten wir fiir beliebige Funktionen f(z) das Integral:
+00 1

Setze € = p + x:

0 o)

I = /dx flp+x) <65‘”1+1 - 1> +/d:n f(,u+x)eﬁw1+1
0

T futa) = f(u—a)
= /d:n T 11

0

2f (2k—1) ®
— dx
(2k — 1 / eﬁw 11 5.49
2 Lo (549

=:(2k—1)! (2k) T%

_ 2277% (2k=1) () T2k

= 23w 1 [acste— o) N
k=1

[ de 3G (u—e) f(©)
2

. . . 4
Hierbei ist n(2) = 75, n(4) = % e

Damit erhdlt man die Sommerfeld-Entwicklung:

1

- o 2k ¢(2k—1) o
ey = O—a+2) m2k) T 6N (u—e)

k=1 (5.50)

ﬂ_Q
— T2 (u—e€) + O(TY)

~ Bu-e+
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Nun benutzen wir (5.50), um das chemische Potential bei tiefen Temperaturen auszu-
rechnen. Wegen der Teilchenzahlerhaltung gilt:

+o0
1
0 = /dep(e){eﬁ(e_u)_’_l—@(ep—e)}
- |
~ / de p(e) {@(u—e) — O(ep —€) —l—% T25’(u—e)}
oo (5.51)
I 2
~ /p(e) de + G T2 (1)
) 1 2
< = er) pler) +/(en) | e+ T 72
Also:
w(T) = ep — ~ 72 2er) +O(T% (5.52)
6 pler)

w(T) = er(1—72/12(kpT/ep)?+O(T* /€}.)), da p'(er)/per) = 1/(2¢r). kT /ep ~ 107
fiir Elektronen bei Zimmertemperatur. Es sei noch einmal betont, dass dieses Ergebnis
fiir nicht-relativistische Fermionen gilt.

o¢]
Aus der Gleichheit der schraffierten Flichen und N o [ dey/e(n) folgt, dass
0
abnehmen muss, wenn 1" wéchst.

Analog gilt fir die Energie

I 0o
E — E 2
~ L /de ep(e) + % T2/de ep(e) &' (e)
€F 0

7T2

= 5 T?p(er) + O(TY) o T?

Fiir kT < ep finden wir also

E - Ey
N

o T? (5.53)

und somit gilt fiir die spezifische Warme

1, 10E «°

_Ltobk 7.9 _ 3\ _ o~ 3
~C=Nar 3]€B plep) - T+ O(T°)=~-T+ O(T?) (5.54)
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x T (5.55)

2lQ

Die spezifische Wéarme ist also linear in der Temperatur T. ~ ist die Sommerfeld-
Konstante.

5.4.1 Das ideale Fermi-Gas

Wir betrachten nun ein Gas spinloser Fermionen in einem Kubus der Lénge L: Die
Quantenzahlen v entsprechen dann den Impulseigenwerten p. Wie sieht dann die Zu-
standsgleichung dieses Systems aus (vgl. Bosegas)?

1
pV = 3 Zln (1 + ze*ﬂﬁeﬂm) z = ePH
2
o (5.56)
— 3 (271) 47T/dp p?In (1 +ze_’8p2/2m>
— 00 ™
v 0
Wir definieren die Funktion f4(z).
o~ (—2)"
fs(z) = —nz::l = (5.57)
Dann lautet die Zustandsgleichung
pU v
kpT A3 f52(2) (5.58)
Aus N = —0J/0u und zf.(z) = fs—1(z) folgt dann
)\3
Pl f32(2) (5.59)

Im folgenden sei nun z fest. Es ist £ = —8%111 Zy(B,V,z) und InZ; = pV/kgT. Mit
V/X3 o< B73/2 und V/A3 f59(2) = pV B

0 V o (V 3 1V 3
= —% <159T> = —% <)\3f5/2(2)) D) 5 lﬁ fs2(2) = 9 pV (5.60)

Es gilt also

3
E=2pV (5.61)
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wie beim klassischen idealen Gas und auch beim idealen Bose-Gas.

Wir betrachten noch den Grenzfall z — 0 (hohe Temperatur oder geringe Dichte):

22 3 A3

f32(2) = Z—W—i—(’)(z ):7
S ROt A3 (5.62)

— R - - O -
== () sel(3)
Wir setzen dies in (5.58) ein und erhalten die Zustandsgleichung fiir z < 1:
2

pvV v 22 3\ 1 A3 A3 563
M_)ﬁ<z_25/2+o(z))_1+25/2v+0 Vv (563)

Dies liefert die 1. Quantenkorrektur; der Druck des Fermigases ist also durch das
Pauli-Verbot erhoht gegeniiber dem klassischen Fall.

Wegen
v f5/2(2) (5.64)
kgT  f32(2)
und nach Einsetzen von p (sieche Ubung) erhilt man
2 5e2 (T\?
e (1422 (= T .
pv=ger ( + 15 (€F> + O( )) (5.65)
d.h.
2
PU= g cF >0 (5.66)
fuirT — 0
P a Isochoren
2/3ng

Boltzmann

»
»

T
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5.5 Bose-Kondensation

Fiir ein ideales Quantengas aus (strukturlosen) Bosonen hatten wir
BT = —BpV = Zln (1 — ze~Pe0))
= /d3p In ( ze‘ﬁpz/gm)
= 47r/dp p? Z o~ Bp7n/2m
= —fz 7 g / dp pe—0vn/2m
h3 —n

2mm 3

Bn
V = 2" ( a >3
= —— — =—N|— (2)
3 Z 95/2
)\5 — nb/2 g
wobei v die Summe iiber die Einteilchenquantenzahlen ist. Weiter haben wir folgende
Bezeichnungen gewihlt: a® = V/N = v, \g = h/v27rmT und

X _n
z
gs (2) = s
n=1

(5.67)

Die Entwicklung des Logarithmus ist wegen z < 1 moglich (¢ < 0). Diese Bedingung an
z missen wir stellen, damit der Druck reell bleibt. Auferdem muss die Besetzung des
Grundzustandes (ng) positiv sein:

1 z
= = >0 5.68
{no) eBr—1 1-—27 ( )

Somit gilt die folgende Zustandsgleichung

pv v

T - % (2) (5.69)

Die Teilchenzahl berechnen Wir wieder durch partielle Ableitung, wobei wir bertick-

sichtigen, dass zg, (2) = 2z Z =T = gs—1 (2):

oJ oJ v
N=——=-0z 5 = N)\—%zgé/2 (2)

Somit finden wir

A5
=932 (2) (5.70)
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2612 - --------

93,(2) :
|

|
>

1z

Wie wir wissen, ist z < 1, d.h. (5.70) lésst sich nur 6sen, solange )\%/v < g3 (1) =
2.612 ist. )\g /v, das von T und der Dichte abhéngt, kann aber beliebig groft gemacht
werden.

Lésung: Der Ubergang zum Impulsintegral in (5.67) ist nur dann unproblematisch,
wenn z < 1, denn z = 1 fithrt zu Schwierigkeiten, wenn €(r) — 0 (Grundzustand). Also:
Nehme €(v = 0)-Term (Grundzustand) explizit mit:

v
pJ=-ppV = In(l-2z2)+ N)\73 g5/2(2)
B

(5.71)
oJ v
N=-fze" = +7—+ NT; 93/2(%2)
Das heifst, statt (5.70) erhalten wir nun
3 1
B 3 2 (5.72)
" 93/2(2) + A V1o

z(V)

Damit der neue Beitrag )\% Jimy oo % T—sqvy > 0, muss (ng) = =

1—2

von der Ordnung N
sein fiir N — oo (V — o0).

Die Fugazitat z nahert sich dem Wert 1 in entsprechender Weise:

{no) 1 1
z o) + 1 (@) v @) N (5.73)
Wir definieren
— i (102 5.74
=N o

den Bruchteil der Teilchen, die das 7= 0 (¢9 = 0)-Niveau besetzen. Es gilt dann

(5.75)
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und somit auch

i g3/2(2) + Tﬂﬁ (5.76)

Fiir )\% /v > g3/2(1) besetzt also ein endlicher Bruchteil 1 der Bosonen das
tiefste Energieniveau — Bose-Einstein-Kondensation
(Phaseniibergang). Der Phaseniibergang setzt ein, wenn Ag ~ mittlerer
Teilchenabstand.

Die kondensierte Phase ist vorhanden fir T' < T, mit

2mh? /m
kpT.(v) = —————~ (5.77)
[vg3/2(1)]?/3
oder fiir das Volumen v < v, mit
)\3
ve(T) = 5.78
( 93/2(1) ( )
Aus (5.76) folgt
vg3/2(1) v T\%?
=1- =1-—=1—(= 5.79
/\% Ve T. ( )

Die Herleitung von (5.69) bleibt giiltig, da der (p'= 0)-Term keinen Beitrag fiir N — oo
liefert:

~lnV
v v . 1 —m—
T = 38 9g5/2(2) + ]\;E)noo N In(1 — 2) (5.80)
B

~~

v-limy o0 % InV=0

Also gilt fiir den Druck

T
i k’B { 95/2(2) UV > Ve (581)

Y gs/2(1) v <we
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T A r] A A
Tc (V)~V -2/3 v fest
T fest
Kondensat
Mischphase
v TC VC
p A
- - - - Gas
_~ Isotherme
Mischphase

<V

Bei “He sind die Atome auch Spin-Null-Teilchen, d.h. sie geniigen der Bosestatistik.
Allerdings wird die suprafluide Phase von *He nur schlecht durch das hier betrachtete
Modell nicht-wechselwirkender Bosonen beschrieben: Nur ca. 6% der “He-Atome sind
nach heutigem Kenntnisstand bei 7' = 0 im p = 0-Zustand, nicht 100% wie bei der
Bose-Kondensation. (Grund: Abstofung der *He-Atome - Wechselwirkungen wichtig).

A- Ubergang

fest

flissig (He 1)

suprafluid
(He 1)

Phasendiagramm von *He
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5.6 Photonen-Gas als ideales Bose-Gas

Als spezielles Bosegas betrachten wir nun die Hohlraumstrahlung - Photonen. Deren
Wechselwirkung kénnen wir vernachléssigen — freie Teilchen.

Wichtige Eigenschaft: Teilchenzahl N ist keine Erhaltungsgréfe; Photonen entste-
hen und vergehen spontan (Absorption und Emission). Also gibt es kein chemisches
Potenzial:

p=0 (5.82)

Folgerung: Freie Energie F' = F(T,V) identisch mit dem grofkanonischen Potenzial
J = J(T,V,u =0); Fugazitdt hat den Wert

=€ =1 (5.83)
Einteilchenenergie e(lZ) = hwp = cp = hck, wobei k der Ausbreitungsvektor ist. Wir
betrachten nun einen Kubus der Kantenlinge L mit periodischen Randbedingungen.
Also
k=2, m; = 0,41, 42

Als innere Quantenzahl kommt die Polarisationsrichtung hinzu — 2 Einstellmoglichkei-

ten. Mit den Besetzungszahlen nl(;) =0,1,2,...00 (1 = 1,2) lautet die Energie
_ i (0
H=2 en,— Y elkn; (5.84)
v ki
Mit z = 1 gilt fiir das grofskanonische Potenzial
BJ(T, V) = BF(T,V) Zln [ ’ﬂ} - 22111 [ ’ﬂ} (5.85)

Wir iiberfiithren die Summe wieder in ein Integral und setzen x = Bhck

V o0
F = 24 dk k2 In |1 — e Bhek
b (27)3 ”/0 "[ ‘ }

OV (ksTN? [ ey kpT (5.86)
= 772(7“10)/0 drx ln(l—e )__V(hc

—m/45

Mit o = 72k} /60h3c? = 5.67-107° erg/sec cm? K (Stefan-Boltzmann-Konstante) folgen
hieraus
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4
F = —-Zyrt
3¢
oF 16 o
S = ——| =_-2VvT13
oT |y, 3¢
E = F+7S=42vT* (5.87)
c
oF o
Cy = —| =16-VT¥xT?
v oT |y, c >
p = _ai — %ET‘l — lg
ovip, 3c 3V

Beachte: Beim nichtrelativistischen idealen Gas gilt fiir den Druck p = 2/3 - E/V. Die
mittlere Besetzungszahl

) = o — (5.88)

(nz) — 0 (5.89)

d.h. bei T' = 0 sind keine Photonen vorhanden.

Wie ist die mittlere Energiedichte E/V {iber das Photonenspektrum verteilt? Mit
1 .
pw) =D hw(n)o(w — wp) (5.90)
ki
kénnen wir fiir die Energiedichte schreiben

E o
v :/0 dwp(w) (5.91)

Uberfiihren wir die Summe in ein Integral

1 s hw

so folgt das Planck-Gesetz

(5.93)
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Wir konnen nun zwei Grenzfalle betrachten

o hw < kgT
W2
p~kpT—— Rayleigh-Jeans (5.94)
e
o hw > kT
hw?’ —Bhw .
PR _35¢ Wien (5.95)

Das Maximum der Planck-Verteilung wird durch

73

et —1

festgelegt. Es folgt hieraus das Wien’sche Verschiebungsgesetz

= max (5.96)

hwmaz = 2.82kpT (5.97)

5.7 Phononen im Festkorper

Atome bzw. Molekiile im Festkorper fiihren kleine Schwingungen um die Gleichgewichts-
lage aus — Phononen. Mit einem Atom pro Einheitszelle haben N Atome 3N mechani-
sche Freiheitsgrade — 3N harmonische Oszillatoren mit Frequenzen w; (i =1,...,3N).
In harmonischer Naherung ist also die Energie gerade

3N
H=FEy+ Y hwin (5.98)
i=1
mit der Grundzustandsenergie FEy (Energie des ruhenden Gitters). Die niedrigliegenden
Boseanregungen sind durch die Phononenbesetzung n; = 0,1,2, ... gegeben. Auch hier
gibt es keine Teilchenzahlerhaltung. Somit haben wir wieder

F(T,V) = J(T,V) = —; In Sp (e_ﬁﬁ ) (5.99)

Die mittlere Energie ist

1
E=Ey+ Y hw,n,) mit (n,)= 1 (5.100)

Der Einteilchenzustand v = (lg, s) ist charakterisiert durch einen Ausbreitungsvektor k
einer ebenen Welle und einen inneren Freiheitsgrad s, der fiir eine longitudinale und zwei
transversale Schwingungen steht. Wir definieren die Zustandsdichte z(w) mit

/OO dwz(w) =1 (5.101)
0
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durch die Forderung

3Nz(w)dw := Anzahl der Frequenzen w; zwischen w und w + dw (5.102)
Damit ist
o hw
Im Grenzfall k& — 0 entsprechen die Phononen den Schallwellen:
o . 5) = cl]li\ = ¢k longitudinale Schallgeschv.vm(.ilgk.elt C (5.104)
ct|k| = etk transversale Schallgeschwindigkeit ¢

Ersetzen wir wieder Summation durch Integration, so kdnnen wir fiir die definierende
FEigenschaft der Zustandsdichte schreiben

w<w(k,s)<w+dw v w<w(k,s)<w+dw
3Nz(w)dw = Z 1= (2%)32/ d3k
; (5.105)
Vo1 2\ ,
= (242w
272 <c? + c?) w
und mit
3 1 2
3 _(1,2 5.106
5= (3+3) o
folgt
V/N .
z(w) = 5-2.3% fir w — 0 (5.107)

5.7.1 Debye-Modell

Debye nimmt an, dass (5.107) auch fiir grofere w gilt. Aufgrund der Normierung der
Zustandsdichte, muss dann gelten

V/IN 2 (.
(w) = 53w firw <wp (5.108)
0 fir w > wp
wp gewinnen wir aus der Normierung selbst:
o0 V/N w3}
1=[ d = -2 5.109
/0 wz(w) 2123 3 ( )

Somit erhalten wir



5.7. PHONONEN IM FESTKORPER 93

N
W = 6772c3v (5.110)

Definieren wir die Debye-Temperature ©p durch kp©p = hwp, so folgt fiir die Energie

Op . 3 [# x3
E—E0:3NkBT-I<T> mit 1(2)223/0 dx ] (5.111)
Nun betrachten wir wieder zwei Grenzfille:
e hohe Temperaturen 7' > Op — Z(z) = 1 + O(z)
) oE
E(T)— Ey=3NkgT [1+0(=2)|, Cy====3Nkg (5112
T oT
Wiérmekapazitdt kg pro (mechanischen) Freiheitsgrad — Gesetz von Dulong-
Petit
e tiefe Temperaturen T' < Op — Z(z) ~ %42,%
3mt T 127 T3
E(T)—Ey=-"-Nkp— xT', Cy=-—"—-Nkp— oT® (5.113
(1) = Eo = =5~ Nhugy o ST e ™ (5.113)

Dieses T3-Gesetz fiir die Gitterwirmekapazitit ist charakteristisch fiir Festkorper
und experimentell bestens bestéatigt.

Anmerkung: Wenn mehr als ein Atom pro Gitterzelle vorhanden ist, so gibt es optische
Phononen mit hoherliegenden Frequenzen und wenig Dispersion. Hier verwendet man
héufig das Finstein-Modell.
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6 Wechselwirkende Systeme

6.1 Virialentwicklung

Das Problem wechselwirkende Teilchen in einem grofen System qualitativ zu beschreiben
ist kompliziert. Der einfachste Fall tritt auf bei der Beschreibung realer Gase im Grenzfall
grofter Verdiinnung, wo wir klassisch rechnen kénnen. Betrachten wir N Atome mit der
Hamiltonfunktion

H:Z%—FZU@—@) (6.1)

Die grofskanonische Zustandssumme ist dann

o
Zy(T,V,p) = Y 2N Z4(T,V, N) (6.2)
N=0
Dabei ist die kanonische Zustandssumme

e}

11 g
Zy(T,V,N) = Z ]\”X3/‘/d3NT e P 2ic;vii (6.3)
N=0"""~

Q(T,V,N)

Q heiftt Konfigurationsintegral. Fiir kleine Dichten n = % ist z = P = \3n <« 1. Daher
eignet sich z sehr gut als Entwicklungsparameter. Es gilt:

—BJ = BpV=WmZ;=In(1+22(1)+ 2°Z(2) + 2°Z(3) + O(z")) (6.4)

= 2720+ 222+ 22725 + O(2) (6.5)
mit 71 = Z(1) = %, Zy = Z(2) — $Z(1)?, Z3 = ... Damit erhiilt man fiir die Teilchen-
zahl:

N = —gi = —zaai‘] =271+ 22275 + 32375 + O(2*) (6.6)

In der niedrigsten Ordnung gilt: z = Zﬂl = %)\3 =nX\3 = 27, = N —22,(n)\3)? +
O(n?). Damit erhilt man:

p = nkgT [1+b(T)n+ c(T)n* + O(n*)] (6.7)

95
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Dies ist der Beginn der sogenannten Virialentwicklung der Zustandsgleichung nach Poten-
zen von n. Der Name der Entwicklung stammt daher, dass sie zuerst aus dem Virialsatz
hergeleitet wurde. Die Koeffizienten b(T'), ¢(T), ... heifen 2. , 3, ... Virialkoeffizient. Es
gilt:

Z2(T,V,2) 1
r=-v—=5=-V|———=——|. 6.8
@) Z? [ Zy? 2} ©8)
Mit Z(T,V,2) = %% [ BridProe=Pri=r2) = % [ d3re=P*( folgt:
1 —pu(r
WD) =5 [ drf@), 57 = -1 (69

f wird als die “Mayer”- f-Funktion bezeichnet. Die 2-Teilchenwechselwirkung 7 bestimmt
also den 2. Virialkoeffizienten. Falls 7 fiir » — oo stark genug abfillt, konvergiert das In-
tegral in 6.9, d.h. die Virialentwicklung existiert im thermodynamischen Limes (V' — o0).
Umgekehrt kann man aus der Messung der Virialkoeffizienten auf die Wechselwirkung
schliefsen.

Modelle fiir reale Gase
e Man betrachtet héufig das Lennard-Jones Potential v(r) = 4e {(%)12 - (%)6} oder
auch Potentiale der Form v(7) = & [e% - (%)6} mit 2 bzw.4 anpafbaren Para-
metern. Fir r — oo ist v —%6 die van-der-Waalswechselwirkung. 2 Molekiile
induzieren gegenseitig Dipole, die zu einem Dipol-Dipol-Potential (%3 . T%) fiihren.
Durch Berechnung von 6.9 und Anpassung an das Experiment findet man fiir das
Lennard-Jones Potential:

Gas | o [4] | =
B

He | 2.56 | 10.2
Ne | 2.78 | 34.9
Arg 3.4 ] 120
Kr 3.6 | 171

Xe 4.1 | 221

e Haiiifig betrachtet man auch harte Kugeln mit schwacher Anziehung, d.h. das Po-
tential ist gegeben durch:

B oo r<2r - -1 r < 27
vi(r) = { —|v| r>2r - Jn)= { —Bu(r) r>2rg (6.10)
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Es folgt: b(T') = B — %+ mit

kT
1 3 167 5 . ..
b = —= d’rf(r) = —ry = 4 Eigenvolumen des Molekiil§6.11)
2 r<2rg 3
- 1/ drf(r) 1/ Bro(r) >0 (6.12)
- = -3 rf(r) — a=-—2 ro(r) > :
kgT 2 r>27( 2 r>27(
Bemerkungen:
1. Fiir harte Kugeln lassen sich noch 2 weitere Virialkoeffizienten analytisch be-
rechnen.

2. Fiir geladene Teilchen (Coulombpotentiale) fillt v(r) oc 1 ab. Eine Virialent-
wicklung existiert also nicht.

6.2 Van-der-Waals-Gas

Gemif der Klassifikation von Phaseniibergdngen nach Ehrenfest gilt:

Ein Phaseniibergang ist von n-ter Art oder Ordnung, wenn die (n—1)-ten
Ableitungen der thermischen Potenziale stetig sind und die n-ten Ableitungen
am Phaseniibergang eine Diskontinuitat zeigen oder divergieren.

Typisch sind Phaseniibergénge 1. und 2. Ordnung.

Zur Illustration betrachten wir das van-der-Waals-Gas, das beschrieben wird durch die
Gleichung

<p+$> (v—B)=T (6.13)

wobei v = V/N. Die fiir das jeweilige Gas charakteristischen Konstanten A und B lassen
sich aus den kritischen Werten von Temperatur, Volumen und Druck bestimmen (s.u.).

Vergleichen wir das van-der-Waals-Gas mit dem idealen Gas, so stellen wir folgende
Ersetzungen fest:

1) v — v — B Abnahme des pro Teilchen zur Verfiigung stehenden Volumens, wobei
B als Molekiilvolumen zu betrachten ist

2) p—p+ UAQ Absenkung des Druckes durch schwache langreichweitige Anziehung
zwischen den Molekiilen.

Isothermen des van-der-Waals-Gases:
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p e T > T, Kompressibilitét
/{T:—%%—V > 0 ~ Gas
Plp

stabil

o T < T. : kp ist zwischen
v (T) und v3(T') negativ! ~»
System instabil

T>T,

T=T,

‘ T<T,
I : : \ -
Vs (T) Ve v1(T) v=V/N

Instabilitdt bei Abkiihlung unter T.. Bedingung fir T, selbst:

4
ov

_Pp

pu— p— 0
T Ov?

Te

Hieraus ergeben sich die kritischen Werte fiir Temperatur, Volumen und Druck.

A 84 (6.14)

eI kT gp T yp

Kritischer Punkt

Beachte: Wie immer T,=kpgT.!! Somit ist T./p. - v. = 8/3 = 2.7 also eine universelle
Konstante. Experimentell: kugelférmige Molekiile ~ 3.4

Mit Hilfe der dimensionslosen GroRen: & = v/ve, p = p/pe, T = T /T, erhalten wir die
reduzierte van-der-Waals-Gleichung, die universelle Giiltigkeit besitzt, d.h. unabhéngig
von A und B ist.

<ﬁ+§2) (30 —1)=8T (6.15)

Reduzierte van-der-Waals-Gleichung

Van-der-Waals-Gas unterhalb von T,

Entlang der Isothermen zwischen v} und v3 ist das System nicht stabil, weshalb diese
Teile der Isothermen nicht eingenommen werden kénnen.

Alternative:
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e System zerfallt in zwei Phasen ¢ = 1,2 unterschiedlicher Dichte, deren Zustand
jeweils durch einen Punkt auf den stabilen Abschnitten der Isothermen beschrieben
wird. Wir nennen Phase 1 “fliissig”, Phase 2 “gasformig” (vy < vg)

Dann gelten wieder folgende Gleichgewichtsbedingungen: Ty =T, = T, ps; = py = po,
pp = pg = p, d.h. insbesondere, dass die Isotherme im Zweiphasengebiet durch p =

constant charakterisiert ist.

A Fir v1(T) < v < va(T) ist die freie Energie die
Summe der freien Energien der Untersysteme (ver-
nachl. Grenzflichenterme oc N?/3):

F(T,N,V) = Nyf(T,v1)+ Nof(T,v2) (6.16)

p I 3 Es gilt
i oG
1 Nipg = ZN;
§ : N,
vy A Vs, v — gf\; N; + 8(5227‘/) N; (6.17)

= f(T,v;)N; + povi N;

Wegen p1 = us folgt:

v1 v2

po(ve —v1) = f(T,v1) — f(T,v3) = / % . dv = /p(v) dv (6.18)

v2 U1

Hierbei haben wir den Integrationsweg entlang der Isothermen D, B, A, C' gewéahlt. D.h.
po muss so gelegt werden, dass der schraffierte Fliacheninhalt (s. Abbildung) oberhalb und
untenhalb der Horizontalen gleich grofs ist. Dies nennt man die Maxwellkonstruktion.

Die Integration der van-der-Waals-Gleichung fithrt auf
A
f(T,v) = =TIn(v — B) + — + const. (6.19)
v

Zudem konnen wir aus der Gleichung (6.18) den folgenden Kurvenverlauf fiir die freie
Energie im Bereich T' < T, ablesen:
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f=F/N 4

stabil metastabil

Fi/N oo 5 instabil

-
L

vm VM M ovm

Geméfs (6.18) besitzt die Gerade zwischen v; und ve die Steigung —pg. Die Abschnitte
v1 < v < v} und va < v < v5 der Isothermen beschreiben metastabile Zusténde: Lokal gilt
zwar kp > 0, aber die freie Energie ldsst sich durch Phasenseparation weiter absenken!
— Keimbildung der jeweils anderen Phase, Oberflaichenterm ist wichtig.

Der Phaseniibergang im van-der-Waals-Gas ist 1. Ordnung, da v von v; nach
v9 springt und somit als erste Ableitung des Potenzials G(T, N,p)/N = ¢(T,p) einen
Sprung der Ableitung eines Potenzials verursacht. Dieser verschwindet bei T' = T.

10v

An T, aber divergiert kp = — v Op | d.h. die Koexistenzlinie als Linie von Pha-

seniibergangen 1. Ordnung endet in einem Phaseniibergang 2. Ordnung. Mehr
zu Phaseniibergdngen — spéter.

6.3 Phaseniibergange

In der Natur kommen folgende Phasen vor:

Plasma

Atomares Gas

Molekulares Gas

FlUssigkeiten

e

Kristalliner Flussiger Supra-
Festkérper Kristall Flussigkeit

/

Ferromagnet Antiferromagnet Ferroelektrikum  Supraleiter
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Zwischen diesen finden Phaseniibergénge statt. Daneben findet man auch Phaseniiber-
gange in fliissigen Losungen durch Entmischung oder in Mischkristallen, Legierungen und
bei Wasserstoff in Metallen durch Bildung von Uberstrukturen und Ausscheidung von
Komponenten.

Verschiedene Phasen unterscheiden sich durch verschiedene Symmetrie-Eigenschaften.
Meist ist die bei tieferen Temperaturen stabilere Phase weniger symmetrisch. Beim Uber-
gang vom Gas zum Kristall geht beispielsweise die Translationssymmetrie verloren, beim
Phaseniibergang vom Para- zum Ferromagneten geht die Drehsymmetrie im Spinraum
verloren. Die Symmetrie des Hamiltonians H fiihrt dann zu einer Symmetrie des Dich-
teoperators e # | welche zur Folge hat, dass alle Zustinde, die durch Symmetricopera-
tionen hervorgehen gleichberechtigt sind. Eine kleine unsymmetrische Stérung H’ bricht
dann die Symmetrie. Die quantitative Beschreibung erfolgt durch den Ordnungsparame-
ter des Phaseniibergangs. Dieser verschwindet in der symmetrischen, ungeordneten Phase
und misst in der unsymmetrischen, geordneten Phase die “Ordnung”.

ABBILDUNG 6.1: Aufgetragen sind hier links die Ordnungsparameter und rechts die spe-
zifische Warme. Die erste Zeile zeigt einen Phaseniibergang 1. Ordnung,
die mittlere einen kontinuierlichen Phaseniibergang und die untere einen
unscharfen Phaseniibergang.
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Die Abbildung zeigt die verschiedenen Klassen von Phaseniibergingen. Beim Phasen-
iibergang 1. Ordnung &ndert sich der Ordnungsparameter unstetig und es ist latente
Warme vorhanden, welche proportional zum Volumen ist. Diese Vorgénge werden durch
die Clausius-Clapeyron und dhnliche Gleichungen beschrieben. Phaseniiberginge zweiter
Ordnung haben dahingegen einen kritischen Punkt T, hier &ndert sich der Ordnungspa-
rameter stetig. Die spezifische Warme divergiert fiir V' — oo, aber es gibt keine latente
Warme. Es gibt grofe Fluktuationen verschiedener thermodynamischer Gréfen, welche
man als kritische Ph&nomene bezeichnet. Singularitdaten in Suszeptibilitdt und spezifi-
scher Wirme folgen Potenzgesetzen mit sogenannten kritischen Exponenten, man spricht
von Universalitdt der Phaseniibergénge.

Beispiel: kontinuierliche Phaseniibergénge

Substanz Ordnungs- konjungiertes
parameter Feld Suszeptibilitat kritische Mode
Ferroelektrikum P E Xel transversales
optisches Phonon
Ferromagnet M B Xmag Magnon
Spindiffusion
Suprafliissigkeit (W) © % zweiter Schall
Wiérmediffusion
Fliissigkeit-Gas n—ne — fhe K Dichtefluktuationen

Statische Eigenschaften der Phaseniibergdnge werden in den Skalengesetzen erfasst.
Dynamische Eigenschaften des Phaseniibergangs sind das singulédre Anwachsen der Sus-
zeptibilitat, “weiche Anregungen” (soft modes), was dazu fiihrt, dass die charakteristische
Frequenz gegen Null geht.

6.3.1 Ferromagnetismus

m

ferromagnetisch

M Y

W 1o 4 {

paramagnetisch

>
>

! B

Fiir positive B zeigt das System Magnetisierung in positive z-Richtung, fiir negative B in
negative z-Richtung; bei B = 0 ist keine Richtung ausgezeichnet, das System entwickelt
eine Symmetrie (Rotation), da alle Richtungen gleichberechtigt sind. Es sollte daher
Null-Magnetisierung resultieren. Tatséchlich bleibt die Magnetisierung bei +mg héngen,
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wenn wir von B > 0 kommen; wenn wir aber von B < 0 kommen bleiben wir bei
—my hingen. Ein Phaseniibergang findet genau dann statt, wenn es zu einer spontanen
Symmetriebrechung kommt. Eine kleine Anderung von B von —0 — 40 #ndert M von
—mg nach +mg. Hier liegt eine drastische Response-Singularitéit vor. Diese Phéanomene
treten alle fir T' < T¢ auf; fir T > T, ist M, = 0, J(B,T) ist analytisch B und T'. Der
Endpunkt der Singularitét ist der kritische Punkt.

Kritisches Verhalten. Beschreibung in der Weiss’schen Naherung. Wir betrachten nun die
Molekularfeldnédherung fiir den Hamiltonian:

H=— Z ~J(ri —1;)S; - S—bZSM (6.20)

mit gup = 1.
Hilfreich ist folgende Idee: Greifen wir einen Spin S; heraus, so ist die Wirkung der
Umgebung ahnlich der eines Hilfsmagnetfeldes, das sich zum &ufseren Feld addiert, d.h.:

B—>Beff:B+B/:B+)\m (6.21)

Das Hilfsfeld ist selbst proportional zur Magnetisierung ! Das ist natiirlich eine Néhe-
rung, da der Nachbarspin S; . verschiedene Werte annehmen kann, also nicht fest gleich m
ist. Was vernachléssigen wir 7 Wir vernachléssigen, dass die Grofe S; , —m = S; . — (S )
fluktuiert. Zum Quantitativen: S; , = (S; . —m) +m, m = (S; ;) ! Eingesetzt in den Ha-
miltonian, sieht man:

Z J(ri = 75) | SiaSje + SiySiy + (Siz —m)(Sj — m) +m(Si . + Sj.2) — m?

quadrat.Fluktuationenx0

. (6.22)
Mit vg = 3 fest J(r; — r;) (unabhéngig von i wegen der Translationsinvarianz) folgt
fiir den Hamiltonian:

N
H =~ Evom2 — Beyy Z Siz, Befr=B+uvom (— A=) (6.23)
i

Das ist die Molekularfeldnéherung fiir H ! Diese erinnert an freie Spins im &ufseren
Feld Bess. Mit M = é InZy, Z), = (ePB/2 + eﬂB/Q)N folgt sofort:

M 1 BBerr 1 16}

= — = —tanh — tanh|[=

m= Ty T gtanh T+ S tanh(g

Diese Gleichung hat eventuell mehrere Losungen. Wenn es mehrere Losungen gibt, ist

die stabile Lésung die, fiir die das Potential J minimal wird. Das bedeutet auch, dass m
gerade so gewéhlt Wird dass % 0 — m=m(B,T) liefert.

Beweis: Fiir H = vgm — (B+wvom) ), S, ist
N N
InZ,)=J= Evng -3 In[2 cosh g(voB + vom)] (6.25)

(B +vom)] . (6.24)

5

~-B) Si.
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bei unbestimmten m! Die Minimalbedingung g—;{l = 0 liefert dann:
N 2sinh... 1
0= Nvgm — 3222}1. — gvo —m = §tanh§(B + vom), (6.26)

wie erwartet.
Graphisch: B >0

0. Wenn B klein wird, verkleinert sich m. Frage:

Fir B > 0 gibt es eindeutig m >
Kann bei B = 0 ein mg > 0 resultieren 7 Setze: B =0

o>T
o=T
OKT - -
=}
m/my
1 /B'U[) 1
h—m, mg = 3

= —tan
2
Vo

m=y
m O m

M tanh = 9=
A T e 4

mo
Fir © < T gibt es nur die eine Losung m = 0 fiir B = 0. Fiir © > T gibt es eine

nichttriviale Lésung mg > 0, d.h. unterhalb © haben wir eine spontane Magnetisierung
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(Symmetriebrechung) — Ferromagnetismus. Graphisch ergibt sich: © = T, ist der kriti-

sche Punkt.

T

Bei T\, T, bereitet sich das System darauf vor, einen Phaseniibergang zu vollziehen,
d.h. sich spontan zu ordnen mit: ms > 0 bzw. ms < 0.
Wir merken uns: die Weiss’sche Ndherung, die ja grade Fluktuationsgréfen in H ver-

nachlassigt, wird schlecht bei T..
Verhalten in der Umgebung von © =T = T,.: Da mys — 0 bei T, konnen wir J nach m

entwickeln: kleine Gréfken: m, B, T — T!

N N N 1 2
:>J:2v0m2—ﬁln2—ﬁln[1—|—<§> (B+v0m)2—|—(’)(m4)],m:mﬁ0:2m
J Jo | T T., o 4 Te
vonNT3 [1 T]m +b(T)m TBm

Landauentwicklung bei 7¢:

(6.27)

- 1
J—Jo _ §(T—Tc)m2+bm4 — Bm

mit b > 0! m bestimmt sich aus % =0.
Fir B > 0:
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\ J

3|

Fir B =0:

@
|
%

]

Im Falle von T' < T, liegt eine Entartung zwischen den beiden Minima vor, was eine
Nichteindeutigkeit des Phaseniibergangs zur Folge hat. Kritische Exponenten nahe T,:

a) Spezifische Warme: C' = Tg—% = fT%. Da % — % = ém%{ ig g:z;c
Cc

H — 3 . 2 Te—-T = _ 1
FurB—OglltfurT<Tc.m— % Hm—m

8250_{ C()—%QTC_T T<T(;:>Co—i-%7

: = T = oT 2b . .
Also: C' = Co—T 575 o T>T. = Cy , d.h. C zeigt einen

Sprung !
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C

0 : | T

Tatséchlich verhélt sich C' wie C' < Cp + (T — T¢) ™%, mit o > 0 — Divergenz mit

kritschem Exponenten « ! Die Molekularfeldndherung hat o = 0, also einen Sprung
! Das ist falsch !

C

b) Magnetisierung: Bei B = 0 fiir T' < T gilt: m = \/%(Tc - T)% in Molekularfeldné-

herung. Allgemein gilt: m oc (T, — T)?. Der kritische Exponent ist meistens # %,
z.B.: 3= % im zweidimensionalen Ising-Modell(bestimmte Onsager-Losungen).

¢) Suszeptibilitidt x(T') = %’B:O

= =0—(T—T.)m+4bm*> — B =0
om
(T —T.)x + 12bm?x = 1
1 11

XTI T, 1 19m ST, —T
~T.+12bm  SbT.—T
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Allgemein gilt y =~ ﬁ mit kritischem Exponenten «. In der Molekularfeldné-
herung ist v = 1, was im allgemeinen falsch ist!

d) T =Te: m=m(B) — m® =2 — m~|B|s.
Allgemein m = |B |% mit kritischem Exponenten ¢, in der Molekularfeldnidherung
ist 0 = 3, im Allgemeinen ist das falsch, wie beispielsweise im zweidimensionalen

Ising-Modell mit § = 15!

Fazit: Das Verhalten thermodynamischer Groffen am kritischen Punkt wird durch
kritische Exponenten beschrieben. Die Molekularfeldndherung ist eine im allgemeinen
qualitative Beschreibung der Phasenniibergénge, aber zu grob, da Fluktuationen ver-
nachléssigt werden. Diese werden wichtig am kritischen Punkt und fiihren zu Abwei-
chungen in den kritischen Exponenten «, 3,7, von den Molekularfeldwerten. In letzter
Zeit gibt es bei dieser Problematik grofe Fortschritte durch die Renormierungsgruppen
(sieche Wilson!).

6.3.2 Molekularfeldtheorie fiir das van der Waals Gas

Im vorangegangen Abschnitt wurde der Ferromagnetismus besprochen und die Selbstkon-
sistenzgleichung fiir ein wechselwirkendes Spinsystem (Weiss) eingefiihrt. Diese lautete:

M = tanh 3(B + voM) (6.28)

Durch einfache Umformung erhalten wir daraus eine Gleichung fiir das B-Feld in Ab-
héngigkeit von der Magnetisierung:

B = kpTartanh(M) — voM | (6.29)

Fiir das van der Waals Gas existiert eine Beziehung, die eine dhnliche Struktur aufweist:

— 2an (6.30)

A3n bn
= kT <1
H=1"B {nl—bn+1—bn}
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Diese Beziehung werden wir nun herleiten:

Die Zustandsgleichung des van der Waals Gases lautet:

(p+5)w—b) =T

T a
P=0 " 2
Aufserdem gilt die Beziehung:
o of
ov | p
PUNN

f=-Thw-b) -2

+ const.(=: In \3)
v
Damit folgt dann fiir das chemische Potential:

p=pv+f
Tv

a

_Z_T B3y —p) - &
i In A°(v —b)

[
1
n 1 2a

n v
1 \3n
=T -
{1—bn+ln1—bn} 2an
Ve =3b=n.= 55 (Tc:%%)

(6.33)

(6.31)

(6.32)

109
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7 Streuung und Response

7.1 Streuung und Response

Betrachte Vielteilchensystem (Festkorper, Fliissigkeit, Gas) und zeitabhéngiges Feld E eilkr—wt)

~> Induzierung einer “Polarisation”:
P(k,w) li(kr—wt) P(k, 2w) ei(kr—2wt) + P(2k,w) gilkr—wt) + ..

Vo vV
Periodizitéat d. streuenden Feldes nichtlineare Effekte

Lineare Suszeptibilitit (Eigenschaft der ungestérten Probe):

Streuexperimente (mit Teilchen!):
(Wellenlédnge der Teilchen vergleichbar mit zu untersuchenden Strukturen)
Energie vergleichbar mit Anregungsenergien der Quasiteilchen.

z.B. Neutronenstreuung mit thermischen Neutronen (aus Kernreaktionen)
(A~ 0.18 nm fiir B = 25meV ~ 290 K).

Inelastischer Streuquerschnitt
Hyp: Hamilton-Operator des Vielteilchensystems
Koordinaten der Teilchen des Vielteilchensystems x, (Ort und andere)
r,mg: Ort, Spin des streuenden Teilchens
m: Masse des streuenden Teilchens

P2

wobei P2/2m = Ei;, des Streuteilchen und +W ({z,}, r) Wechselwirkung zwischen Sub-
stanz und Streuteilchen.

In zweiter Quantisierung

P2 1 (e 1 /1
H = H(]—F% + Z alt,g,akua//v/dre k' —k )WUU ({xa},r)
k/k//o.lo.//
P2 + a,/o_l/
= Hot o+ D afyawe Wi %e({za})

k/ kllo./o.l/

111
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), erzeugt Streuteilchen mit k/, o’
ayrqr vernichtet Streuteilchen mit k”, o”

Eigenzustinde von Hy: Hy|n) = Ep|n)
Skizze fehlt !!

Inelastische Streuung
Impulsiibertrag: k = k; — ko
2
Energieiibertrag: hw = 1= (k? — k3)

Anfangszustand |ki, ms,, n1) (In1) Zustand d. Prob. am Anfang)
Endzustand |ka, ms,, no) (Ing) Zustand d. Prob. am Ende)

Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit (n. goldene Regel):

(kla mslunl - k25 m827n2)

27
7|<k25m827n2|W|k27m517n1>|2 : 6(ETL1 7En2 +h(4})

wobei gilt: (ko, ms,, no|Wlks, ms,,n1) = m”m"?({xa})
und hw = 22 (k2 — k3).
Verteilung der Anfangszusténde |n;) der Probe: p(ni) > 0 mit Y p(n;) =1

n
Verteilung der Spinzustédnde mg, des Streuteilchens: ps(ms,) mit > ps(ms1) =1

msl

Falls nur ko (und nicht mg, ) gemessen wird:

Tki—ke= > p(nl)ps(ms,)T(kimg,n1 — kamy,no)

n2mny1 Msy Mso

(Doppelt) Differentieller Streuquerschnitt pro Atom:

d’c dO0de — Wahrsch. f. Ubergang in  dde/s
dQde €= Anzahl d. Streuer x Fluss d. einfallenden Teilchen

Normierungsvolumen: L3, Anzahl der Streuer = N, Raumwinkelelement i.d. gestreut wird
d€Q, Fluss der einfallenden Teilchen = Betrag der Stromdichte d. einfallenden Teilchen.

Zusténde d. einfallenden Teilchens vy, (r) = L31/2 ek1r = Stromdichte j(r) = —%(ib*VdJ—

(Vo*|e) = B also Lo dQde = L 2T (ky — ko) (£)° dky

mL3

(%)3 d3ky = Zahl der Endzustidnde von ko im Intervall d3ks

Bem. Systeme im Gleichgewicht: p(n;) = e_ﬁZE "L (von Dichtematrix p = MTHO)
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Wegen 6(w) = [ g—fr e™! enthilt der Streuquerschnitt den Faktor

h/ dt z‘(Enl—En2+ﬁw)t/h <n1’e—ikxa|n2>

27
1 iwt tHot/h —ikxq ,—iHot/h
= 37 dt e (nqle e e |ng2)
1 .
_ o h dtezwt< 1|€fzkxa(t)’n2>

— dt wt —ikxq(t) zkx5(0)
iS‘f;’fz(k’“’)_/27rh NZ ) 5a,3

wobei koh bzw. ink = kohérente bzw. inkohérente dynamische Strukturfunktion (enth.
elastischen (w = 0) und inelastischen (w # 0) Anteil. Hier ist (.0.) = Z e_ﬁ = (n|O|n) =

S,(p0).

Mit dem Dichteoperator fiir das System des Streuzentrums:

N
= 3 6(x — xa(t))
a=1

Fourier-Trafo

N
/d3l‘ e—zkx X t Z —ikxq(t)

= Skon(k,w) = / 2dth ot ]‘\//v<Pk( t) p—x(0))

wobei pg (t) = Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion, ik = Impulsiibertrag, w = Energietiber-
trag des Neutrons an das System.

Anwendung: Streuung an Festkérpern zur Bestimmung der Gitterdynamik

Ein-Phonon-Streuung: Resonanzen bei twy, (k), Lwy, (k), beides transversale Phono-
nen und fw;(k) longitudinale Phononen.

Breite der Resonanzen: Lebensdauer der Phononen
Hintergrund: Mehrphononenstreuung
Intensitét der Resonanzen: Héangt iiber Skalarprodukt von k von Polarisationsvektor der
Phononen und dem sog. Debye-Waller-Faktor und Streugeometrie ab.
Streuquerschnitt «+— Korrelationsfunktion des Vielteilchensystems
I.f.: Korrelationsfunktion «+— Response-Funktion
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Mit ¢ = 2% = k2 Gky oder dPky = " ky ded?

Z p(nl)p(ms1)|<k1m51n1|W|k2mS2n2>‘2 5(En1 — En, + hw)

nin2
MsqMso

N d?o _( m )2k2L6
dQde  \27h2) k4 N

Spezialfall: Neutronenstreuung (ungeladene Teilchen)
~» Streuung nur an den Kernen
Reichweite Kernkrifte: R ~ 1072 cm = KR~ 107* < 1 = nur s-Wellen-Streuung

= WW kann durch effektives Pseudopotential dargestellt werden.

2 N
W(z) = 2mh E o 0(To — )
m
a=1

mit a,= Streuldnge der Kerne (Bornsche Néherung)
~» unabhéngig vom Spin mg, !

2

n2|62kxa ‘711) 5(En1 - Enz + hw)

Mz

2
1
éd mw—@fz

dQde ki N = =
Beachte
2h? )
<k1‘W‘k2> = 7TL3 /d3 _Zklxzaa X — X ) thax
m
27h?
- mlL3 Za’o‘ k)
Es ist
N 2
> aalnale™eln)| =" aaag(nle” ™ no)(nale™? n1) 6(Ep, — En, + hw)
a=1 a,B

Mittelung iiber Isotope mit verschiedener Streulénge.
Annahme: Position der Isotope statistisch unabhingig verteilt
=
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= Zerlegung des Streuquerschnitts in koh&renten und inkoh&renten Teil.

d*o
0de = Akoh Skoh(ka W) + Aink Sink (k7 UJ)
_o ko —_ 2k
Mgy = @25 A= (@@ 7))
koh @y Ak (a G)kl

Amplitude superponieren, Interferenz
"

1 - -
Seoh = Z Z p(na) (nile” " no) (na| e |n1) 6(En, — Ep, + hw)

af nin2

1 —ikx
Sink = N Z Z p(n1) [(n1le K a|n2>’2 6(En, — En, + hw)

a ning

Intensitdten superponieren, keine Interferenz

Skon beschreibt Korrelationen verschiedener Atome
Sink beschreibt Auto-Korrelationen

7.2 Korrelations- und Responsefunktionen

Hy Hamiltonoperator eines Vielteilchensystems, zeitunabhéngig.
Schrodingergleichung: ih % |, t)y = Ho |y, t)
Formale Losung:

[, 8) = ¢ U0 4, o)

=:U(t,w)
Heisenberg-Bild:
Zustand |vg) = |1, to) zeitunabhéngig,
Operator A(t) = o7 (t,to) AUo(t, to) zeitabhangig

<$A(t) — ;[HmA(t)])

Dichtematrix:
p = Z~le—BHo . Z = Spe PHo
pgk — Zg_kl e_/B(HO_:uN) ng —1 Sp e_B(HO_MN)
Mittelwert : (O) = Sp(p0O)
Korrelationsfunktion:
Cap(t,t) - = (A(t) B(t'))
—  Sp(peiHet/n Ae7iH0t/heiHot’/hBefiHot’/h)

—  Sp(peHelt=t)/h go=ia(t=1)/h )

= Cup(t—1t,0)= zeitl. Translationsinvarianz.
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Def.:
Gap(t): = (A(t) B(0)) } : 2 / iwt 12
~~ Fourier-Trafo : ipw)= [ dte™" Gii(t
Giplt): = (BO)AW) i) A
~ GiB(w) _ /dt eiwt Sp (peiHot/hAe—iHot/hB)
_ /dt it Z<n‘6_ﬂH0 eiHot/hA’,m> <m‘e—iHot/hB‘n>
n,m Z
1 , .
_ wt —BEy iEnt/h —iEmt/h
= /dte 7 ge e Bt/ (n| Alm) e (m|B]n)
1 _ it(En=Bm |,
= ZZ@ ﬁEn<n|A|m><mB|n>/dtef< o)
1 En - Em
= Gigw) = 7 Ze’ﬁEn (n|A|m)(m|B|n) 27 <h +w> (7.1)
1 E,—-FE
< _ - *,BEn n m
und  Gjip(w) 7 ;e (n|B|m){m|A|n) 2mé <h +w> (7.2)
= Gipw) = Gpalw)
Gipw) = Giplwe™ (7:3)
- = lz:efﬁE’"<m|B[n><n|Alm> 270 M—Fw (7.4)
= E, =E,+ (7.5)
z.B.
N
A=pp, B=p_, p,t) = Zé(r—ra(r)) Dichteoperator
a=1
1 . 1 L
px(r) = NG /dgr e ™ p(r,t) = Vit > el
a=1

Fourier-Trafo der Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion: (py (¢)p—_k (%))
Streutheorie = Kohérenter Streuquerschnitt

dt .V
Ston(ew) = [ 5 ¢ Bpl)

Wegen (7.3) also
Sion(k, —w) = €M Spn(—k,w)

= Skon(k,w) fiir spiegelinvariante Systeme
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= Anti-Stokes-Linien (Energieabgabe des Streuobjektes) um e =" schwicher als Stokes-
Linien (Energieaufnahme).

Fir T — 0 Sgon(k,w <0)—0
(System im GZ, kann keine Energie an das Streuteilchen abgeben).

7.3 Dynamische Suszeptibilitat

Betrachte Vielteilchensystem, auf das eine dufere Kraft F(t) einwirkt, die an den Ope-
rator B koppelt:

H=Hy+H'(t) ; H{)=- F() ‘B (7.6)

Fiir t < to: F(t) =0, System im Gleichgewicht.
Frage: Was ist die Antwort des Systems auf die Stérung (7.6)7

Mittelwert von A zur Zeit t:

A(t) = Splps(t)A) = Syp(U(t,to) ps(to) UT(t,10)A)
e
= Sp(ps(to) UT(t,t0) AU(t, to))

—BHy |
= S (6 7 U+(t,t0)AU(t,to)) = (U™ (t,to) AU(t, 1o)) = e~ H(=t0)/h

Da bei ty Gleichgewicht, ist pg(ty) = e #H0/Z.

U(t, to) lasst sich storungstheoretisch in WW-Darstellung berechnen.
Es ist ihd U(t, to) = HU(t, to).

Ansatz:

Ut to) = e Moty (g 1)

= mdi U'(t,tg) = eHolt=0)/h(_ gy HYU
t (®)
=H'(t

Also ih%U’(t,to) = Hi(t)U'(t, o)

H_/[(t) — e’iHo(t—to)/ﬁH/ e—’iHo(t—to)/h



118 KAPITEL 7. STREUUNG UND RESPONSE

“Wechseldarstellung von H”.

1
= U'(t,tg) =1+ . /dt’ Hi (YU (¥, o)

tl

L t
1 1
to

to to
t
. {ilhtf dt’ H}(t’)}
= e 0

mit 7= Zeitordnungsoperator (letzte Zeile wird im folgenden nicht gebraucht, daher
keine detaillierte Herleitung des zeitgeordneten Produkts).

Fiir die lineare Antwort brauchen wir nur die ersten beiden Terme in (7.7).

~ <A(t)> — <U,+(t,t0) 6+iH0(t—t0)/ﬁA G_iHO(t_tO)/hU/(t,t0)>0

t t
‘ . 1
- < 1— ,lh/dt/H}(t’) ¢iHo(t—to) /I g o—iHo(t—to)/h 1+.h/dt’H}(t/) >

7 )
to to 0

_ <€iH0(t*to)/hAe*iHo(f*to)/h>O

=5p (0 cittolt—to)/h 4 e=itlo(t—10)/1) =5p (<770 A)=(a)o

t
1
h/ [eiHo(t—t0)/h 4 o=iHo(t—10)/h HI(r) Do
——r
—eiHo(t—t") /R Fpr e*iHOU*t')/hsz(t/).F(t’)

Anfangszeitpunkt tg — —oo (u.U. F(t') erst spéter einschalten) =

AA() = (A®) — () = / dt' xap(t — ) F ()

mit xap(t=t) = 3O~ )AL BE)
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>
XAB Suszeptibilitdt oder lineare Response-Funktion, ©(x) = { (1) i 2 8

O(z) sorgt fir Kausalitét.

Fourier-Trafo der dynamischen Suszeptibilitét

[e.9]

xap(z) = /dteiZtXAB(t) 2z Komplex

—00
Betrachte langsam eingeschaltete Storung (e — 0,e > 0)
H' = —(BF,e™™" + BT} ™'

[e.o]

= AA() = / at’ (xap(t =) Fue™ 4 xape(t — ) Fy ") &
- 6:01

= xaB(Ww) Foe ™ 4 xapt (—w) e ™™
F,= Wirkung der periodischen Stérung auf A(A(t)) proportional zur Kraft.

Resonanzen in der Suszeptibilitat: Starke Reaktion auf die Kraft bei der entsprechen-
den Frequenz.

7.4 Dispersionsrelation

Kausalitdt = xap(t) =0 firt <0
= xaB(#) ist analytisch in der oberen Halbebene (wg. e

=  xaB(2) = ﬁfdz’xmgi(zl) (Cauchy)

2l—z

—Imzt ip Fourier-Trafo)

C
Figur fehlt!! « Integrationsweg in der oberen komplexen Halbebene trigt nichts bei,
wenn X 4p(2z') hinreichend schnell abfllt.

o0
1 xaB(z')
= = — do! 222277
Xap(2) 27 / R
— 0
— . . . dz’  xap(x')
= 1 —1 22 _XAB\R )
fir reelles Xap(x) zlgtl) XAB(® + i) elg(l) 2mi ' — x — i€
+00 r—e€ “+oo
i [ 8@ gy /d:”//dx/ f(xl)+1§£dz.f(z)
e—0 2mi o' — x — e e—0 27i 2w | ' —x 2 ) 27l z—x
—00 — 00 T+e
=f(z)

2mix’ —x 2

_ P/dx/ f($/> +1dx’f(x’)5(ﬂc—a:’)

d.h. formal:



120 KAPITEL 7. STREUUNG UND RESPONSE

1 1 .
,.:P(, >—|—m§(w’—x)

Xr — X

d.h.
de’ xap(2’) 1
xap(z) = P %ﬂ+§XAB(I)
/XAB
= xap(z) = /d
-
d.h.

Rexap(r) = Re { p/d yiIm xap(2’) + RGXAB(ZB')}

' —x
T -z
sieche Ubung =
1 1 !
Reyap(w) — p/dwfﬂ"wgzww
s w' —w
1
Imyap(w) = _p/dw/ReXAB()
i w' —w

mit dem Cauchyschen Hauptwert

’ Tr—e€ o ’
P/d:v' &) iy /dx’—i—/dx’ /(@)
' —x  e=0 ' —x
— 00 x+e

7.5 Spektraldarstellung

Def.: Dissipative Antwort X” (t) = 5= ([A(t), B(0)]),
Fourier-Trafo: x/jp f det i 5(t).
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+oo . .
Wegen O(t) = lime_g [ g—‘;eﬂ‘“tﬁ folgt
— 0o
“+o0
) = [ dretem2inis (7.8)
— 00
1 +oo X// (’LU/)
= = / dw' —AB (7.9)
T w —w — 1€
—00
1 X/l (w/) )
= 2P [ du ZAB L 440 7.10
P [ X8 i) (7.10)

:ZXTAB(W)

d.h. xap(w) = XapWw) + ixapW)
Zerlegung nach Real- und Imaginérteil, wenn )} 5(w) reell.

7.6 Fluktuations-Dissipationstheorem

1
o LAWMB() — (BO)A(#)}

1
folgt xip(w) = %{GEB(“})_ Giglw) }
——

:GiB (w) e=Phw

Wg. Xap(t) =

also

1 _
Xip(@) = 57 Gip(@)(1 — )

das sog. FDT (Fluktuations-Dissipations-Theorem)

bzw. mit (7.9)

(@)1 = =)

w —w — i€

+o0o
1 / GEB
XaB(w) = o dw (7.11)

Klassischer Grenzfall: fhiw < 1 (« Frequenz- und Temperaturbereich)

_ Bw

9 GiB(W)

= Xap(Ww)
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d.h.
XAB B/GAB /BGAB(t_O)

wobel xap(w = 0)= statische Suszeptibilitit und G5 5(¢t = 0)= Gleichzeitige Korrelati-
onsfunktion von A und B.

Der Name FDT liegt nahe, da G4p(w) ein Maf fiir Korrelationen von Fluktuationen von
A und B ist und x’} 5 die Dissipation (% x x) beschreibt.

Ad (%% *): Betrachte eine Stérung der Form H' = O(t)(ATFe~ ™! 4 AF*e™!), wobei
F eine c¢-Zahl. Goldene Regel fiir die Ubergangsrate pro Zeiteinheit vom Zustand n in
den Zustand m:

2
Lo = S {3 = Bu = 1) [(ml A Fln) 2 + 8(Ey = By + ) (ml AF*|n)

= Leistung der duferen Kraft (= pro Zeiteinheit absorbierte Energie)

o—BEn
W = Z?FnHm(Em—En)
27 —BE, + 2 Em__E"
= - ;e (n|Alm)(m|AT|n)|F|76(Em — En — hw) - 3
Ep — Ey

+ > e PEn (n] AT [m) (m] An) | F|? 6 (Em — B + hw) -
n,m S——

= w{G W) —Ghi W)} IFI? = wxjas + () - |FP

Bsp. Harmonischer Kristall

Annahme: Bravais-Gitter mit einem Atom pro EZ (Elementarzelle), 77
Gleichgewichtslage der Gitterpunkte:

Ng: Ay
an = | Ny ay
Ny Ay

mit ngy.=1,...,Ngyy . und N - Ny - N..

Indizierung der Atome bzw. Gitterplatze

Auslenkung des Atoms n aus Gleichgewichtslage:



7.6. FLUKTUATIONS-DISSIPATIONSTHEOREM 123

Hn = Xn —Aan

Hamiltonian in elastischer Approximation: (Entwicklung der pot. Energie um Gleichge-
wichtslage)

2

2 p N N . .

H = § Z"" E fin D n/fly - mit  pn =V,
n

n,n’

Diagonalisiere die quadratische Form der elastischen Energie durch Einfiihrung von Nor-
malkoordinate Q.

~

1
= e
i = = kZ;

wobei k die Wellenzahl und e(k, \) der Polarisationsvektor mit A = 1,2,3 ist und k; =

n; J\?Z‘;z mit periodischen Randbedingungen.

lod

ean ¢k, \) Qun (7.12)

. A2
==Y 580+ i
kA kA

Def.: Erzeuger und Vernichter wie beim harmonischen Oszillator

~

Qx, )

+
g () (7.13)

)

1

H= Z )\Wk,)\a;AakA + 5)
k,\

Dynamische Suszeptibilitdt der Auslenkungen

Xm =) = O (uh (1), ul, (0)) (7.14)
b, x"On 1) = o (6), il (0)]) (7.15)

dh. x¥(n—n',t) = 2i¥"Y(n —n’,t). N.b.: n — n’ statt n,n’ wegen rdumlicher Transla-
tionsinvarianz.
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7.7 Phasenkorrelationsfunktion

Def.: DV (n —n',t) = (uj,(t) uf,(0))
Einsetzen von (7.13) in (7.12), und dies (@ ausgedriickt in a,a™) in (7.15):

- 1 1 ) . . ‘
Iy o/ )= — —— ikan+ik'a,; i k. \) & k/)\’
X (n n, ) 2h NM : e 6( , )6 ( )
k -\
A
X\/W< A +ag ), (G o)
mit ak)\(t) = gkl A

[n.b. fiir H = hwata ist a(t) = etiwtatag—ivtaTa 41q,

(nla(t)|m) = "0 (n]alm) = e~ (n]a|m) ]
——

zdn,m—l

ist
[axc (1), g 5 (1), arr 2 (0)]
= [af A (); aw x(0)] + [ax (1), a1 (0)]
= —eiiwk‘)‘t(skk/ 6§7>\' + eiwk,)\t(;kk/ 55,)\/
= X/lij(n _ 6 an an/) 7 k )\) (k, )\) 1 (e_iWk’)\t _ eika)
K\ — Wk X\
’ —ei(—k,\)
im Bravais-Gitter sind Polarisationsvektoren reell
. - . i(kN) el (k. A
s 113 (n — n/,t) — 2]\/';\4 kZ; eik(an—ay) € w;)(\ ) sin(wi xt)

Es ist X//ij(n—n’,t) — 9 @(t) X//n—n’,t) — 9 @(t) X//ij(n—n’,t)’

y 1 oo € (kN (kN
~s " (mn—-n'it) = —— etk(an—a,) 2 720 E A in(wiat) Ot
X" ) N7 g; oer (wieat) O(t)
1 € (k, Al (k, \) r
bzw. "ij n/,t _ (an—a,) € & AVETE A) /dt ™t gin wik At
X" (n ) = w1 ; oo (wiat)
0
:hmE"O %{ w+wk1’>\+ie - w—wkly)\-ﬂ—ie }
n.b.
T 17 1
1 e 1 1
/dt et — lim = [ dte®te~ = lim —— = lim —
7 e—0 4 e—0 1 1w —¢€et =0 1w+ et
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raumliche Fourier-Trafo:

X(qw) = > e (n,w)

n

_ 1 Z Z o—ian(k—q) eikA) _ i(kA) 1 B 1
2N M S Wk A Wt wiy i€ w—wg) Tt e

:Nék,)\
_ 1 5 ¢'(a, Nl (a,A) 1 1
 9NM ~ Wi A wHwk i€ w—wgy+ie

Fiir die Zerlegung

folgt
g ctkA) _ ci(kA) 1 1
'”n—n’,w - - ezkana/ X{P()()}
X ) Mkz; Wi\ W + Wk \ W — Wk
. 1 A ctkA) _ i(kA)
Mmoo _ tk(an—ay) _ _
X (n—n',w) 2NM§€ o X T{d(w — wkr) — 0(w + wkn) }
bzw.
y 1 e(aq, \) e (q, \) 1 1
11 — ) ) P —
X (q’ w) 2N M 3 Wk, \ % w + wi \ W — Wk \
y 1 €' (a, \)é/ (a, M)
15 _ ) ) _ _
X" (q,w) INM 2 o x m{d(w —wkr) = §(w + wi) }

Phonon-Korrelationsfunktion kann man entweder direkt berechnen oder mittels FDT aus
X-
DY(n—n',w) = 2h ﬂ X" (n—n',w)
) Bw _ ] )
= 2h(1+nW)X"Y(n —n',w)
TN ilk(an—ag) €(q, N (q,\)
NM Y Wi\
{1+ nkr)0(w —win) — N ad(w + wi )}

bzw.



126 KAPITEL 7. STREUUNG UND RESPONSE

DY(quw) = 2h(1+n(w)) X" (q,w)
A — €(q,\)e (g, \)

- N M o {1+ nga)d(w —wan) = naad(@ +wen)}
A q,

Def.:ng ) = <aq+)\aq7>\> = qu_l mittlere thermische Besetzungszahl fiir Phononen g, A.

Die Phonon-Resonanzen in D% (q,w) sind scharfe, é-artige Spitzen fiir ein ¢ an den
Stellen +wy .

Entwicklung der Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion (« Neutronenstreuquerschnitt)
enthilt Phononen-Korrelationsfunktion D% .
~» Anregungen des Vielteilchensystems (hier Phononen) dufsern sich als Resonanzen im
Streuquerschnitt.

WW der Phononen miteinander und mit anderen Anregungen im System (z.B. Elek-
tronen im Metall)
— Dampfung der Phononen
= Ersetzung von € durch endliche Dampfungskonst. (g, \)
= Phononenresonanzen bekommen endl. Breite.
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