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Intro

Im Rahmen der klassischen Physik haben wir es stets mit deterministischen
Bewegungsgleichungen zu tun, da wir dort Aussagen iiber eine kleine Anzahl
an Teilchen oder Untersystemen treffen. Ist deren Zahl hingegen sehr grof3
(N ~ 10%%), so bedient man sich statistischer oder wahrscheinlichkeitstheo-
retischer Konzepte.

Statistische Physik: Statistische Mechanik der | Gleichgewichtszusténde |.

Mikrozusténde vs. Makrozustand

Mikrozusténde: beschrieben durch Ort und Impuls aller Teilchen
Makrozustéande: beschrieben durch Wahrscheinlichkeitsverteilung, Tempera-
tur, Volumen, Druck .. ..

[+ Quantenmechanik = Quantenstatistik, immer noch Gleichgewicht]

‘ Zeitabhéngige Phidnomene: Nicht-Gleichgewicht

z.B. bei Energie-Zufuhr:

e Atmosphire - Ozon
e Leben

e Stromung

e Verformung / Bruch

Wiederum: grofle Anzahl von Freiheitsgraden = statistische Konzepte

relevante Freiheitsgrade + Hintergrundrauschen = |stochastische Prozesse




Kapitel 1

Zufallsvariablen

Wahrscheinlichkeitstheorie — Mafitheorie — Mathematik
Intuitive Vorstellung — klassisch (Laplace)

Axiomatische Methode: (Kolmogorov 1933)
Betrachte Menge S (“experimentelle Resultate” )

ACS & A“Ereignis”
weS & {w} “Elementar-Ereignis”

Ereignis A(C 9) ist eingetroffen < wir beobachten bei einmaliger Ausfiithrung
des Experiments ein Element w € A
Jedem Ereignis A(C S) wird nun eine Wahrscheinlichkeit P(A) € R zuge-
ordnet. Drei Axiome
I) P(A)>0
1) P(S)=1
IIT) A;,i=1,2,... disjunkte Teilmengen von S(A; N A; = O fiiri # j)

i i
[o-Korper (o-Algebra, Borel-Korper) der Ereignisse: System F' von Mengen
mit

A BeF = ANnBekF
AUBeF
AcF

Vereinigung von abzihlbar vielen Mengen aus F']



Wahrscheinlichkeitsraum:

i) Menge S aller interessierenden experimentellen Resultate
ii) o-Korper der Ereignisse, ein System von Untermengen von S
iii) die den Ereignissen zugeordneten Wahrscheinlichkeiten

Beispiel: S sei eine endliche oder abzihlbar unendliche Menge wie {1,2,...,}
Betrachte z.B. o-Korper, der aus allen {w;} erzeugt wird;

P({wi}) = P;
definiert dann die Wahrscheinlichkeit.

z.B. Wiirfel, w; = i Augenzahl (i =1,2,...,6) P{w;}) = %
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis {1,5} ist P({1}) + P({5}) = 1.

Beispiel: S sei die Menge der Punkte der reellen Achse. Ereignisse: alle
Intervalle [z1, z2] und abzéhlbare Vereinigungen, Schnitte. p(z) sei Funktion

+o00
mit [ dep(z) =1, p(z) >0

—0o0

+A

P({z < \}) = / dz p(z)

— 00

= P([z1,22]) = 72d:cp(:c) , P({z}) = 0 wenn p(x) beschrinkt

Fiir dz hinreichend klein: p(x)dz ist die Wahrscheinlichkeit fiir [z, z + dx]
Def. Zufallsvariablen:

X:S—>R wr—uza, (1.1)

“Zufallsvariable” ( Zuordnung von reellen Zahlen zu Ereignissen) mit VA :
Ay = {w|X (w) < A} ist ein Ereignis.

P{w|X(w) = o0}) = 0 = P({w|X(w) = —o0}) (1.2)

Im obigen Beispiel sind die Ereignisse schon reelle Zahlen, also w = z und X
die Identitét: X (x) = x, Ay = {z|z < A} ist ein Ereignis mit Wahrschein-
lichkeit P({x < A}).

Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X: Px(\) = P(A)) = Wahr-
scheinlichkeit, dass bei Realisierung eines Elementes w € S gilt X (w) < A.
In obigem Beispiel: Px(A) = P({z < \})

Fiir die Praxis:

Zufallsvariable oder stochastische Variable charakerisiert durch
a) Menge aller moglichen Werte

b) Wahrscheinlichkeitsverteilung Px ()



Ist die Menge in a) das reelle Intervall [a, b], so ist
A
Py = [ dep(o)
a

b
mit p(z) >0, [dzp(z) =1
a
p(z) ist die Wahrscheinlichkeitsdichte.
Ist die Menge in b) diskret: P; = P(x;) Wahrscheinlichkeit fiir Wert z;.

P(x) =Y Pd(x—x),» P=1
i i
Wichtige Wahrscheinlichkeitsdichten und -verteilungen

a) Konstante Dichtefunktion (Gleichverteilung, uniforme Verteilung)
im Intervall I = [a, b]

) PX)

1
b—a

b) Gauf3- oder Normalverteilung

p(x)

=10
0.08 W

0. 06
0=5

0.04

0. 02

Pt 0% ) = — e~ (50207 (1.3)

):\/ﬂa



I = [—00, +)]

Fourier-Transformation:
“+00

G(k) = / du €™ p(u, 0% ) = e~ 27 ik (1.4)
—0o0
n-dimensionaler Zufallsvektor X = (z1,...,2,) € [a1,b1]X...X[an, by] ~
mehrdimensionale (“multivariate”) Dichtefunktion,
pn(x1,. .., 2pn)dxy - . .. - dx,, = Wahrscheinlichkeit fiir z; € [x;, s; + dx;]
Marginale Verteilung fir x1,...,2xs,s <n:

Py(zq,...25) = /Pn(xl, ooy @) dTsy1, ... doy, (1.5)
Bedingte Wahrscheinlichkeit von x1, . .., zs fir 541, ..., 2, fest (Bayes’
Regel):

P, (z1,...,2)
Py J(x1,.. ., e Tn) = 1.6
sln s(T1 Ts|Ts 41 Ty) Pros(Tsi1s- - ram) (1.6)
(x1,...,zs) und (zs41,...,Ty,) sind statistisch unabhingig.
< P,(z1,...,2n) = Ps(x1,...,25)  Po_s(Tsy1,...,2Tn) (1.7)

Multivariate Normalverteilung

P(p, Ayz) = o xp{—(z — w)TA Nz — )} (1.8)
== [det A]1/2 2
G(k) = explink — 3 KT AR) (L9)
Beispiele fiir diskrete Verteilungen:
Binomialverteilung;:
B(n,p; k) = (Z)pk(l —p)" R (k=0,1,...,n) (1.10)

(z.B. n-maliges Miinzenwerfen, p = %, B = Wabhrscheinlichkeit fiir k
mal Kopf)

Poisson-Verteilung:

p(\; k) = ge—A (k=0,1,2,...) (1.11)

Néherung fiir Binomialverteilung fiir p sehr klein, A = pn fest.



Mittelwerte

a) n-tes Moment

M:mw:/mwmw (1.12)
I

oder Erwartungswert E(X")
1.-tes Moment = Mittelwert: (X) = E(z) = [dzzp(z)
I

1
(z.B. fiir Gleichverteilung (X) = [dxzp(z) = 1)
0

b) Varianz oder mittlere quadratische Abweichung (vom Mittelwert)

o2 = Var(X) = (X —m)?) = (X?*) —pi = po — 7~ (1.13)

Oft:
Var(X) = ((X?); 0 = /Var(X), (1.14)
wobei 0 Standardabweichung
c) Schiefe
X _ 3
s:<< ’““) ) (1.15)
o

~» Asymmetrie

d) Mittlere Abweichung

d= (X ) = [ do|X - lp(o) (1.16)
I

e) Wahrscheinlichster Wert
tmax ist der Wert z, fiir den p(x) maximal ist.

f) Median
p ist der Wert « fiir den

/mdzvp(:c) - /bd:n p(z) = % (1.17)

T
a-Quantil z, : [ dzp(z) =«
a



g)

Charakteristische Funktion G(k)

G(k) = (e*®) /da: ek p(x) (1.18)
1

= Fourier-Transformation von p(x).
Falls alle Momente existieren:

o0 n
¢ n n
G(k) = Z% R (XT) (1.19)
Kennt man G(k) ergeben sich die Momente durch Ableiten
d"G(k) 1
= —(X" 1.20
2 = Sxmy (1.20)

(~ daher auch Momenten-generierende Funktion genannt)

Entwicklung von In G(k) nach k

o] .
k, n
-y (k)" e (1.21)
n!
n=1
ergibt die Kumulanten:
Ki = m
Ky = pg—pi=o0"
K3 = p3—3puaps + 243
Ky = pg—A4pspy — 3p3 + 120003 — 641

(GauBverteilung: In G(k) = —10%k? + ipk ! Alle Kumulanten bis auf
1. und 2. verschwinden)

Erzeugende Funktion
Falls X nur ganzzahlige Werte annimmt, definiere statt der charakte-
ristischen Funktion G(k) = (e

Z P28 = (2% fiir alle komplexen z mit |z| < 1

(1.22)

z.B. fiir Binomialverteilung

- n n— n
FO =3 ()t a-prt=a-pear  02)
k=0
Die Momente ergeben sich wieder durch Ableiten
d

p = F(2)]=0 (1.24)
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Addition von stochastischen Variablen

Seien X7, X9 zwei unabhéngige stochastische Variablen mit Wahrscheinlich-

keitsdichten px, (1), px, (z2).
Verteilung der Summe Y = X; + X

py (y)dy = / dripx, (21) Px, (y — w1)dy (1.25)
I
py (y) ist Faltung.
= charakteristische Funktion
Gy (k) = Gx, () - Gy (R) (1.26)
wobei Gy (k) = exp(ikK) — 3k*K) +...) und
Gx, (k) - Gx, (k) = exp(ik(K{" + K3?) — 3k (K3" + K5 2) +...)
= (Y) = (X1)+(Xy) 1.27)
Var(Y) = Var(X;)+ Var(X3) 1.28)
Analog fiir N Zufallsvariablen und alle Kumulanten fiir Y = X1 +... + Xy
N
Kn(Y) =) Kn(X;)n=1,2, (1.29)
i=1
Es folgt der auflerordentlich wichtige zentrale Grenzwertsatz
Seien X;,7=1,..., N unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Kl(X,L) = <X;>=0
Ky(X;) = Var(X;) = o? firi=1,...,N
Fiir
Z= (X 4.+ Xy) (1.30)
\/N 1 R N .
ergibt sich
Ki(Z) = 0
N
_ _ 2
K>(2) = + ;KQ(Xz) =
Kn(Z) = O(N'"%)
= A}im K,(Z) = 0 furn>3



Weiter gilt: Gx (k) = [ dx e px(z) =1 — $0%k? + O(k?). Damit folgt aus
Z = LN(Xl + ...+ 2zy) und (1.26), dass:

k
Gz(k) = {Gx(—=)}"
1 02k? K N
= =5y OGR!
o’k?
—  exp(— 5 )
Also gilt:
Py(z) = = exp(— £z)
Beispiel:
Zufallszahlengenerator im Computer, X € [0, 1] gleichverteilt:
1 ; 1
~ (x) = 3 Var (X) = /x2 dr — (x)? = 3 (1.31)
0

Dann ist 2’ = (z—3)Vv/120 eine Zufallsvariable mit Mittelwert 0 und Varianz
o2, die gleichverteilt ist in [—1/120, +31/12 0]

Produziere N solcher Zahlen und bilde

Z = \/LN(XH..JLX]’V) (1.32)

= Z niherungsweise GaufBsche Zufallsvariable mit Varianz o2 und Mittel-
wert 0 (z.B. N =12)

Betrachte N Kopien einer Zufallsvariablen X; bilde
1
N

(Mittelwerte von N Realisierungen von X)

Z=—=X14+...+Xn) (1.33)

N
= Kn(Z)=N"") Ku(X;) = N Ky () (1.34)
=1
d.h.
Ki(2) = (2) = (X)
Ka(Z) = Var(Z) — %Var(X) (1.35)
K.(Z) = O(N7?) firn > 2 (1.36)
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Erzeugung von Zufallszahlen (auf dem Computer)
Pseudo-Zufallszahlen (Knuth, Presso et al.)

Lineare Kongruenzmethode: 7,11 = (ar, + b) mod m (geschickt gew#hlte
Parameter), Startwert ro (“seed”)

— Folge von ganzen Zahlen aus [0, m] ~ Division durch m

Wiederholung nach m Zahlen

RANZ2: (m,a,b) = (714025, 1366, 150889) und Tabelle mit 97 Zahlen, daraus
“zufillig” eine Zahl.

Andere Verteilungen:
Koordinatentransformation: x — y(x), p(z) vorgegeben

- dx
= i(y) = plev) | 5 (137)
Yy
transformierte Dichte
Sei
1 z€]|0,1]
p(z) = (1.38)
0 sonst
Y
dx N ~ P~
= 5= ily) = aly) = Pl) = [ ay'is) (1.39)

Yo

KO-Transformation y(z) erzeugt dann aus gleichverteiltem x Zufallszahlen
y mit Verteilung p(y)

Y =Y(X)=PLY) (1.40)
Beispiel:

a)

ey —L(i—a) (1.43)



d.h. produziert man in [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen = und bildet
y gemaB (1.43) oder einfach

1
y=—Inz (1.44)
w

so ist ¢ eine Realisierung einer exponentiell verteilten Zufallsvariablen Y.

y = tan(nz) = ply) = ~——

TTr g Lorentz-Verteilung (1.45)

wobei z gleichverteilt in [0, 1]

¢) Analog in hoheren Dimensionen

i a($1,--.,$n) —
=|— 1.46
o) =[G o) (1.46)
zB.n=2
o 12442
y1 = v/ —2Ilnxz; cos(2mxs) oder ry = 61 2 (1)
Y2
y2 = +/—2Inz sin(27wzy) T2 = 5o arctan "
dann
8($1,CL‘2) 1 7& 1 7@
g e 2 . [ 2 147
‘ (1, v2) V2T \V2m ( )

d.h. y; und ys sind beide (unabhingig) GauB-verteilt.

Ubungsaufgaben

1.)a) Werfe n mal eine Miinze. Zeige, dass die Wahrscheinlichkeiten dafiir,
dass exakt k-mal “Kopf” P, = 27" (Z) ist, wenn “Kopf” 1 EUR gewinnt
und “Zahl” 1 EUR verliert. Was ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir
den totalen Gewinn?

b) Was ist die Wahrscheinlichkeit fiir 6 Richtige im Lotto (6 aus 49)7

2.)a) Berechne die Momente der Gleichverteilung

+  fiir|lz| <a
P(x)=4 > .
0 fir|z| >a
b) Berechne die Momente der Gau3-Verteilung P(z) = LQW e~ v"/2
¢) Betrachte die Cauchy-Verteilung P(z) = %m , T € [—00,+00]?7?

Ist sie normiert? Was ist mit den Momenten?

14



3.)a) Berechne die charakteristische Funktion der Gleichverteilung und leite
daraus die Momente ab.

b) Was ist die allgemeinste Verteilung mit der Eigenschaft, dass alle Kumu-
lanten von hoherer als 2. Ordnung verschwinden?

c¢) Finde die Kumulanten der Poisson-Verteilung P,, = %L e ?

4.) a) Beweise und interpretiere die Normierung der bed. Wahrscheinlich-
keit Pyjp—s(T1; .-+, Ts|Ts11, ..., 7n). Welche Form hat letztere im Falle un-
abhéngiger Variablen?

b) Berechne die Momente < z"y™ > und Kumulanten << z"y™ >> (aus

G(ki,k2) = > (l’;—z,)ﬂw < a2™y™ > und In G(k1,ke)) der bivariaten

m!

Gaufiverteilung P(x,y) = const. o~ 3 (a2’ +2bxy-+ey?)

Zufallsereignisse
Beispiele:
e Knacken im Geiger-Zihler
e Ankunft von Elektronen an der Anode einer Vakuum-Rohre

e Ankunft von Kunden am Schalter
Auch:
e Eigenwerte einer hermetischen Zufallsmatrix auf der reellen Achse

e Energien von kosmischen Strahlen

Def. Zufillige Menge von Punkten, Ereignissen oder Punkt-Prozessen

a) Zustandsraum:
i) s€{0,1,2,...}
) Vs:—oco<m<m<...<Ts<+o00,TER
(& groBkanonisches Ensemble)

b) Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Zustiande: Q4(71, 72, ..., Ts), mit
+o0 +o0 o]
Qo + /dTQl(T>+ /dﬁ/dTgQg(ﬁ,Tg)—l—...:l (1.48)

Bequemer: Beschrinkung a) ii) aufheben, d.h. V7, € R, aber mit Qs sym-
metrisiert in den Variablen

+oo
=1
MQO—FZE/dTl...deQ(Tl...Ts):l (1.49)
s=1 '700

15



Mittelwerte: definiert fiir Funktionen {Ag, A1(71), Aa(71,72),...} im Zu-
standsraum

/\f><A>:AOQO+Z%/dT1--'deA(T]_--'TS)QS(T]-"'TS) (150)
s=1 "~

Beispiel: Anzahl N von Punkten im Intervall [t,, t3)

x(t) = L t€lta to] )
0 sonst
~ (V) = (D x(m)
;_11 +oo .
— Z;/dT1...deQs(T1...TS)ZX(TJ)
s=1 '—oo ot
[ee) 1 +0o0 +oo
= Zm/dﬂx(ﬁ) /dTQ...dTSQS(Tl...TQ)

s=1

. ) ty +oo
— Zm/drl /dTQ...dTSQs(Tl‘-'TS) (1'52)

s=1 ¢

Poisson-Verteilung
Die Zufalls-Ereignisse heiflen unabhéngig, wenn alle () faktorisieren in der
Form

Qs(t1...75) = e Yq(r1)q(r2) ... q(75) , Qo =€ (1.53)
Normierung:
+oo
V1 iq(r) >0, / drq(t)=v (1.54)

Fiir die mittlere Anzahl von Punkten im Intervall [t,,t] ergibt (1.52) :

(= .
(N) = e ;(8_1)!!dnq<n>-u :
ty
= /qu(T) (1.55)

16



analog (N)? = (N)? + (N)
Man kann sogar die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung von N ausrech-
nen. Dabei ist die charakteristische Funktion gegeben durch:

(€)= (expik Y x(o))

o=1

+00 $

—v 1 7 T
= e Zg /dTekX( )g(7)

— OO

— €_<N> i <N>N eikN (156)

D Pye*N (1.57)

Py = () e~ N (1.58)

Wahrscheinlichkeit, dass exakt N der unabhéngigen Zufalls-Punkte in das
gegebene Intervall fallen! Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung beschreibt ganz allgemein die Verteilung unabhéngi-
ger Ereignisse in einer beschrinkten Region - wie Regentropfen, die einen
bestimmten Ziegel treffen.

e 1 Parameter (Mittelwert < N >)
e unabhingige Ereignisse

Def. Shot-Noise

q(t) = p = const. fir 7 € [-T,T], p = v/2T. Im Limes T" — oo,v — o0
mit p fest, ergibt sich eine stationire Verteilung von Punkten - genannt
Shot-Noise.
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Kapitel 2

Stochastische Prozesse

Stochastische Variable X — definiert beliebige andere stochastische Varia-

blen z.B. Y = f(X), oder mit zusétzlicher Variable:

Yx(t) = f(X,1)

(2.1)

Y (t) ist “Zufalls-Funktion”, meistens entspricht ¢ der Zeit: ’stochastischer Prozess ‘

Einsetzen eines moglichen Wertes x fiir X ergibt
Y. (t) = f(z,1)

“Sample-Funktion” oder “Realisierung des Prozesses”

Mittelwerte

(1) = / Y,(t) Py () da

Allgemeiner: n Zeiten ti,to,...,t, — n-tes Moment
(Y(t1)Y (t2)...Y(tn)) = /Ym(tl)Yx(tg) Yo (ty) Px(x) dx
Autokorrelationsfunktion

K(ti,t2) = ((Y(t1)Y (t2))) = (Y(t1)Y (t2)) — (Y (t1))(Y (2))

fiir t; = to — zeitabhingige Varianz ((Y (¢)?)) = o%(t)

18
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Stationaritit

Yt +7)Y(ta+7) ... Yty +7)) = (Y)Y (t2)...Y(ta))  (26)

Meistens K (t1,t2) ~ 0 fiir t; — ty > 7., wobei 7. Autokorrelationszeit
Mehrere Komponenten: Y (t) = (Y1 (t),...,Yx(t))

Korrelationsmatrix K;;(t1,t2) = ((Yi(t1)Y;(t2)))
(i = j : Autokorrelation, i # j: Cross-Korrelation)
fiir Mittelwert 0 und stationér: K;;(7) = (Y;(0)Y;(7)) = Kji(—71)

Beispiel

a) Sei 0(t) Funktion von ¢, X eine Zufallsvariable.
Y (t) = 6(t) X ist stochastischer Prozess.
b) Seien 71, 7T2,... unabhéngige, stationéire “Random Dots” (d.h. Shot-
Noise) mit ¢(7) = p.
S
Y(t)= > ¥(t—7,) “Campbell’s Prozess”
o=1

+o0
(Y)=p | ¥(r)dr,

—00

K(t) = p jfo\p(f) U(t + 7)dr,

W) =p J (@)

Bemerkungen

a) Warum kommen stochastische Prozesse in die Physik ?
(Mikro — Makro, nicht “Unkenntnis”, sondern “scheinbare Irrelevanz”
von mikroskopischen Details.)

b) Wie kommen stochastische Prozesse in die Physik?
(Mittelung iiber Anfangsbedingungen, Ensemble, Zeitmittelwert und
Ensemblemittel.)

¢) Zeitentwicklung? (Liouville-Gleichung)
= “Stoflzahl-Ansatz”, “Molekulares Chaos”, “Random Phase Approx”.
= Makroskopische Gleichung fiir Mittelwert und Fluktuationen
(Reversibilitit < Irreversibilitéit)

d) Quantenmechanik

19



Fourier-Transformation eines stochastischen Prozesses

Y (t) ist ein reeller, einkomponentiger Prozess, t € [0, T

> . nm
Y. (t) = HEZI Ay 2 sin (?t) (2.7)
A =2 [ (TQ Y, (¢) dt (2.8)
n,r — T 0 T x .

Parseval’sche Gleichung:
1 .
32 A= [ Vatwra (2.9)
n=1 0

Ubergang von Koeffizienten Ay, — zur stochastischen Variable A,,

T
(A,) = % / sin <%t> (Y (t))dt (2.10)
0
(2.9) =
o T
322 =5 [y (211)
n=1 0

Angenommen Y (¢) ist stationdr mit Mittelwert 0 und endlicher Autokorre-
lationszeit 7.:

[e.9]

D

n=1

(42) = (¥?) (2.12)

N =

Wie verteilt sich das totale Quadrat der Fluktuation auf die einzelnen Fre-
quenzen (Moden)? S(w): Spektral-Dichte

Swaw= Y %(Af) (2.13)

w<mn/T<w+Aw

T grofl ~ Aw klein, und viele n fallen in Aw.

20



Wiener-Khinchin Theorem

o0
2
S(w) = 2 / cos(wr) K (r) dt (2.14)
77
0
Beweis
A T T )
. mnt . 7nt
<A2> = ﬁ/dt/dt' sin —-- sin — Y)Y (1))
0 0
A T T—t
t t
= = smﬂdt/ Sinwn( +7) K(r) dr
T N
0 —t ~ 0 fiir r>7¢
J'rfoosin —WM;JH—) dr
4 T +o00
t
= T 2%aﬁf/ COSLK(T)dT
0 —00
4 [t b
. ™ ™m . TNT
—i-ﬁ/smTcosTdt/smTK(T)
0 —00
ar [
= 723 / COSWTEK(T) dr (2.15)

+oo

| cos(wt) K(7)dr
Wenn K (1) hinreichend glatt und wegen (7'/7)Aw Terme im Intervall Aw
gilt:
4 T

T 1
S(w)A(w) = ;Aw A /Cos(wT) K(r)dr (2.16)
Beispiele:

a) Spektraldichte fiir Campbell’s Prozess: S(w) = 2v|¥(w)|? (¥ Fourier-
transformierte von W(t))
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b) Response eines kritisch geddmpften Galvanometers auf einen Streu-
Puls zur Zeit t = 0 ist 0(t) = cte™ 7. Was ist die Spektraldichte eines
stationdren Stroms unabhéngiger Zufalls-Pulse.

¢) Kathode emittiert Elektronen zu unabhéngigen Zufalls-Zeiten.

Spektraldichte der Strom-Fluktuationen: Sy(f) = 2¢e(I) (f = %)

Die Hierarchie der Verteilungs-Funktionen

Gegeben sei ein stochastischer Prozess Yx ().
Wahrscheinlichkeitsdichte dass Yx (t) den Wert y z.Zt. ¢ annimmt

(20) = [ 6y = Yx(®)px(a) do (2.17)
Analog (y; bei t1, yo2 bei ta, ...,y bei ty,)
ylutlay27t27"',yn7tn) - (218)
/ 51 — Yalh)) 6y — Yalta)) - 0y — Ya(tn)) pe(x) da

= definiert unendliche Hierarchie von Wahrscheinlichkeitsdichten p,,.
Mittelwert:

(Y (t)Y () ... Y (tn)) = (2.19)

/3/13/2~--ynpn(y17t1§y2;t2§ 3 Yny tn) dyrdys .. dyy

Konsistenz-Bedingungen fiir Hierarchie
ip,>0
ii py, ist invarinat unter Vertauschung zweier Paare (z,,t,) und (z;,t;)
i (Y, ts v, tos .5 Ynstn) dYn = D1 (Y1, t1s Y2, t2; - i Yn—1,tn—1)

iv [pi(y1,t1) =1

Kolmogorov: Jeder Satz von Funktionen p,, mit (i)-(iv) definiert eindeutig
einen stochastischen Prozess Y (t).

Konditionierte Wahrscheinlichkeit

pi1(ye2, t2|y1,t1) ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Y, den Wert yz zur
Zeit to anzunehmen, vorausgesetzt, dass zur Zeit t; sein Wert y; gewesen ist
(d.h. man bestrachtet Sub-Ensemble): [ dy pyj1(y2, ta|y1,t1) = 1.
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Allgemeiner: Fixiere die Werte von Y zu k verschiedenen Zeiten tq, ..., tg,
frage dann nach Wahrscheinlichkeit zu [ anderen Zeiten tgy1, ..., tg4:

Pk Wkt 15 tra 15 -+ -5 Ukt Lo [Y1, 15 -+ Yk ) = (2.20)
Pt (Y1 t15 5 Yk Ty Ykt 1 Tl 15 - - -3 Uhot s Eltl)
pk‘(ylvtl; .. ayk‘vtk‘)

Charakteristisches Funktional

Sei Y'(t) ein stochastischer Prozess und k(t) Raum von Testfunktionen

GIk] = (exp {Z / h dtk(t)Y(t)}> (2.21)

—00
ym

== %/ dty .. dtm k(t1) - E(tn)(Y(t1) - o Y ()
m=0 ’

~» Berechnung der Momente durch Funktional-Ableitung. Analog;:

Gk =Y ::'/ dty . dby k(t) - k) (Y (t) - Y ()
m=1

Ein Prozess ist genau dann station&r, wenn:

Po(yi,t1 +T5y2,ta + 750 5 Uny by +7) = Po(y1, t15 92, t25 -3 Yns tn)
FEin Prozess ist Gauflisch:

& alle P, sind multivariate Gauss-Verteilungen

& Gkl =exp{i [ dti k(t)(Y(t1)) — 3 [ [dtrdts k(t1)k(t2) (Y (t1)Y (2))) }

(Oft studierte, besonders einfache Prozesse.)

Beispiel: Schwingende Seite (Nicht-Markov’sch)

L 2
E= 1/ <@> dx
2 0 dx

+thermische Fluktuationen: Ply] o< exp(—E[y|/kT)

Elastische Energie

Integration im ,,Funktionen-Raum*“:0 < x1 < 20 < ... <z, < L

1 - v - V2
:> E(y17“"yn):_z(y—‘r17y)

2 =0 Ty41l — Ty
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3" ! oy
:>Pn(yl7x1§--'?ynaxn): <@> H <%> exp {—EM

ﬁ v=0 Tv+l — Ty

Erfiillt also die Konsistenzbedingungen (i)-(iv) und beschreibt einen Gauf-
prozess (nicht stationér):

oL — x2)

(Y(21))=0  (Y(z1)Y(22)) = o

24
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Kapitel 3

Markov-Prozesse

Wir formulieren die Markov-Eigenschaft eines stochastischen Prozesses fiir
n aufeinander folgende Zeiten ¢; (t1 < to < ... < t,) wie folgt:

Pri—1(Uns talyrs t1s -5 Yn—1tn—1) = Pi1(Yn, talyn—1,tn-1), (3.1)

d.h. die bedingte Wahrscheinlichkeit zur Zeit ¢, ist durch y,—1 bei t,_1
eindeutig bestimmt und ist nicht beeinfluit durch das Wissen von fritheren
Zeiten:

Py =, Ubergangswahrscheinlichkeit“

Ein Markov-Prozess ist vollstindig bestimmt durch Py(y1,t1) und
Pyj1(y2, t2|y1, t1). Daraus ergibt sich die gesamte Hierarchie, z.B:

P(y1,t1;92,t2;93,t3) = Pa(yr,t1592,t2) - Pra(ys, talys, tis ye, t2)  (3.2)
= Pi(y1,t1) - Pryi(ye. talyr, ta) - P (ys, talye. t2)

etc. Darum sind Markov-Prozesse gut handhabbar und finden zahlreich An-
wendung.

Bemerkung

a) Anzahl der Neutronen im Kernreaktor ist Markov’sch.
b) Spiel Kopf oder Zahl, Y (¢) Gewinn, ist Markov’sch.

c) Betrachte gewohnliche DGL: & = f(z) mit z(tg) = wo.
x = ¢(xo,t — to) geniigt der Definition eines Markov-Prozesses:

Py (2, tlzo, to) = 0z — ¢(zo,t — to)]

= Jeder deterministische Prozess ist Markov’sch.
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Beispiel

Altestes und bekanntestes Beispiel eines Markov-Prozesses ist die Brown’sche
Bewegung: leichte Molekiile kollidieren mit schweren Teilchen in ,,zufalliger®
Weise. Dadurch variiert deren Geschwindigkeit in Form von kleinen, anschei-
nend unkorrelierten Spriingen dv. Je gréfier v, um so mehr Kollisionen von
,vorne“ finden statt. Also hingt dv in [t,t + dt] von v zur Zeit t ab, jedoch
nicht von fritheren Zeiten. Somit handelt es sich um einen Markov-Prozess.
(N#here Behandlung spéter)

Aber: Dieses Bild ergab keine Ubereinstimmung mit dem Experiment.
Einstein & Smoluchowski: Zwischen zwei Beobachtungen der Position des
Brown’schen Teilchens hat sich die Geschwindigkeit viele Male gedndert
(Tobs. > Teorr.). = Man beobachtet die Gesamt-Verschiebung nach wvielen

Anderungen der Geschwindigkeit.

Sei x1,x9,... eine Reihe von (Positions-)Messungen, dann ist zp11 — ok
zufillig und unabhéngig von zx_1,2g_o9,... ~ (v; und) z; Markov-Prozess
(auf der groben Zeitskala des Experiments).

~» Basis fiir Theorie der Brown’schen Bewegung.

Bemerkung

a) Makov-Eigenschaft lediglich Ndherung:
Tk+1 — Tk groB = vy, wahrscheinlich grofl
= Zk12 — Tpr1 auch eher groB
= Autokorrelations-Zeit der Geschwindigkeit resultiert
in Korrelationen zwischen aufeinander folgenden
Verschiebungen (kleiner Effekt, wenn 7ops. > Teorr.)

b) Kollisionen nicht instantan ~» v; ebenfalls nicht Markov’sch

auBlerdem: Annahme, dass die Bewegung des Brown’schen Teilchens
keinen geordneten Fluss in umgebender Fliissigkeit erzeugt.
(— Gedéichtnis, z.B. Gasmolekiile nicht Markov’sch)

c¢) Allgemein: Dasselbe physikalische System kann durch verschiedene
Markov-Prozesse beschrieben werden
— abhéngig vom Level der Beschreibung
Beispiel:  Dissoziation eines Gases von bindren Molekiilen

AB — A+ B

1. Level: Wahrscheinlichkeit fiir AB aufzuspalten
abhéngig von augenblicklicher Konzentration
= ist Markov-Prozess

2. Level: Beriicksichtigt Schwingungszustinde der Molekiile
~Random Walk iiber Schwingungszustéinde ist

ebenfalls Markov’sch
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Konzept eines Markov-Prozesses auch fiir Prozesse Y (¢) mit » Komponenten.
(3 Geschwindigkeiten des Brown’schen Teilchens, r chemische Komponenten
einer reagierenden Mixtur)

Wichtig: sei » komponentiger stochastischer Prozess Markov’sch
— s komponentiger Prozess (ignoriere r — s Komponenten) i.a.
nicht Markov’sch

Umgekehrt: Ist ein physikalischer Prozess nicht Markov’sch, so gelingt es
manchmal, ihn durch Hinzunahme von Komponenten in
einen Markov-Prozess einzubetten.

z.B.: Brown’sche Bewegung mit duflerem Feld
~> v(xy), vy alleine nicht Markov’sch, aber (x4, vy).

Im Prinzip kann jedes abgeschlossene physikalische System als Markov-
Prozess beschreiben werden, wenn man alle mikroskopischen Variablen als
Komponenten hinzunimmt (s.o. Bsp. ¢)).

Kunst des Physikers: Finde einen signifikant kleinen Satz von Variablen
(coarse-grained level, Kontraktion oder Projektion)

Chapman-Kolmogorov-Gleichungen

Integriere (3.2) iiber yo (t1 < t2 < t3)

— Py(y1,t13y3,3) = Pl(yl,h)/ dy2 Pry1(ye, talyr, t1) Pri(ys, tslyz2, t2)

Pyi(ys, tslyr, ) = /dygP1|1(y3,t3\y2,tg)P1|1(y2,t2\y1,t1) (3.3)

Chapman-Kolmogorov-Gleichung

MaS fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit eines jeden Markov-Prozesses.
Ein Markov-Prozess ist vollsténdig bestimmt durch P, und Py, welche be-
liebig gewdhlt werden kénnen, sofern sie:

1) Chapman-Kolmogorov-Gleichung

(*)
2) Pi(y2,t2) = [ dyr Piji(y2, t2ly1, t1) Pr(y1, t1)

erfiillen.

Beispiel

Y; € —1,1 und
Py (y,tly' 1) = 5{1+exp(=2y(t =)}y + 5 {1 —exp(=27(t = 1)) 16y, -

27



Ubung

L. Zeige Py)1(y, tly',t") geniigt CK-Gleichung und ist konsistent mit Py (y,t) =

%(5?/71 + 53/7—1)'
— Y} ,dichotomischer Markov-Prozess“ oder ,,Random-Telegraph-
Process*

2. Y; habe in jedem 0t Wahrscheinlichkeit ot zu flippen ~ Y ist wie in 1.)

3. Sei Y; Prozess mit Y € {0,1}, t € {1,2,3} ~ 8 Sample-Funktionen;
wéhle daraus nur 4 mit der jeweiligen Wahrscheinlichkeit 1/4.
(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1); (1,1,1)

Wiener-Prozess (od. Wiener-Levy-Prozess)

Sei —0o < y < oo und tg >ty

(Y2 — yl)2
21ty — t1) P {_ 2(t2 — t1) } (34

geniigt Chapman-Kolmogorov-Gleichung; mit P;(y1,0) = d(y1) — nicht-
stationédrer Markov-Prozess. (Urspriinglich formuliert zur Beschreibung des
Verhaltens der Position eines Brownschen Teilchens)

Es folgt aus (*)

P1|1(y27 t2’y17 tl) -

Pi(y,t) = exp {——2} (t > 0) (3.5)

1
V2t
Ubung

1) Wie lautet die Hierarchie P,?

2) Zeige (Y (t1)Y (t2)) = min(ty, to)
({Y(t1) = Y(t2) HY (t3) = Y(ta) }) = {[t1, t2] N [ts, ta]}

3)
0<ti<ty: (ya)y, = w1, ((43) =ta—t
1 1
<y1>y2 = t_y27 <<y%>>y2 = t_(t2 - tl)
2 2

4) Berechne die Momente (Y (t1)Y (t2)...Y (t,))

02p
a7 0 P

5) Zeige Py geniigt der Diffusionsgleichung %—1; =D %

)
01 1 (y—y)?
G(%“y’t)__Zmexp{_m}
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Poisson-Prozess
Y(t)=0,1,2,...und t > 0
Def. Markov-Prozess iiber (ta > t1 > 0)

(t2 —t)™™™ _4p)

(ng —ny)! ; P1(n,0) = On,0 (3.6)

Pyji(n2, talny, th) =

(Py1 = 0 fiir ng < ny)

Jede Sample-Funktion y(t) ist eine Abfolge von Schritten der Hohe 1 zu
zufilligen Momenten (random Dots auf der Zeit-Achse). Die Anzahl die-
ser Momente zwischen ¢; und o geniigt der Poisson-Verteilung = Y (%)
Poisson-Prozess.

y(®)

\j

Ubung
Zeige, dass Definition (3.6) konsistent ist.

Stationidre Markov-Prozesse

Wichtig fiir “Gleichgewichts-Fluktuationen” Y ()
~» P; zeitunabhéngig = Gleichgewichtsverteilung der Grofie Y, z.B. ae

il

[ R ]

| T |

—BH(Y)

1/2 Cy?
V=Y, Pi(n) = (557) """ exp [_mTyH

weiteres Beispiel: Brown’sches Teilchen in homogenen Gravitationsfeld —
vertikale Geschwindigkeit stationdrer Prozess

Da Py|; nicht von zwei Zeiten, sondern nur dem Zeitintervall abhéngt, wihlen
wir eine spezielle Notation:

T (y2ly1) = Piji(y2,talyr, t1)
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mit 7 = t9 — t1. Damit lautet die Chapman-Kolmogorov-Gleichung nun:

Trir(y3lyr) = / (y31y2) Tr (y2|y1) dy2 (3.7)

oder in Matrix-Form:

TT+T/ = TT/TT (7’, 7'/ > 0)

Ubung

K(7) = [ [y1y2 Tr (y2ly1) P(y1)dyrdy2 (**)

Beriihmtes Beispiel: Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

Pi(y1) = e 2%

1
T, S _\2mhie )
(y2ly1) T P { 21— )

Ubung
Zeige, dass Konsistenz-Bedingungen erfiillt sind.

Urspriinglich: Verhalten der Geschwindigkeit eines Brownschen Teilchens
(yo) =0, K(1) =77 (3.9)

Doob’s Theorem: Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist der einzige stationére,
GauBische, Markov-Prozess (bis auf lineare Transformationen von y und t).

G[ —exp{——// tl t2 _'Y|t1 t2|dt1dt2} (3.10)

Weiteres Theorem: Ist Y Gauflisch und K = e~ ™ = Y Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess (d.h. auch Markov’sch).

Beweis-Skizze

Y Gaufisch, stationdr und Markov sch, dann ist P; schon wie gewiinscht
(0.B.d.A.): T (y2|y1) = De™ 2 (A212+23y1y2+0y1)

=/A/2r,C = B%/A,B* = A(A-1)
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Wegen (**) A= (1 - K?)~!, K unbekannt

. 2
= Tr(y2ly1) = ﬁ exp {—%} (3.11)

Weiter
K(ts —t1) = /y3dy3 /Tr/(ys\yz)dw T-(y2|y1)y1 P(y1)dyr
— Kty — 1)K (ts — 1) (3.12)
o K(T) = e

Ubung

1) Y sei r-komponentiger Gaufi-Prozess, Markov’sch, wobei 0.B.d.A.
gelte Py(y,t) ~ exp(—%f)
- Zeige fiir die Autokorrelations-Matrix K (t3,t1) = K (t3,t2)K (t2, 1),
mit <t3 >ty > tl) o o o
- Falls Y stationér: K(7) = e e, G Konstante Matrix.

t
2) Y (t) Ornstein-Uhlenbeck-Prozess, Z(t) = [ Y (¢')dt' (t > 0)
0

Zeige Z(t) ist GauBisch, aber weder stationédr noch Markov’sch, und
(Y(t1)Y (t2)) = e + et — 1 — etz -2 Min (ty,to)
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Kapitel 4

Master-(zleichung,
Ein-Schritt-Prozesse, ASEP

! Die Master-Gleichung ist dquivalent zur Chapman-Kolmogorov-Gleichung
fiir Markov-Prozesse, ist aber leichter handhabbar (und enger an physikali-
sche Konzepte angelehnt).

Betrachte einen Markov-Prozess Y, der Einfachheit halber homogen, T, sei
die Ubergangswahrscheinlichkeit. Fiir 7/ — 0 gilt dann folgende Entwicklung
von T:

Ty (yolyr) = (1 — ao’) 6(y2 — y1) + 7' W (yaly1) + O(7"?) (4.1)

(1—ag7’) ist dabei die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass kein Ubergang withrend
7’ stattgefunden hat. W (y2|y1) ist die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit-
einheit von y; nach ya, weshalb W (ya|y1) > 0. Wegen [ dys Tr(y2|y1) = 1
gilt:

ao(yn) = / dyo W (o)

Mit Ty (y3ly1) = [ Tr(y3ly2) Tr (y2|y1) (Chapman-Kolmogorov-Gleichung)
ergibt sich

Ty o (ysln) = [1 — ao(ys)™') T (yslun) + 7 / W (ysln) T (ualur) din (4:2)

Dies konnen wir im Grenzfall 7 — 0 iiberfiihren in die Master-Gleichung

T (y3|y1)

o _/dy2 W (ysly2) Tr(y2ly1) — W (y2lys) T+ (y3ly1)} | (4.3)

! ASEP=Asymmetric Random Average Processes
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Andere Notationen: T (y2|y1) = P(y2, 7), entsprechend einem Subensem-
ble mit Anfangswert y; bei 7 = 0. Also:

OP(y,t)

o= [y (Wly) PO - W) Pt} | (4)

Achtung P(y,t) enspricht nicht P (y,t).

Fir Y diskret:

dP,

n(t)
dt = ;{Wn,n’ Pn’ (t) - Wn’n Pn(t>} (4'5)

Die Master-Gleichung ist somit als Bilanz-Gleichung der Wahrscheinlichkeit
von einzelnen Zustdnden n zu verstehen!

Bemerkung: Chapman-Kolmogorov-Gleichung ist eine nichtlineare Glei-
chung, die lediglich den Markov-Charakter eines Prozesses ausdriickt.

Die Master-Gleichung hingegen ist eine lineare Gleichung und enthélt die
Ubergangswahrscheinlichkeiten des betrachteten Systems wihrend einer kur-
zen Zeit A1 - (W (y|y") At oder Wiy, a¢); diese kénnen mit Hilfe von Néherungs-
methoden fiir kurze Zeiten berechnet werden.

Beispiel: Dirac’s zeitabhéngige Storungsrechnung ~» Fermis goldene Regel:

2
Wt = = | o p(E) (46)

Beispiel: Zerfalls-Prozess
n radioaktive Teilchen, Zerfallswahrscheinlichkeit vAt pro Teilchen

0 n>n'
= Tac(nn') = ¢ 'y At n=n'—-1 (4.7)
O(AtY) n<n/ -1

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten wir W,,,,; = yn/ Opn/—1 n #
n/ und somit:

33



Bo(t) = y(n+ 1) Posa(t) — ynPu(t) (4.8)

Ubung: Lise (4.8). Tipp: betrachte erzeugende Funktion und anschliefend
Po(t) = 55 §dz 27" 1F(2)

~ 2mi

Notation

Definiere sog. W-matrizen:

Wpw (>0)  ,n#n/

- Z Wn’n 7n:n/
()

W = (4.9)

Damit gilt auch: " W,,,» = 0 fiir alle n’, was u.a. bedeutet, dass ein Eigen-
n

vektor zum Eigenwert 0 existiert.

Pn(t) = ann’Pn(t)
B(t) = WP(t) — P(t) = ™ P(0)

(formal wie Schrédingergleichung)

Fiir t — oo konnen wir auf die Theoreme von Perron und Frobenius fiir
endliche Matrizen zuriickgreifen: ~» P(t) «— Ps,, wobei Py, eine zeitun-
abhéngige, stationédre Losung ist.

Bemerkungen:
Eigenschaft W, > 0 fiir n # n’ und insbesondere > W,,,,» = 0 bleibt erhal-

n
ten, wenn eine Permutation gleichzeitig auf Reihen und Spalten angewendet
wird, was einer Umbenennung der Zusténde gleichkommt.

Man nennt W vollstindig reduzibel oder zerlegbar, wenn man die-
se durch gleichzeitige Permutation von Zeilen und Spalten in eine Form
W = (64;) = {iberfithren kann. D.h. man betrachtet zwei unabhéngige,
nicht-wechselwirkende Subsysteme mit den zum Eigenwert 0 gehotrigen Ei-
genvektoren (®4,0) und (0,Pp). Als Beispiel konnten hier Systeme mit
energie-erhaltenden Ubergéingen dienen.

Man nennt W (unvollstéindig) reduzibel, wenn ein Uberfiihren in die Form

W = (‘85) moglich ist. Damit besitzt W wiederum einen Eigenvektor
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& = (®4,0) mit Eigenwert 0.
Beachte: aus B, = > By P, (geschlossen) folgt
b/
d
EOIES 91 poCH) P of D E Y P
b % b v a

Den Zustand b nennt man daher transient, da alle seine Komponenten nach
ausreichend langer Zeit verschwinden; den Zustand a nennt man absorbie-
rend, da in ihm die Wahrscheinlichkeit gesammelt wird.

Eine W-matrix bezeichnet man als ”splitting matrix”, wenn

A 0 D
W=1[0 B E
0 0 C

Hierbei sind A und B beide W-Matrizen, C ist quadratisch und wenigstens
einige Elemente von D und E verschwinden nicht.

Geschlossene isolierte physikalische Systeme
Hierbei bedeutet

physikalisch: es existiert eine mikroskopische Beschreibung (Hamilton-
oder Schrodingergleichung)

geschlossen: es findet kein Teilchenaustausch mit der Umgebung statt
(Satz mikroskopischer Variablen ist fest)

isoliert: keine duferen, zeitabhingigen Krifte (Energie-Erhaltung)

Die stationdre Losung P, eines solchen durch die Master-Gleichung beschrie-
benen Systems muss iibereinstimmen mit der aus der statistischen Mechanik
bekannten (Gleichgewichts-)Losung P¢. Insbesondere muss gelten:

> W Pl = <Z Wn/n> Pe
Da P¢ > 0 fiir alle n, ist W irreduzibel!

FEine stidrkere Forderung als die Gleichheit beider Summen, stellt die De-
taillierte Bilanz dar:

Wi P& = Wi P (4.11)
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Diese fordert die Gleichheit fiir ein jedes Paar n und n’'.

Ublicherweise schreibt man diese Gleichnung unter Verwendung kontinuier-
licher Variablen auf:

W(yly" ) P(y') = W(y'|y) P (y)

Hierbei steht y fiir einen Satz makroskopischer Variablen Y (g, p). Diese Be-
ziehung ist giiltig, falls:

e der Hamiltonian des betrachteten Systems, welcher die mikroskopische
Bewegung beschreibt, eine gerade Funktion aller Impulse py ist (—
kein Magnetfeld, keine Rotation),

e die Variablen Y ebenfalls émphgerade Funktionen der Impulse sind.

Makroskopische Gleichung

Sei Y eine physikalische Grofie mit Makov-Charkter und Anfangswert yg bei
t = 0. Dann bestimmt nun die Master-Gleichung die Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir ¢ > 0. Die gewthnliche makroskopische Physik vernachléssigt
Fluktuationen und behandelt Y wie eine nicht-statistische eindeutige Grofie
y. Deren Entwicklung wird durch deterministische Gleichungen beschrieben,
welche als makroskopische oder phdinomenologische Gleichungen bezeichnet
werden.

Wie erhélt man diese makroskopische Gleichung aus der Master-Gleichnung?
mit y(¢) := (V) = [ dyy P(y,t) folgt:

vy = /dyyapgi’t)

= //dydy’y{W(y\y’)P(y’yt)—W(y’,y)P(yyt)}

_ / / dydy'(y' —y) W(y',y) P(y,t)

Sprung-Momente:

a(y) = / ay' (f — ) W' y) (4.12)

Dann gilt:

vy = / dy ar () P(y,1) = (a1 (V) (4.13)
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La. ist a1(y) nicht linear in y. Eine Entwicklung um (Y') liefert dann:

(Y = (Y))%) af (V) + ...

(0 (V) =ar (V) + 5

Die makroskopische Néherung besteht nun darin, dass die hier auftretenden
Fluktuationen vernachléssigt werden.

Makroskopische Ndiherung

y=a(y) (4.14)

Eine dhnliche Uberlegung fiihrt zu einer Gleichnung, welche niherungsweise
das zeitliche Verhalten der Breite der Verteilung beschreibt:

d o

0 = a(y(t) + 207 (y(#)

Damit erhalten wir

§ = ar(y) + ~o?al(y) (4.15)

Ein-Schritt-Prozesse

Wir betrachten einen speziellen Markov-Prozess in kontinuierlicher Zeit mit
diskreten Zustdnden n, wobei die Matrix W lediglich Spriinge zwischen be-
nachbarten Platzen erlaubt.

On-1 On+1
VR VR A VR

OGO O Oa

M ] I ne2
g = generation r = recombination
Wnn’ = Tp'Onn'—1 + gr/nén,n’-i-l (n 7& ’I’L/), (416)
Wnn’ = _(Tn + gn)

also
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P, = rn+1Pn+1 + gnflpnfl - (Tn + gn)Pn (417)

Beispiel:
e Emission/Absorption von Photonen/Teilchen
e An/Abregung von Atomen/Kernen/Elektronen im Halbl.
e Geburt/Tod von Individuen
e Ankunft/Weggang von Kunden etc.

FEin-Schritt-Prozesse kénnen wir unterteilen in die folgenden Unterklassen.

Unterklassen:
i) —oo<n < oo
i) n=0,1,2,...
i) n=0,1,2,...,N

Falls der Bereich Liicken aufweist, exitsiert kein Ubergang iiber diese hin-
weg, sondern der Prozess zerféllt in verschiedene, unabhéngige Prozesse des
Typs ii) oder iii).

Eine andere Unterteilung kann entsprechend der Art der Koeffizienten er-
folgen:

a) Konstante Koeffizienten (Random Walks)

b) Koeffizienten linear in n (lineare Ein-Schritt-Prozesse)

c¢) nichtlineare Koeffizienten (Beachte: Master-Gleichung selbst ist immer
linear.)

Beachte: Anderung der Master-Gleichung an den Réndern:

n=0 = Py=rP—ghP

n=N = PN:TN—le—l_TNPN

Wir betrachten nun die erzeugende Funktion eines allgemeinen Ein-Schritt-
Prozesses sowie deren zeitliche Entwicklung.
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Erzeugende Funktion

+oo
F(z,t)= Y Py(t)z" (4.18)
Es gilt:
400 +oo

aFé?t) = Z a];nt(t) " 25 F(z,t) = Z P,(t)nz"

00 1

D [+ 1) Puga () = r(n) Pa(B)e" = (- = 1)r(25-)F(2,1)

> g =1) Poca(t) = g(n) Pa(t)]" = (2 = 1) g2 ) F(2,1)

Hierbei sind r und g Funktionen von n (linke Seite) und somit (Potenzrei-
henentwicklung) Funktionen von z - 9/0z. Addiert man beide Gleichungen,
so folgt

8F§;’,t) {(1 —1)7’(,22)4-(2’—1)9(2%)}F(27t) (4.19)

wobei von der Master-Gleichung Gebrauch gemacht wurde. Zum Auffinden

einer Losung miissen wir stets noch eine Anfangs-Bedingung F(z,t = 0) =
“+o00
> P,(0)2" wihlen.

n=—oo

Bemerkung:

9 k 8kF th
0= (3;) Pk = FR5E

Beispiel Poisson-Prozess

(4.20)

A A A A
Y YR YR

n-1 n n+1

Sein >0, g(n) = A, r(n) = 0 (Punktprozess, n = Anzahl von Ereignissen
in der Zeit ¢, Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis Adt)

Po(t) = APy_1(t) — AP, (t) (4.21)
By(t) = —APi(t)
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Mit der Anfangsbedingung: P, (0) = 6, ,, mit m > 0 erhalten wir

Pu(t) = ——¢ (4.22)

wobei n > m, P,(t) = 0 fiir n < m, denn mit Hilfe der erzeugenden Funk-
tion erhalten wir:

ang,t) — Az —1)F(z,6) mit F(z,0) = 2™
= F(z,t) = MEDm = —Atz P (4.23)

Die Momente ergeben sich hier zu:

_ 2 At(z—1) ,m
(ny = <Z(92> e z

(n? = <z%>2w<z1>zm
((n?) = M

=AXt+m

z=1

= A\t + (At +m)?

z=1

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit finden wir:

P(n,tjm,0) = (()\t) ) e M n>m
m
= (1 —=tAN)bnm +tAdpme1 +O(t )
———

Beispiel Radioaktiver Zerfall

y(m-1) yn Y (n+1)

V Y Y 2N
e o o o
n-1 n n+l

Sein >0, r(n)=9n, g(n) =0, F(z,0) = 2". Dann gilt:

0 1 0
(5t = ’Y(;—l)zaF(Z,t)
F(z,t) = [+ (z—1)e
no
— 1o —nyt _ ,—yt\no—n _n
nzz%] (n)e (1—e™) z
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P,(t) = (n0> e M1 — e Ym0 (4.24)
n
Beispiel Random Walk
1 1 1
I Y Y RN
® 6 o o
N AN AN 4
n-1 n n+1
(in kontinuierlicher Zeit); sei n > 0, r(n) = g(n) = 1 (symmetrischer
Random Walk), P,,(0) = 0,0
OP(t) = (42— F(=1),  F(z0) =1
—F(z = (z24-- z 2,0) =
8t ) z ) ) )
F(Z,t) _ e(z-i—%—?)t
—2t —
= € WZ
k,l=0
—_————
oo t2l+n
= zl: 1({ +n)!
In(t)
Po(t) = e 2 I,(2t) (4.25)

Eigenschaft (der modifizierten Besselfunktion I, (x)):

In(x) = I—n(x>
1, L e
I,(x) \/ﬁe (l—i—(’)(;)) fir x — oo

Die Momente ergeben sich hier zu: (n)(t) = 0 bzw. ((n?))(t) = 2t. Weiterhin
ist das asymptotische Verhalten (¢,n — 0o, n?/t fest) gegeben durch:

’I’L2

1
exp(——
VAt p( 4t

P,(t) — )
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Im Falle eines asymmetrischen Random Walk (r(n) = a, g(n) = ) erhélt
man eine Diffusion mit Drift.

Allgemein erhalten wir fiir Pn = Tpt1Pnt1 + gn-1Pn—1 — (rn + gn) P, die
Eigenschaften:

d

= =)+ (gn) (4.26)
%(n% = 2(n(gn — 7)) + {gn + 1) (4.27)

Betrachte beispielsweise das Populationswachstum: r,, = an, g, = 6n. Dann
gilt
d
dt

d
L) = 28 a) () + B+ a)n)

(ny = (B—a)n) (Malthus-Gesetz)

Stationire Losung

Sei J der Gesamt-Wahrscheinlichkeits-Fluf3 von n nach n — 1:
Py —gn1Pn_ 1 =J
(J unabhéngig von n)

a) n=0,1,...., N~ J=0=rpp}, =gn_1P>_

Ps _ In—19n—-2---91 90

S
PO
™ T™h—1...T27T1

b) n=0,1,2,... analog
c) fallsn <0

ps — "m4+1Tn+2...T—1T0 ps
InGn+1---9-29-1

Aber: Es existieren Situationen mit J # 0 (z.B. asymmetrischer Random
Walk — konstanter Fluss von —oo nach o). = Losung héngt parametrisch
von J ab.
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Beispiel

n>0,gn)=Ar(n)=pfirn>0und A <y
(Kunden-Warteschlange, Adt — neuer Kunde, udt — Bedienung ); es folgt

mit (4.28)
r=(3) n
i

Aus der Normierungsbedingung > P; = 1 ergibt sich P§ = 1 — % und
somit (n > 0)

Natiirliche Randbedingungen

Die Ubergangsraten sind hiufig keine beliebige Zahlen, sondern analytische
Funktionen des Gitterplatzes, die sich aus dem physikalischen Prozess erge-
ben. In diesen Fillen kommt den Réndern eine besondere Bedeutung zu, d.h.
sie miissen separat angegeben werden. Man gibt dann die Master-Gleichung
in der Form

P,=r(n+1)Pyy1+9g(n—1)P,—1 — {r(n) +g(n)}P, (4.29)
firn=1,2,...,N —1und

Py = r(1)P; — g(0)Py sowie (4.30)
Py = g(N—1)Py_1—r(N)Py (4.31)

an.

Bemerkung: Es kann vorkommen, dass nicht nur die Randsites n = 0 bzw.
n = N ausgezeichnet sind, sondern auch weitere (z.B. bei un-
geordneten Systemen). Diese miissen dann analog behandelt
werden.

Die Randbedingungen koénnen den Charakter des Prozesses wesentlich be-
einflussen und spielen bei der Losung eine wesentliche Rolle. Ein besonders
einfacher Fall von Rdndern sind die sogenannten natiirlichen Randbe-
dingungen, bei denen

e (4.29) bis hin zu n = 1 giiltig ist, so dass nur (4.30) spezifiziert werden
muss

e und 7(0) = 0 gilt.
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Ein solches System kann nach folgendem Schema gelost werden: Wir er-
kldren die Gleichung (4.29) als im gesamten Raumbereich —co < n < o0
giiltig. Dann betrachten wir aber nur solche Losungen, die mit den Anfangs-
bedingungen P, (0) = 0 fiir (n < 0) kompatibel sind. Dies garantiert auch,
dass die Losungen fiir ¢ > 0 mit den Randbedingungen vertrraglich sind, da
es wegen 7(0) = 0 keinen Wahrscheinlichkeitsfluss zu Sites n < 0 gibt.

Lo6sung eines linearen Prozesses und die Methode der Charakteri-
stiken

Wir betrachten den linearen Prozess

Py =a[(n+1+7)Pup1— (r+n) P (4.32)
+b[(n—1+49) Poo1 — (n+9) Pl (4.33)

e Wir erweitern den Giiltigkeitsbereich auf —oo < n < oo

e multiplizieren mit 2" und summieren iiber n

aFé?t) — aZ(z"_l—z”)(r—i—n)Pn—}-bZ(zn+1—z”)(g+n)Pn
= (1= b2) 9 + (1= Z —bg) F(z,1)

Losung der linearen partiellen DGL durch die Methode der Charakteristiken.

Kiinstliche Randbedingungen

Kiinstliche Randbedingungen sind solche, bei denen die analytischen Funk-
tionen g(n) und r(n) nicht an den Réndern fortgesetzt werden kénnen. Hier
gibt es unendlich viele Moglichkeiten, wir betrachten aber nur sogenann-
te “reine” Randbedingungen, d.h. solche Gleichungen, bei denen nur ein
Randsite einer besonderen Gleichung bedarf.

Weiterhin unterscheidet man:

reflektierende mit Erhaltung der
Rénder

absorbierende ohne Wahrscheinlichkeit
Beispiel fiir absorbierende Riénder

Pn = Pn+1+Pn—1_2Pn
Py = P -2P

Damit ist der Platz 0 ein reiner kiinstlicher Rand.
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Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist nicht erhalten, denn
d o
G2 ="h
n=0

Interpretation

7.B. Ensemble von Teilchen, die am Platz 0 absorbiert werden.

Formal kann dies durch die Einfiihrung eines “Arrest”-Sites (Index *) gelost
werden: P, = $(1 -3 P,) = P

Dies spielt jedoch fiir die Losung keine Rolle, da das System auch ohne den
Arrest-Site vollstdndig definiert ist.

Losung von Systemen mit kiinstlichen Réandern

i) Die Spiegelmethode
Wir 16sen die Master-Gleichung des unbeschrinkten Prozesses mit
der Anfangsbedingung

Pn(o) == 5n,m - 5n,—m
Dann gehorcht die Losung fiir n > 1 der Master-Gleichung

Pn = Pn+1+Pn71*2Pn
P = P-2P

(da Py(0) = 0) ~» absorbierender Rand bei n = 1; also:

P.(t) = e 2 [S(n,m)—S(n,—m)] mit
t2l+(nfm)

S = -
(n,m) zl:(l—i—n—m)!l!’
wobei [ so gewéhlt wird, dass [ >0 und n+1—m > 0.

Fiir einen reflektierenden Rand wihlt man entsprechend die An-
fangsbedingung: P, (0) = dp.m + On,—m—1-

ii) Kinstliche Rinder und Normalmoden
Die Methode der Normalmoden ist im Prinzip auf alle Typen von
kiinstlichen Réndern anwendbar.

Allgemeine Form der Losung;:
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mit ¢t > 0, ¢ reell, wobei ®,, ein Eigenvektor der Master-Gleichung sein
muss.

Wir diskutieren diese Losungsmethode nun am Beispiel der Diffusions-
kontrollierten chemischen Reaktion

Pn = Pn+1+Pn—1_2Pn’(nZ2)
Pl = P+~vPy— 2P
P = P—-7R
Hierbei beschreibt die erste Gleichung die Diffusion von A im Losungs-

mittel und die beiden verbleibenden die Bildung und Dissoziation des
Molekiils AB am Site 0.

Da &, Eigenvektor der Master-Gleichung ist, gilt:

~ (2=N)B, = Dppy+DPpy (n>2) (4.34)
(2=N)P; = Dy+79 (4.35)
(Y=NP = & (4.36)

Die Losung von (4.36) finden wir mit dem Ansatz ®,, = 2"
Anpassung an den Rand etc. fithrt auf die explizite Losung (Ubungen)

Einschub: Lésung von partiellen DGLen 1ter Ordnung mit der
Methode der Charakteristiken

Wir betrachten ein DGL der Form

ou ou
A(z, y)% + B(z, y)E)—y +C(z,y)u=0 (4.37)

wobei wir uns zunéichst auf den Fall beschrianken, in dem C(x,y) = 0 gilt,
also

ou ou
Alz,y)=— + B(z,y)— = 0. 4.38
(@.y)5; + Blz.v)g, (4.38)
Fine Losung dieser DGL werden wir nicht finden, ohne eine Randbedingung
festzulegen. Dies geschieht dadurch, dass wir eine Kurve v in der xzy-Ebene
festlegen, welche durch die Variable s parametrisiert werde, und schliellich
die Funktionswerte u(x,y) fir (z,y) € v spezifizieren. D.h. es muss gelten:

u(z0,Y0) = P(s0), zo = x(50), Yo = Y(S0)

Wir nehmen nun an, dass es Funktionen p(z,y) und f gibt, so dass u(z,y) =
f(p) gilt. Damit transformiert sich (4.38) auf

0 opl| d
Alw) g+ Bay) 5 % ~0 (4.39)
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Weiter nehmen wir an, dass p(z,y) konstant sei. Eine Erkldrung fiir diese
Annahme skizzieren wir weiter unten. Somit gilt nun also weiter:

Op dp
Lar+ 22
Ox T oy
(4.39) und (4.40) bilden nun ein homogenes System von Gleichungen, fiir das

wir eine nicht-triviale Losung finden, wenn die Koeffizienten-Determinante
verschwindet, also:

dy = 0. (4.40)

dy _ B(z,y)
dz  A(z,y)

(4.41)

Wenn wir nun diesen Ausdruck integrieren, kennen wir die Form von p, da
die dabei auftretende Integrationkonstante mit p identisch sein muss.

Entlang des Randes gilt, wie wir oben festgelegt haben, u(z,y) = ®(s)
und wegen = = x(s) sowie y = y(s) ist zusétzlich p = p(x,y) = ¥(s).
Gewihrleistet die Randbedingung nun, dass

D(s) = x(¥(s))
gilt, so ist u(x,y) gegeben durch

u(z,y) = x(W ' (p) = xW ' (z,y))

Beispiel

Wir betrachten die DGL
ou ou

— —2y— =0.
Tor yay
Es ist also A(x,y) = « und B(z,y) = —2y. Gleichung (4.40) liefert dann:
dx dy _1 1
— =—— "~ T=DPY 2 ~ pP=TY2
z —2y

Der Rand + sei durch z(s) = 1 und y(s) = s festgelegt, so dass p = ¢(s) =

s%, und weiter gelte
u(l,s) = ®(s) =2s + 1.
Damit ist x = 2 - %?(s) + 1 und damit
u(z,y) =2 -p*(z,y)+1=2-2%y +1

Wenn wir noch einmal die Parametrisierung des Randes betrachten, so sehen
wir, dass wir durch x = z(s) und y = y(s) folgende DGL finden:
du d® Oudz  Judy

ds " ds “oxds oyds (4.42)
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Diese zusammen mit (4.38) stellt ein inhomogenes Gleichungssystem dar,
welches dann keine Losung besitzt, wenn

dz dy
ds ds

A(z,y) B(z,y)
verschwindet. Das Verschwinden dieser Determinante heif3t nun aber, dass

dx dy

kel il
dS ($7y)ds 0

B(z,y)
Diese Gleichung stimmt nun gerade mit (4.41) {iberein und liefert ein Rich-
tungsfeld, entlang dessen Kurven eine Losung von (4.38) nicht existiert. p
tritt hier also als Scharparameter des Feldes auf. Dieses wird von Kurven
gebildet, die man als Charakteristiken bezeichnet. Um eine Losung u(z, y)
zu finden, miissen wir also gewéhrleisten, dass der von uns gewahlte Rand
~ nirgendwo Tangente einer solchen Charakteristik ist. Da ®(s) keine Kon-
stante ist, konnen wir davon ausgehen, dass diese Forderung erfiillt ist, wenn
1 (s) und damit p entlang des Randes nicht konstant ist. Wir wéhlen also
p = konstant, um den ,verbotenen“ Verlauf des Randes zu finden. Der
Rand selbst besteht schlielich aus einer Kurve, entlang der sich der Schar-
parameter dieser ,verbotenen“ Kurven #dndert. Somit kann  nirgendwo
Tangente einer Charakteristik sein.

Inhomogene PDGL
Wir betrachten nun also den allgemeineren Fall
A )2 4 B2 1 Cley)u =0 (4.43)
Ox oy
mit C(z,y) # 0. Hier wihlen wir den Ansatz
Dies fithrt auf
Oh
(AcGe + Bl - o) ) (1.44)
op
+<A(:c,y)8 + B(z,y) = > =0

D.h. ist h irgendeine (moglichst einfache Lésung) von (4.43), so verbleibt
der uns bereits aus (4.39) bekannte Ausdruck zur Bestimmung von p(z,y).
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Kapitel 5

Fokker-Planck Gleichung

Die Fokker-Planck Gleichung ist eine spezielle Master-Gleichung, in der,
ausgehend von P(t) = WP(t) (4.10), W ein Differential-Operator zweiter
Ordnung ist.

OP(y,t) 0 102
=—-——A(y)P+ - —B(y)P 5.1

wobei A(y)P der Beschreibung von Transport, Korrelation bzw. Drift und
B(y)P der von Diffusion oder auch Fluktuation dient. Dabei fordert man
y € [—00,4+00|, A(y), B(y) reell und differenzierbar sowie B(y) > 0. (5.1)
konnen wir aufspalten in

Kontinuititsgleichung OP(y,1) = - 07(y.t)
ot y
1
Konstitutive Gleichung J(y,t) = A(y)P— 3 gB(y)P
Y

Stationédre Losung der Fokker-Planck Gleichung im Falle, dass P*(y) inte-
grabel (i.e. normierbar) ist

s, \ _ const. i Al ,,
Pi(y) = B) exp Z/B(y’) dy (5.2)
0

Falls Pi(y,t = 0) = P*(y) , ist der durch die Fokker-Planck Gleichung be-

schriebene Markov-Prozess stationér.
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Notation

Da die Fokker-Planck Gleichung linear in P ist, iibertrédgt man diese Be-
zeichnung auf die Funktionen A(y) und B(y). Man spricht also von einer
linearen FP-Gleichung <

Aly) = Ao+ Ay
B(y) = Bo (5.3)

Fiir A; < 0 ist P*(y) Gauflisch

= Geméifl Doob’s Theorem ist der stationidre Markov-Prozess, definiert
durch die lineare Fokker-Planck Gleichung, der Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess!

Sei nun P(y,t|yo,to) die Losung der Fokker-Planck Gleichung; setzt man
t=1to+ At, y = yo + Ay, so gilt fiir At — O:

2 v
80y, S 30

=0 (5.4)

Die so gewonnene Kenntnis von A(y) und B(y) ermdglicht es uns, in einem
physikalischen System die Fokker-Planck Gleichung zu bestimmen.

Herleitung der Fokker-Planck Gleichung

Betrachte die allgemeine Master-Gleichung (4.4) mit Ubergangswahrscheinlichkeit
W(yly'). Sei r = y — ¢/ die GroBe des “Sprungs” und W (yly') = W(y/;r)
(somit gilt auch W (y'|y) = W (y;r)). Wir erhalten dann:

OP(y,t)
ot

= /W(y —r;r)P(y — r,t)dr — P(y,t) /W(% —r)dr

-/ {W<y; NP+ C 8?;<W<y;r>P<y,t>>} dr

v=1

—P(y,t) /W(y;r) dr (5.5)

Mit den Sprung-Momenten a,(y) = [ r*w(y;r)dr (4.12) bedeutet dies

0P§Z7t) = (_,,1!)” <(§Zy> {av(y)P(y, 1)} (5.6)

v=1

Kramers-Moyal-Entwicklung
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Annahme
1.) Nur kleine Spriinge r, d.h. W(y/,r) ist scharf gepeakt bzgl. r, und
W (y',r) variiert langsam mit y':
W(y',r) =0 falls |r| > 0
Wy + Ay;r) = W(y',r) falls |Ay| <o
2.) P(y,t) variiert langsam mit y
= Dann kénnen wir die KM-Entwicklung nach dem zweitem Glied abbre-

chen und verbleiben mit

2
—8Péi’t) = —a%{al(y)P} + %%{az(y)P} (5.7)

Fokker-Planck Gleichung

Brownsche Bewegung

Auf einer grober Zeitskala stellt die Orts-Koordinate X eines Brownschen
Teilchens einen Markov-Prozess dar, d.h das Teilchen springt auf der z-
Achse zufillig vorwérts und riickwérts, wobei die Spriinge beliebige Lange
haben, die Wahrscheinlichkeit fiir groffe Spriinge jedoch rasch abnimmt.

Die Spriinge seien beliebig und unabhéingig von der Startposition:

a; = (A2)s =0, as = M = const. (5.8)

At At

OP(z,t)  az 8?P(x,t)
ot 2 02 (5:9)

Dies stellt eine Diffusionsgleichung dar, mit der phdnomenologischen Diffu-
sionskonstante D = “72

p o) 510

Diese Gleichung, welche die makroskopische Konstante D mit den mikro-
skopischen Spriingen verbindet, bezeichnet man als Einstein-Relation
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Die Losung der Diffusionsgleichung fiir P(x,t = 0) = 6(z) ist gegeben durch

1 z?
P(z,t) = TiDi exp <_E> (5.11)

mit /(22(t)) = V2Dt

An dieser Stelle weisen wir noch einmal darauf hin, was unter P(z,t) zu
verstehen ist:

P(z,t) = Pyi(x,t|lz = 0,t =0) !!

Mit (5.11) ist der durch x; (ein Ensemble von Brownschen Teilchen) be-
schriebene Markov-Prozess also der Wiener-Prozess.

Betrachte nun ein Brownsches Teilchen im konstanten Kraftfeld z.B. Gravi-
tationsfeld M ¢ in Richtung —X. Sei M « die Reibung des Teilchens mit der
umgebender Fliissigkeit. Damit ergibt sich eine mittlere Drift-Geschwindigkeit
—g/~, welche der urspriinglicher Brownschen Bewegung iiberlagert ist.

_ <AX >oc g

= = —= =2D
ay Al ’Y’ a2

Die Fokker-Planck Gleichung lautet dann:

OP(z,t) g OP 0’P
V-4 il 5.12
ot ~v Oz +D Ox? (5.12)

Losung mittels Randbedingung J(z,t) = 0 fir z = 0 ((J =
fiir x > 0 folgt:

P?®(x) = const. exp <—£>

Andererseits sollte die stationédre Verteilung der barometrischen Hohenformel

M
P®(z) = const. exp (—k‘; :z) (5.13)
B

geniigen.
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Durch Vergleich erhalten wir die 2. Einstein-Relation

kgT
D= M—7 (5.14)
und somit
2
(AX)T) _ 2kpT (5.15)
At M~

Diese Fluktuations-Dissipations-Relation verkniipft den Dampfungs-
Koeffizient v mit dem mittlerem Schwankungsquadrat der Fluktuation.

Das Rayleigh-Teilchen

Das Rayleigh-Teilchen entspricht dem Brownschen Teilchen mit dem Unter-
schied, dass man sich auf einer feineren Zeitskala bewegt.

At sei dabei klein gegeniiber der Zeitskala auf der die Geschwindigkeit v
relaxiert, aber immer noch grofl gegeniiber der Dauer der Kollision selbst.

1-dimensional: (Rayleigh-Kolben)
vV = —V

(Makroskopisches Dampfungsgesetz., linear, V' nicht zu grof})

_ (AV)y _
alV) = - =W
az(V) = ago+ (V?) ~age > 0!

Wir erhalten die Fokker-Planck Gleichung

8P(V, t) 0 as o 82P
oVt 0 ypy 22098 5.16
a1 Yoy VE+ 5 G (5.16)

Die statistischen Mechanik sagt nun iiber den Gleichgewichtszustand, dass:

PHv) = (27TKBT> P <_ 9K5T V2>

Der Vergleich liefert hier
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a .o KBT
- = _ -]-
2 M (5.17)

Dies fiihrt auf die Rayleigh-Gleichung (fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der
Geschwindigkeit eines schweren Teilchens):

aP(V,t) 5, KT 9*P
_ - o 5.18
ot ’V{E)VVPJr M av2} (5.18)

Eine solche Gleichung erfiillt auch die Ubergangswahrscheinlichkeit Py des
Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses.

Es folgt aus (5.18): (mit V(0) = Vp)

V), = Voe (5.19)
VP = We+ila—e™)  (5.20)
W@V +m)e = Sle (5.21)

Losung von (5.18) ist:

omkpT —1/2 M (V= Vye )2
P(V,t) = ( WMB (1 —6_27’5)) exp{—k T ( 1 2—62715 ) } (5.22)
5 -

Es sollte nun moglich sein, von der feineren Zeitskala fiir das Rayleigh-
Teilchen zur groberen fiir das Brownsche Teilchen iiberzugehen. Wir be-
trachten dazu ein Ensemble unabhéngiger Brownscher Teilchen, welche zur
Zeit t = 0 durch X (¢t = 0) = 0 beschrieben werden. Die Geschwindigkeiten
der Brownschen Teilchen sei gemafl P°¢(V') gegeben und V() sei Ornstein-
Uhlenbeck-Prozess. Betrachte nun

¢
X)) = / dt' v (')
0
X ist Gauflisch, da es eine Summe von Gauflischen Variablen darstellt.

o (X(t) = /mwwv—o (Vo = 0)
0
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Es sei nun 0 < t1 < t9

t1 to

(X(t1)X(t2)) = /dt’/dt” (V(HV ("))
0 0

t1 to

= (V?) / dt’ / dt" e ="l
0 0
- % [% ty — % + % (et 4 etz _ gm(t2—t)

X (t) ist damit (als GauBischer Prozess) vollsténdig spezifiziert, aber ist of-
fensichtlich nicht der Wiener-Prozess. Letztlich ist X (¢) nicht einmal Mar-
kovsch, da wir uns noch immer auf der Zeitskala des Rayleigh-Teilchens
bewegen.

Dies éndert sich beim Ubergang zu t >> % und t; —ta > %
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Kapitel 6

Analyse statistischer Daten

Schatzung der Mafizahlen einer Zufallsgrofle

Sei im folgenden X eine Zufallsvariable. Wir stellen uns nun vor, dass wir
einen Datensatz beziiglich seiner Wahrscheinlichkeitsverteilung (Verteilungs-
funktion) charkterisieren méchten. Dazu nehmen wir an, dass die vorlie-
genden Daten durch N-malige Durchfithrung eines Zufallsexperimentes be-
stimmt worden sind. Durch diese ,,Stichprobe“ kénnen wir nun Riickschliisse
auf die Verteilung der Zufallsvariable X ziehen.

Betrachten wir zunachst den Mittelwert:
1 N
X== ZO X; (6.1)
1=

Da wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Variable X nicht kennen, stel-
len wir uns die Frage, ob die in (6.1) definierte Grofle eine sinnvolle Wahl
zur Schétzung des Mittelwertes der Verteilung darstellt. Dies ist dann der
Fall, wenn der Erwartungswert von X mit dem Mittelwert pu der Verteilung
tbereinstimmt. Diesen kénnen wir i.a. nicht wirklich bestimmen, da wir dazu
den gesamten Wahrscheinlichkeitsraum durch unsere Experimente abdecken
miiBten, doch kénnen wir dariiber entscheiden, ob wir mittels X eine gute
Schétzung von p erhalten.

Fiir den Frwartungswert einer Summe zweier Zufallsgrifien X1 und X gilt
nun:

(X1 + BX2) = a(X1) + B(X2)

und somit ist

(X) = % N (X)) = (6.2)

o6



Nehmen wir nun an, dass wir den Mittelwert p im folgenden kennen. Dann
koénnen wir fragen, ob

| X
I Z(Xi - p)?
i=0

eine sinnvolle Schétzgrofe fiir die Varianz der Verteilung darstellt. Betrach-
ten wir also wieder den Erwartungswert dieser GroBe ((X) = p):

1 & 1 &
¥ Y Xi-w?) = N(Z(XZZ — 2Xip + pi?))
1=0 =0
_ %(N(X% ~N2(X )+ N2

= (X - (x)?=0?

Wiirden wir also p kennen, so wire die oben definierte Grofle die korrekte
Schétzgrofe fiir die Varianz der Verteilung. Nun ist es jedoch so, dass wir den
Mittelwert p tatsichlich nicht kennen, sondern diesen durch X nur annihern
kénnen. Ersetzen wir daher p durch X, wobei wir bedenken, dass fiir den
Erwartungswert eines Produkts zweier Zufallsgrifien X1 und Xo gilt

(X1 - X2) = (X1) - (X2)
Daraus folgt:

(L i(x- - X)%) = iQN:(X? XX+ X))
NZ‘:() ' N i=0 Z Z
1 SN . iRy L5
=~ N(X?) 2;<X1N;)XJ>+;<NJZOX] NkZQXk>

9 N N 1
= (X% = 5D D (XX + — (X5 Xk)
=0 =0 =0 k=0
1 N N
= (X%~ 53 2 D_(XX))
i=0 j=0
1, & =
= (X%~ g XX+ Y (XiX))
= i
= (X?) %<X2> - %N(N - DX X5)
N-1
= T () - )
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D.h. der Erwartungswert dieser Grofle stimmt nicht mit der Varianz der
Verteilung {iberein. Dies kénnen wir beheben, indem wir die Summe nicht
durch N sondern durch N — 1 teilen. Daraus folgern wir, dass die Varianz
der Verteilung geschétzt werden kann durch:

Var(Xy,...,Xy) = —— Z(XZ- — X)?

Groflen zur Charakterisierung von Daten

(6.3)

Wenn Datenpunkte um einen Punkt verteilt sind, kann man sie durch einige
Messgroflen, die mit den Momenten einer Verteilung in Verbindung stehen,

charakterisieren:
1) Mittelwert
1 XN
X=+ ; X,
2) Die Breite der Verteilung

durch die Varianz
1 N
_ 7\2
Var(X1,...,Xn) = N1 gl(XﬁY - X)
Y=

bzw. die Standardabweichung

o(X1,...,Xn) =/ Var (X1,..., Xn)

Robuster (numerisch): Die mittlere Abs. Abweichung

N

1 _

ADEV (X1,..., Xx) = + > X, — X
y=1

Die Schiefe der Verteilung

XW—X]?’

N
1
Skew (X1,...,Xy) = Nz [ .
v=1

(6.8)

Interpretation: Man unterscheidet zwischen rechtsschief (X < Med <

Maz) und linksschief (Maxz < Med < X)

Vorsicht: Bei endlichen Datenséitzen ist Skew (. ..) immer verschieden

von Null, auch wenn die Verteilung symmetrisch ist.

Standardabweichung fiir N GauBverteilte Zufallszahlen ~ /6/N
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& O
s s IX > g é
linksschief rechtsschief

Kurtosis oder Exzess

Misst, ob die Verteilung flach oder gepeakt ist (relativ zur Normalverteilung)

N 6

N >4
1 X, - X
Kurt(Xy,...,Xn) = —§ [’7 } -3 (6.9)
=1

Standardabweichung Gauf}: \/24/N

Haben zwei Verteilungen den gleichen Mittelwert?

Frage: Angenommen zwei Messungen ergeben unterschiedliche Werte, stellt
dies dann eine tatsichliche Abweichung dar oder sind die Daten im Rahmen
der Messungenauigkeit vertréiglich?

Beispiel: Student’s t-test

Annahme: Zwei Verteilungen haben die gleiche Varianz, aber verschiedene
Mittelwerte.

> (Xi—Xa)?+ 3 (Xi — Xp)?

; ; 1 1
S — i€A 1€B L L 6.10
b Njgp+ Np—2 NA+NB ( )

Ny gy =t der Datenpunkte in Sample A(B).
Signifikanz

X4 Xp

t
Sp

(6.11)

t ~ 0 — Mittelwerte sind verschieden
t =~ 1 — Mittelwerte sind gleich
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Signifikanztest fiir gepaarte Verteilungen
7.B. Zeugnis zweier Schiiler - paarweiser Vergleich der Noten in den einzel-
nen Féchern
Definition: Die Kovarianz (Korrelationsfaktor) wird zur Untersuchung der
Korrelation zwischen zwei verschiedenen zufélligen Groflen benutzt
1 N
Cov(aa,zp) = N1 (xa; —Ta)(xpi —Tp) (6.12)
i=1

1

Sp = [Var (z4) + Var (z) — 2Cov (za,z5) | ? (6.13)
N
~>
TA— TR
t="—= '
- (6.14)

Sind zwei Verteilungen gleich?

Verteilungen auf endlichen Intervallen — X'2-Test: man betrachtet eine Ver-
teilung als gegeben (Test einer Hypothese)

2 (N; —n;)?
A P

N; = f§von Messwerten im Intervall ¢

n; = vorgegebener Wert

Interpretation: Ein grofier Wert spricht fiir die Falsifizierung der Hypothese
Beachte: n; = N; = 0 ist zu verwerfen; N; # 0 und n; =0 = X? — oo

Vergleich von zwei Datensétzen:

9 (R; — S;)?
V=) RS (6.15)

Beachte: Bei den Verteilungen addiert sich die Varianz!
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Der Kolmogorov-Smirnov Test

Bei manchen Messungen ist eine Unterteilung in diskrete Intervalle proble-
matisch bzw. nicht natiirlich — X2-Test nicht anwendbar.

— kumulative Verteilungsfunktion

Sn(z) = Anteil der Ereignisse ,,unterhalb“ von x

S

D= max |Sn(x) — p(z)|

—oo <z < o0

bzw.

D= max  [Sn ()= Sny(2)|

Vorteil der Methode: Invariant gegeniiber Skalentransformationen.

Signifikanz:

Qrs(\) =23 (1)1 1e 2"V (6.16)
v=1

monotone Funktion; Grenzwerte Qxs(0) = 1; Qxg(o0) = 0.

Damit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, dass es Abweichungen gibt,
die grofler als das gemessene D sind: Wahrscheinlichkeit (D > beobachtet)
= Qis([VNe + 0.12 + 0.11y/N,| D) mit:

N, = 4§ der Datenpunkte (1 Datensatz)
N1+ Ny

= — 2 Datensétze
N1+ No ( )
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Erzeugung von Verteilungen auf dem Computer
Zufallszahlengeneratoren wie der Generator (Linear-Kongruenz-Methode)

[rn+1 = (arp, + b)mod m mit (m,a,b) = (714025, 1366, 150889) und Tabelle
mit Startwerten)]

erzeugen in einem Intervall I gleichverteilte Zahlen (I = [0, m — 1]). Haufig
ist man aber an anderen Verteilungen interessiert = Transformation der
Verteilungsfunktion.

(i) Transformationsmethode

Wir betrachten eine normierte Verteilung p(z), = € [0, 1],

1 O<z<x1
p(z) =
0 sonst

Transformation: mit y bezeichnen wir jene Zufallszahlen, welche der gewiinschten
Verteilung p(y) folgen. |...| bezeichnet die Funktionaldeterminante oder Ja-
cobische Determinante.

d
~ i) =pla) | (6.17)
Beispiel: Exponential Verteilung
y(z) = —In(l—x)
. dx —y
~p(y)dy = & dy = e Vdy (6.18)
= Exponentialverteilung
Allgemein: Wir brauchen die Losung der DGL
dx
el 6.19
= 1) (619)

fiir beliebige Funktionen mit [ dy f(y) =1

y
~» Losung: z = F(y) = _f dy' f(y')

(ii) Rejection-Methode

Die Verteilung p(y) kann nun beliebig kompliziert sein. Wir gehen im weite-
ren davon aus, dass diese Verteilung beschrénkt ist (p(y) < B) und auflerdem
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[ ply)dy = M < o existiert. Weiter kénnen wir einschrinkend annehmen,
dass p(y) > 0V y € [a,b]. p(z) sei wie oben definiert.

Die einfachste Methode, diese Verteilung von Zufallszahlen zu generieren,
besteht nun darin, dass wir zunéichst zwei Zufallszahlen gemifl p(x) erzeu-
gen: 1 und xy. Die erste transformieren wir auf das Intervall [a, b] durch

xr1 — Z1=a+(b—a)x;

Da wir angenommen haben, dass 0 < p(y)/B < 1, kénnen wir nun mit-
tels xo entscheiden, ob wir z; akzeptieren oder nicht: ist p(Z1)/B < x2, so
akzeptieren wir 1. Durch dieses Vorgehen reproduzieren wir sukzessive die
gewiinschte Verteilung p(y).

Diese Herangehensweise kann sehr ineffizient sein, wenn p(y) beispielsweise
einen starken Peak besitzt, des weiteren jedoch fiir grofle y nur langsam
abfillt. Dann wére fast immer p(Z1)/B < x3. In diesem Fall erzeugen wir uns
mit Hilfe der Transformationsmethode daher zunéchst eine Verteilung f(y),
welche die gesuchte p(y) ,einhiillt* und welche wir problemlos integrieren
konnen. Damit ist f(y) i.a. nicht mehr normiert - [ f(y)dy = ¢, so dass wir
z1 wieder transformieren miissen

T — i’l = CI

Den funktionalen Zusammenhang zwischen y und x, welchen wir durch
Transformation von p(x) auf f(y) gefunden haben

w—Oz/y fW)dy' = F(y)

nutzen wir nun, um #; auf y; abzubilden: 3 = F~!(Z1). Ist dann

Ply1) < f(yr),

so akzeptiern wir y; wieder und generieren so die Verteilung p(y).
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Kapitel 7

Statistik realer Preise

Nach obiger beschrankung der Zeitskale konnen die Preisinderungen dxy,
als Zufallsvariable angesehen werden.

Eigenschaften der dxy
(i) fiir 7 > 10min: Unabhéngigkeit (Liquide Mérkte)
(ii) Identisch verteilt (abgeschnittene Lévy-Verteilung)

3
Py(bx) = LS (02),  p~

Lévy-Verteilung

Die bisher vorgestellten und im folgenden dargelegten Aussagen sind Er-
fahrungswerte. Insbesondere die Feststellung, dass die Preisidnderungen dxy,
durch eine abgeschnittene Lévy-Verteilung beschrieben werden kénnen be-
darf einer nidhreren Erldauterung.

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz konvergiert die Summe von N unab-
héngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen x,, im Grenzwert N — oo
gegen eine Gauflverteilung, vorausgesetzt, dass das erste und zweite Moment
der x, nicht divergieren. Nun gibt es ein ganze Klasse von Verteilungen,
welche lange Tails mit Potenzgesetzverhalten besitzen:
1
p(ﬂf)NW, 0<p<2 (|z] — o0)

Dies schliefit zwar die Konvergenz gegen die Gauflverteilung fiir N — oo
aus, doch ist damit noch nichts iiber die Existenz einer Grenzverteilung ge-
sagt. Wenn man von einer Lévy-Verteilung oder stabilen Verteilung spricht,
bezieht man sich auf solche Grenzverteilungen.
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Als stabile Verteilungen bezeichnet man solche, welche unter Faltung ihre
Form bewahren:

plal + by) x plagl + be) = /OO dip(ai(z —1) + b1)p(agl + by) (7.1)

—00

= plaz+0)

Auflerdem besitzen sie noch die Skaleneigenschaft

(@) = ar (512 ) (72)

wobei py(x) fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Summe von N Zufalls-

variablen steht.

Eine Wahrscheinlichkeitsdichte L(z) kann nur dann eine Grenzfunktion einer
N

Summe Sy = ﬁ > I — An sein (I, unabhéngig und zufillig), wenn sie
n=1

stabil ist. Eine stabile Verteilung verhélt sich im Grenzwert x — doco wie

1

~ |z Ta’

Lo () xr — £00 (7.3)

und besitzt endliche absolute Momente der Ordnug &
oo
<|:L‘]5> :/ dx |:L‘|5La, wenn 0<d<a (7.4)
— o0

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(l) gehort genau dann zur ,domain of at-
traction“ einer stabile Verteilung L, mit charakteristischem Exponent «
(0 < @ < 2), wenn

aa®ct

wobei c; <0, ¢ <0 und a > 0 Konstanten sind. Ist a = 2, so wird L, (z)
zur Gaufiverteilung. Wahrend « also das Verhalten fiir grofle  bestimmt,
beschreibt § die Asymmetrie:

5 ;—_% falls a # 1

ii% falls a =1

Aus (7.4) konnen wir ersehen, dass die Varianz einer stabilen Verteilung
(6 = 2) nicht existiert, wenn « nicht gerade 2 ist, und auerdem Mittelwert
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(6 = 1) und Varianz nicht existieren, wenn « < 1 gilt. Fiir die Ay und By
kann man zeigen:

By = aN'®
Ay = O,wenn0<a<1
AnyBy = N(x),wenn 1< a <2

Ein grofler Unterschied zwischen Gauf- und Lévy-Verteilung besteht dar-
in, dass alle Verteilungen, welche fiir groBe [ schnell genug (wenigstens wie
|I|=3) abfallen zur domain of attraction der GauBverteilung gehéren, wo-
hingegen stabile Verteilungen mit o < 2 nur solche p(l) anziehen, die das
gleiche asymptotische Verhalten («) besitzen wie die Grenzverteilung selbst.
In diesem Fall muss also gelten:

o0 <oo falls0<di<a (a<2)
() = [ s
—00 =00 fallsd>a (a<?2)

Die charakteristische Funktion der Lévy-Verteilung ist gegeben durch

In Loy () = ik — clk[® <1 + zﬂ%w(k‘, a)) (7.6)

mit ¢, o, § und vy Konstanten mit: « beliebig, ¢ > 0, 0 < a < 2 und
—1 < 6 <1 und der Funktion

tan(ma/2) falls o # 1
(2/m)In|k| fallsa=1

wk,a) =

Die Eigenschaft der Skaleninvarianz (7.2) macht diese Art von Verteilun-
gen gerade fiir Physiker interessant, bedeutet dies nédmlich nichts anderes,
als dass ein Teil aussieht wie das Ganze (Stichwort: fraktale Eigenschaft).
Andererseits ist es sehr unbefriedigend, dass die Varianz einer solchen Ver-
teilung divergiert, obwohl a priori klar ist (Messdaten), dass diese existiert.

Ein Ausweg aus diesem Dilemma kann man nun finden, indem man den Tail
abschneidet - truncated Lévy flight:

NL(1) falls — leyt <1< lew
p(l) = (7.7)
0 sonst

Abgeschnittene Lévy-Verteilung

Hierbei ist A/ eine Normierungskonstante und l.,; der cutoff-Parameter. Ist
lewt ausreichend grofl gewihlt, so besitzt p(l) deutlichen Lévy-Charakter.
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Eine weitere Moglichkeit, die Verteilung abzuschneiden, besteht darin, eine
glatte, exponentielle Ddmpfung einzubauen:

0 c_e M =0+ 1 <0 (7.8)
pit) = .
cpe Mi|m0+e) 150

Damit erhélt man einen Crossover von der Lévy- zur Gaufverteilung fiir
grofie N.

Dieser Abschnitt stellt die empirischen Grundlagen fiir die spitere Model-
lierung von Finanzmérkten und -produkten dar. Im Gegensatz zu anderen
Forschungsgebieten in der Physik oder den Naturwissenschaften allgemein,
ist es nicht moglich, kontrollierte Experimente durchzufithren. Dieser Nach-
teil wird zunéchst teilweise durch die Fiille an Daten wettgemacht, die ein
solides empirisches Fundament fiir die theoretische Modellierung bietet.

Bei der Auswertung der empirischen Daten zeigt es sich, dass es sinnvoll ist,
die Preisentwicklung der Finanzprodukte nach verschiedenen Markttypen
zu klassifizieren:

e Sehr liquide Mirkte: Markte mit groffem Handelsvolumen. Diese
Miérkte werden durch die zugeordneten Indizes beschrieben (z.B. DAX,
S&P 500, Dow Jones)

e Sehr volatile Mirkte: (Volatilitdt = Varianz): Mérkte, deren Preis-
entwicklung sehr instabil verlduft, bzw. junge aufstrebende Mirkte
(z.B. NEMAX, Kursverhéltnis US$ / mexikanischer Peso).

e Volatilitdtsmirkte: Finanzprodukte, die z.B. zur Kursabsicherung
von Aktien dienen (Optionsscheine). Der Preis dieser Produkte wird
durch das Verlustrisiko bestimmt, das mit der Volatilitat verkniipft ist.

e Zinsmirkte: Die Zinsséitze, die angeboten werden, sind laufzeitabhéngig.
Die Variation der Zinssétze ist aber nicht unabhéngig, da sie von den
Rahmenbedingungen des Geldmarktes abhéingen.

Eine Beschriankung gibt es bei der Analyse auf Zeitskalen (von Minuten bis
zu Monaten), um den Einfluss des Hintergrundes, d.h. der systematischen
Preisentwicklung, vernachléssigen zu kénnen. Die Rechtfertigung fiir dieses
Vorgehen ergibt sich aus einem Vergleich der Gréflenordnungen.

Typische jihrliche Verdnderung des Preises: ~ 10 %
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e — Mittelwert éndert sich nur um ~ 0.04 % pro Tag

e — klein gegeniiber Fluktuationen mit kurzen Zeitskalen

Zentrales Thema dieses Kapitels ist die Analyse und Modellierung der zeitli-
chen Entwicklung von Preisen. Eine Mo6glichkeit besteht darin, die Zeitreihe
x(T) des Preises eines Vermogenswertes X durch ein sog. additives Modell

N-1
x(T) =z + Z dz (7.9)
k=0

darzustellen (mit N = T'/1).

Die Preisénderungen dxg = xx11 — x  (xx = x(k7)) sind als Zufallsvaria-
blen anzusehen, deren Eigenschaften wir untersuchen wollen. Bei liquiden
Miérkten koénnen wir die dxy, fiir 7 > 10 min als unkorreliert betrachten. Es
zeigt sich ferner, dass die empirischen Verteilungsfunktionen der dxj konsi-
stent beschrieben werden durch eine abgeschnittene Lévy-Verteilung.

Dieses simple additive Modell ist allerdings nur eingeschriankt giiltig. Zum
einen werden wir sehen, dass die statistische Unabhéngigkeit der dz nicht in
jedem Fall gewéhrleistet ist, zum anderen muss auf grofieren Zeitskalen auch
die systematische Wertentwicklung beriicksichtigt werden. Es zeigt sich, dass
fiir grofle Zeiten nicht das Preisinkrement die natiirliche Variable darstellt,
sondern der sog. Return n, = ‘?—J, d.h. die relative Preisinderung.

Die Zeitreihe des Preises wird in diesem Fall von einem multiplikativen Mo-
dell beschrieben:

N-—1 N—-1 z
n=0 n=0 n

Ist die Volatilitét sehr viel kleiner als der Preis selbst, d.h. fiir kleine relative
Preisédnderungen nicht vehement, ergibt sich
Tpyl  OTp 0Ty
In N — &

~ ~ —

Tn In Zo

(Die erste Ndherung ist hierbei keineswegs trivial.)
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Ubergang zwischen additivem und multiplikativem Modell

Fiir , < 1 kann man das multiplikative Modell in das additive Modell
iiberfiihren:

ox
In(1+ng) = & —
zo

Wobei wir im letzten Schritt vorausgesetzt haben, dass die Preisénderungen
klein sind. Mit dieser Ndherung und der zusétzlichen Annahme, dass auch

N-—1
> 5;—; < 1 ist, erhalten wir das additive Modell
k=0

N—-1
TN = To + Zé:ﬂn (7.11)

n=0

Die Giiltigkeitsbereiche der Modelle kann man anhand der Varianz iiberpriifen.
Wenn der Return die natiirlich stochastische Variable ist, sollte gelten:

(022)|, = o1z

wobei ((5;162}‘1 den Mittelwert von (dz)? fiir einen vorgegebenen Preis x an-
gibt. Die obige Beziehung wiirde bedeuten, dass die Varianz des Returns
konstant ist. Dies beobachtet man nur im Langzeitverhalten; es muss also
eine charakteristische Zeit T, geben, bei der man den Ubergang vom addi-
tiven zum multiplikativen Verhalten beobachtet.

= Crossover bei T,

Damit:
e additives Regime 7 < 7,

((x(r) —w0)®) = Dr=0"21f
2,2

e multiplikatives Regime T > T,

(In? (f‘;(T)>> =o’T

o

Fiir liquide Mérkte liegt T, in der Gréflenordnung von Monaten.
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Autokorrelation
Eine weitere wichtige Eigenschaft der Zeitreihen ist die statistische Un-
abhingigkeit der Daten. Eine notwendige Bedingung fiir statistische Un-
abhéingigkeit ist das Verschwinden der Autokorrelationsfunktion.
Definition
Cl, = L<(5:pk(5wl>
M~ Dr

Autokorrelation in diskreter Zeit (z.B. 7 =5 min)

Typischer Verlauf

510 20 30 40 50 60 70 80 90
T

Man macht die folgenden Beobachtungen:

e Signifikante Korrelationen sind auf Zeitskalen der GroBenordnung 15
min zu beobachten. Die Autokorrelationszeiten sind fiir liquide Mérkte
am kiirzesten.

e Die Anwesenheit von Korrelationen suggeriert die Moglichkeit, durch
schnelles Kaufen und Verkaufen systematisch Gewinne zu erzielen.
Dies ist jedoch nicht der Fall, da die Amplituden zu gering sind, d.h.
der Profit zu gering ist, um die Kosten der Transaktionen zu decken.

Zeitliche Entwicklung von Fluktuationen

Betrachtet man die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Preisdnderungen §zy,
fiir Zeitintervalle 7 = 1,...,10% min, so sicht man sehr deutlich, dass die
abgeschnittene Lévy-Verteilung sehr gut die empirischen Daten beschreibt.
Dies gilt iiber einen Bereich von 3 Groflenordnungen der Wahrscheinlichkeit
sowie bis zu 60 in den Schwankungen dzj (o ist Standardverteilung der Da-
ten) (Abb 7.1). Wie wir oben gesehen haben, sind die Preisénderungen erst
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fiir 7 > 7% = 15min als unabhéngige Variable zu betrachten. Es ist daher
naheliegend, die folgende Annahme zu machen:

20

Log,, P(Z)

Fig. 5.6. Probability distribution pa¢(£) of the price variations £ [= S(t+At)—S(t)]
for the S&P500, determined from all records between 1984 and 1989 (about 1.5
million records). pa¢(¢) [denoted by P(Z)] is plotted versus £/o for At = 1 min,
where o (= 0.0508) is the standard deviation calculated from the data points. The
Gaussian distribution (thick solid line) corresponding to this value of o is compared
to the best fit with a Lévy distribution (thin solid line). The Lévy distribution [with
@ =1.4 and c = 3.75 x 1073, see (5.83)] gives a much better representation of the
data for /o < 6. If £/o > 6, the distribution of the index decays approximately
exponentially. Reproduced with permission from [105]

Abbildung 7.1: Die abgeschnittene Lévy-Verteilung beschreibt sehr gut die
empirischen Daten.

Die Preisinderungen werden durch eine abgeschnittene Lévy-Verteilung be-
schrieben, wenn wir Preise betrachten, die wenigstens um 7* zeitlich ausein-
anderliegen.

In diesem Fall sollten die Preiséinderungen zeitlich unabhéngig sein. Ist dies

der Fall, so sollte auf jeden Fall fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Summe

N-1
TN — Lo = g Oxy,
n=0

gelten, dass sie der N-fachen Faltung von p,(dz)

N

pn(z) = pr(0x) * ... pr(0x) = [p1(dz)]*
Nz
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entspricht. (Eigenschaft von statistisch unabhéngigen Variablen, vgl. (1.25))
Die so gewonnene Wahrscheinlichkeitsverteilung kénnen wir mit den kumu-
lativ aufgetragenen empirischen Daten vergleichen, d.h. wir betrachten:

P (0z) = i dzpn(z)

Man stellt nun Folgendes fest (s.a. Abb. 7.2):

e Die Einzelverteilungen p; () werden durch eine abgeschnittenen Lévy-
Verteilung mit g = 3/2 gut beschrieben. Die Beibehaltung dieses Ex-
ponenten zur Beschreibung von py(z) ist mit den Daten kompatibel.

e Das iiber die N Faltungen gewonnene py ist eine gute Nédherung der
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir N > 1.

e Man beobachtet eine Konvergenz gegen die Gaufverteilung, jedoch
langsamer als die theoretische Vorhersage erwarten 148t. Dies kann als
Hinweis auf fehlende statistische Unabhéingigkeit verstanden werden.

Vorlesung vom 03.06. wird nachgereicht
Marktmodelle (Physikermodelle)

(i) Perkolationsmodell
Annahmen:

- Die Preisinderung dxj, spiegelt die Diskrepanz zwischen Angebot
und Nachfrage wider:

02k X q Y Pa
(0%
q =Menge des Bedarfs, a Marktteilnehmer

—1 verkaufen
Po = 0 halten

1 kaufen

'Bei empirischen Daten, die nicht a priori von diskreten Variablen abhingen, ist der
Vergleich der kumulativen Verteilungen giinstiger, da jede Unterteilung der Datensétze in
diskrete Intervalle mit dem Verlust von Informationen verbunden ist.
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© S&P 15 minutes

10 ¢ v S&P 1 hour
o S&P 1 day
% a S&P § days
'§: y
5 A
10°
28
10* | i 13 ;
10° "
10° 10° 10°
8x

Fig. 5.7. Cumulative probability distributions (5.88) of the S&P500 (data from
November 1991 to February 1995) versus the price variations AS (denoted by §z in
the figure) for At* = 15min (o) and for T = 1h(y),1day (O) and 5 days (A). Two
data points are shown for each time; they correspond to Prob[z > AS] for AS > 0
and to Prob[z < —AS] = F(—AS) for AS < 0 [see (2.11)]. The empirical results
are compared to the hypothesis of a convolution (5.87) of a truncated Lévy flight
(solid lines). The parameters of the truncated Lévy flight (5.86) are optimized for
At* = 15 min after fixing & = 3/2: A=! = 2.21 and ¢ = 0.17. The splaying-out of
the probabilities for positive and negative AS could partly result from statistical
inaccuracies of rare events, but could also indicate an asymmetry of the distribution
perhaps due to drift in the index. The power law Prob[z > AS] ~ (AS)~2 [see
(5.99)] is indicated (thick solid line). This power law is not contained in the original
figure which we reproduce with permision from [15]

Abbildung 7.2: Darstellung von P;_ (0x)

- Die Marktteilnehmer sind verbunden mit der Wahrscheinlichkeit

p/N, N = der Marktteilnehmer

Korrelierte Teilnehmer haben die gleiche Strategie, d.h. ¢, = @y
= Entscheidung in Gruppen (= Perkolationsproblem fiir d = co)?

Damit Preisdnderungen:

s g 3 N(A)p(A)
A

2d = 00, da jeder Merktteilnehmer mit jedem anderen verbunden sein kann. Perkolation
bedeutet, dafl jeder Teilnehmer mit jedem anderen iiber eine Kette von Links verbunden

und der Markt somit gleichgeschaltet ist.
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mit Y N(A) = (N), N(A) = § Marktteilnehmer in einer Gruppe

A
Falls p < 1 bleiben die Gruppen endlich — Entwicklung fiir 1 — p =
e < 1. Verteilung der Clustergrofie (N > 1):

p(N) !

= €Xp [—62N] N<N

2
Diskussion p =1 — p(N) ~ N3

Damit sind die dx; Summen von Zufallszahlen, die einer
algebraischen Verteilung entsprechen — p = 3/2 (Lévy-
Verteilung)

p<S 1 abgeschnittene Lévy-Verteilung
p=1 Crash (Es gibt mit Wahrscheinlichkeit 1 einen Cluster der
GroBe N)

Problem: Wie ensteht die Struktur der Gruppen? — erfordert Modell
zur Meinungsbildung

(ii) Rickkopplungsmodell
Idee: Tkl = Tk + 0xCk

mit j Zufallszahl mit Varianz 1
o héngt von der fritheren Volatilitat ab

Toy-Modell

Orr1 — 00 = (1 —€)(or — 00) + €|orCk

= Kopplung an den letzten Tag?

Fiihrt auf Fokker-Planck Gleichung fiir p(o,t)

3p(0, t) 8(0‘ - 50)]9(0-7 t) + 02 820'2]0(0', t)

ot do T 02

mit ¢? =Varianz von 6¢
Go=o09—€r 7= (|o(])
|0kCk| = & + 00¢

3Ist o) = 00, so addieren wir also lediglich eine kleine Zahl hinzu. Ist o = aog, o > 1,
so gilt o1 < o, falls |G| <1 —1/a.
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Gleichgewichtslosung:

mit g =1+ (%)™ > 1

= Fiir viele Verteilungen des Rauschens hat man asymptotisch Potenzge-
setze mit dem Exponent p.

€ — 1 (Short memory) : Power-laws | {Jherreaktionen fiihren

€ —0: [ — 00 zu dem Potenzgesetz

Zusammenfassung

Tatséchliche Statistik realer Preise und Brown’sche Modelle stimmen nicht
iiberein.

Brown’sche Modelle

- Man nimmt an, dass die relativen Returns unabhéngige Zufallsvaria-
blen sind.

- Man nimmt an, dass die elementare Zeitskala 7 — 0 konvergiert (d.h.
dass man einen Prozess in kontinuierlicher Zeit hat), so dass man
den zentralen Grenzwertsatz fiir endliche Zeitskalen immer verwenden
kann.

= Preisinderungen gehorchen der Log-Normal-Verteilung. Der Prozess ist
skaleninvariant.

Aber

Asymptotik der Verteilung wird nur sehr schlecht von einer Gaufiverteilung
beschrieben.

- Man hat Korrelationen auf einer Zeitskala von ~ 30 min = 7 — 0 ist
Unsinn

- T* = N x 7: Zeitskala auf der nicht-gauflische Effekte wichtig sind
liegen in der Groflenordnung von Tagen

- Zeitskala von Volatitlitdtsschwankungen in der Gréflenordnung von
Tagen bis 1 Monat

- T, Zeitskala auf der Crossover von additiven Variablen zu multiplika-
tiven Variablen stattfindet liegt in der Gréflenordnung von Monaten

= Modelle, deren einziger Parameter die Volatilitét ist, miissen fehlschlagen.
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Extremes Risiko und optimale Portfolios

Risiko bei Anlagen ist natiirlicherweise mit der Volatitlidt verkniipft.

Logarithmischer Return:

=20

o

mit (7T) Preis eines Werpapiers zur Zeit T’

P(z,T|xo,0)dz: Wahrscheinlichkeit, dass der Preis zur Zeit T im Intervall
[(T),z(T) + dx] ist

Damit Volatilitdt Varianz von R(T):

1
o2 = T [/ dx P(z,T|xo,0)R? — (/ dx P(z,t|xo,0)R(T))?
Die so definierte Volatilitdt wird als Maf fiir das Risiko genommen. Multi-
plikatives Modell

N—

| =X mam
k=0

—_

R(T) = In [‘U(?

T
mit N =T/r.

Gewohnlich: N — oo = R(T) wird gauBlverteilte Zufallszahl (zentraler
Grenzwertsatz, Annahme: 7, sind unabhéngig)

e Mittlerer Return: m7 mit m = (In(1 + ng))/7
e Standardabweichung oT

Damit: Verteilung von R(T) wird durch zwei Werte parametrisiert und zwar
m und o

Problem: N — oo ist ungerechtfertigt wegen der Autokorrelationen

Interpretation (fiir N — 00):
Preis von X: z(T) = xg exp[mT +0v/T(]; ¢ Zufallszahl mit (¢) = 0; (¢?) =1

Wenn T > T = o2 /m wird der Preis vom Mittelwert dominiert, d.h. Ver-

lustrisiko wird gering. Typische Werte sind m = 10%, o = 20% (Jahreswer-
te) = T' =4 Jahre
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Sharp-Verhéltnis
mT A
S=——==\T1T/T
oz VT
misst Signal / Rausch Verhéltnis

Bemerkung: Fiir kurze Zeiten hat man additives Modell:

Preis fiir kurze Zeiten:
X(T) = zoexp [T + oVT(] = o + mT + VDTI(
—_——
<1

mit m = mzy und 230% = D
Beachte: ( ist nicht gaufiverteilt; wesentlich fiir die Risikobestimmung.

Verlustrisiko und Verkniipfung von Wert und Risiko (VaR)

Zentrale Rolle der Volatilitat durch Gauflverteilung
Probleme:

e Risiko ist verkniipft mit Verlusten, bei der Schwankung sind Gewinne
und Verluste gleichwertig

e 7ZGS nur im Zentrum der Verteilung gerechtfertigt, Risiko wird aber
durch extreme Spriinge definiert

e Man sollte kumulative Effekte beriicksichtigen

Def. Wahrscheinlichkeit mehr als A zu verlieren:
Plow < —A] = Po[—A] = / d(5z) P, (52)

mit dz = z(T') — xo, Pr(dx) = P(0x + xo, t + T|x0, t)

Alternative:
Man gibt Py,r = P[0z < Avar] vor und bestimmt Avy,r nachher.

Interpretation:
Py,r =0.01; 7 =1 Tag = dx < Avar passiert nur alle 100 Tage.
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Weitere wichtige Grofie:
Wahrscheinlichkeit, dass der grofite Einzelverlust, der in einem Zeitraum
Tva.r von N7 auftritt, A ist:

1 Tag
P(A,N) = N [P>(=A)]¥ " Pr(=A)
mit P~ = Wahrscheinlichkeit dz > —A und P, = Wahrscheinlichkeit fiir
A, s gilt Po(—A) = 7:d(5:v) P.(52).

PAN) A

max

P-(A) zerféllt schneller als jedes Potenzgesetz.

Fiir groe N wird P(A, N) durch die Asymptotik von P-(A) bestimmt. Un-

ter der Voraussetzung (7) findet man P(A, N — oco0) = e~ e

Das Maximum liegt bei A = Ayar, wenn Pyar = %

Beispiele:
GauBlverteilung

Avar +m1
Po. (—2YRTT) _ p
G< ( o170 VaR

= Avar = V20170 erfct [2Pyar] — mq

= Direkte Verkniipfung mit der Volatilitét.

Im Allgemeinen gibt es diese direkte Verkniipfung nicht, Gauflverteilung ist
nicht sehr realistisch.

Man kann aber die Verlustwahrscheinlichkeit selbst fiir solche Verteilungen
berechnen, deren Varianz divergiert, Beispiel Lévy-Verteilung

p AL
P (6x) ~ I fiir 6x — 0 und p < 2
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_ap-Y
— Avar = APk

= Die Verlustwahrscheinlichkeit wird von A bestimmt.

Zeitliche Aspekte

Problem: Der Verlust in der bisherigen Betrachtung bezog sich auf den
Verlust zum Ende des Zeitintervalles [k, (k 4 1)7].

Im Allgemeinen wird aber der grofite Verlust innerhalb des Zeitintervalls
liegen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der maximale Verlust innerhalb des Intervalls
einen bestimmten Wert iiberschreitet, ist:

Plxio — xop < —A] = 2P[xg — Top < —A]

mit: z = Preis; lo: niedrigster, op: open (z.B. der Intervalls) und cl: close
(zum Ende des Intervalls)

= Verdoppelung der Wahrscheinlichkeit gegeniiber der Analyse zum Inter-
vallende.

Begriindung: Betrachte eine 777 von x(T")

X(T)

beide Pfade haben gleiches Gewicht

Verluste in unendlichen Intervallen

Fragestellung: Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der minimale
zukiinftige Preis zmin ist7 (zo: Ausgangspreis)

Es sei

Amax = L0 — Tmin
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Falls P(dz) exponentiell fiir jz — —oo abfillt

« Amax
A P(Amax A N exXp (—A—O>

mit Ag als Losung von

/d(é:p) exp[f\—xo P.(0x) =1 (7.12)

Begriindung (Selbstkonsistenzbedingung):

Def.

Po®) = [ d s P (7.13)
A

Betrachte das Problem zur Zeit t = tg +7 = x = xg + ok

<-A= Apxx>A
dzp § > —A = Ausgangsproblem (wg. unbeschrinkter Zeit)

wg. verschobenem Startwert

= (Integration iiber alle dxy)

Po(A) = _fA bz P, (52) + 7; 6z P63 Po(52) P (A + 67)
Falls 1 > A, ist der erste Term zu vernachléssigen (checken!).
Ansatz: P<(A) = Aexp(—A/Ag) fithrt auf 77.

Einfache Beispiele:

Gemischte Fluktuationen

P.(6x) = — 2 M]

exp | —
V2t DT p[ Dt

77, quadratische Ergénzung = Ag = D/2m

Konsequenzen:

e Ohne Drift macht der maximale Verlust keinen Sinn

e A ist das MaB der Fluktuationen fiir Zeitskala 7' = D /2m .
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Auswertung fiir den exponentiellen Fall

P.(0x) = % exp(—aldx — m7|)

Bedingung;:
T ox
/ d(6z) exp(— L P (52) = A
Ag
fithrt auf:

e omTY
042—A62 *P Ao )

Falls mra < A (Entwicklung von exp), findet man Ag = —2

mTa?

Lebensdauer der grofien Verluste: Berechnung der Returnwahrscheinlich-
keit zu xg. Fiir grole Zeiten hat man die Form

r1/2 T
P(T) ~ T3/2 eXP(—%)

= T ist die charakteristische Zeit (i.A. grofer als (T) ~ /77" ), die man fiir
die unterschiedlichen Prozesse zu bestimmen hat.
Begriindung der Selbstkonsistenzgleichung
Amax =maximaler Verlust= z — i,

Falls P-(0x) ~ exp(—adx)

P(Amax) X eXP(—AmaX/AO)

Ao geht aus Selbstkonsistenzgleichung hervor.

Wenn wir zum Zeitpunkt ¢ = ty einen Preis © = x( festsetzen, so ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der maximale Verlust groflier als A sein wird
(zu einem beliebigen spiteren Zeitpunkt), gegeben durch

P, = /A dAmaxP(Amax)

Wenn nun zum Zeitpunkt ' = tg + 7 ein Preis x = xg + Jd, vorliegt, so
haben wir eine Wahrscheinlichkeit von P~ (A + dz), dass doch noch zu ei-
nem beliebigen spéteren Zeitpunkt mindestens der Verlust A verglichen mit
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dem Anfangswert xg realisiert wird. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich der
Preis im Zeitschritt 7 gerade um dx gedndert hat, ist jedoch gegeben durch
P-(0x). D.h. entweder wird der Verlust A bereits im ersten Zeitschritt ,er-
reicht“ oder in einem spéteren. Somit schreibt sich P~ (A) als

Po(A) = /  d(6n) P52 + / OAO d(6) P, (62)Ps (A + 62)

Portfolios nicht korrelierter Wertpapiere
Bemerkungen
e Zusammensetzung der Portfolios

- M risikoreiche Wertpapiere mit Preis x;, i =1,..., M

- 1 weniger risikoreiches Papier mit Preis zq

e Wert des Portfolios:
M
S:Znixi(T), W:S(T:O):Zniaz?
i=0

Anfangsbedingung: 29 = 1¥i = 0,..., M
= W =>"n;, Anteile p; = n;/W

e Die Risikoparameter m,; (Drift) und D; (Varianz) seien bekannt (Pro-
blem: man kann immer nur historische Werte annehmen, um diese
Groflen abzuschétzen)

Unkorrelierte ,,gaulische® Wertpapiere

Es sei die Preisdnderung des Papiers ¢ gauf3iverteilt um m;7T mit Varianz D;T.
Wegen der Stabilitit der Gauflverteilung ist auch der Preis des Portfolios
gauf3verteilt.

M M
my =Y _pimi=mo+ »_ pi(m;—mg),  mit » p;=1
i=0 i=1

Varianz (Dy = 0)

M
Dy, = ZP?DZ'
i=1

- Minimierung der Varianz ohne Randbedingung = pg =1

- Maximierung des Returns = Wertpapier mit dem gréfiten Return wird
ausgewdhlt
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Interessant: Bestimmung des Portfolios, das fiir vorgegebenen Return m,,

das Risiko minimiert

= KEinfithrung des Lagrange Multiplikators:

d(Dp — Cmy)
Opi

pPi=p;

Nebenbedingung: ¢ so, dass der mittlere Return genau m,), ist. Dies ergibt

fiir gegebenes (:

2pri = C(mi—mo) iZl,...,M
M
Py = 1-Y p}
1=1

Gleichung fiir ¢ (aus der Zwangsbedingung (7.14))

M
¢ o (mi —mg)?
mp —mo =g Z ZT
=1
M
py = &y mimmo)”
14 Di

Parabel der optimalen Portfolios

N

unmogliche Portfolios

Return

maogliche Portfolios

. zusatzliche Zwangsbedingungen

Risiko
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Unkorrelierte Wertpapiere mit algebraischen Preisfluktuatio-
nen

Fluktuationen des Assetpreises:

pAY
|6 |11

P (6x;) ~

0x; — 00

mit g > 1; algebraische Verteilungen sind stabil unter Additionen (u < 2)

Tail-Parameter fiir das gesamte Portfolio
o= Yot

(beschreibt das asymptotische Verhalten des gesamten Portfolios); Wahr-
scheinlichkeit, dass der Verlust den Wert A iiberschreitet

AP
P.(A) = A_i

Diese fithrt auf

pp; AL = C (i — my)
mit ¢ aus
1/(p-1) M _ —L
()" Sy

=1

Damit ist die Verlustwahrscheinlichkeit des optimalen Portfolios gegeben

durch
S Am i=1 A.“+1

Eliminierung von ¢ = P* ~ (m, — mg)*
e Fiir p > 2 ist nur die Asymptotik stabil = die Mitte wird gaufiverteilt.

e Crossover, ab dem die Korrelationen von Gauf3 zum algebraischen Ver-
halten iibergehen.
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Kapitel 8

Futures und Optionen

Futures und Optionen

Dieses Kapitel soll in die Preisfindung von sog. Futures und Optionsschei-
nen einfithren. Bei Futures handelt es sich uhrenm bérsennotierte Forward-
Kontrakte, d.h. um Vertrége iiber den zukiinftigen Preis eines Wertpapiers,
eines Rohstoffes etc. zu einem festgelegten Zeitpunkt. Bei einem Options-
schein erwirbt man sich das Recht (aber nicht die Pflicht!) einen Asset
(s.0.) zu einem bestimmten Zeitpunkt kaufen (call) oder verkaufen (put)
zu kénnen.

Fiir die Preisbildung ist es wichtig, ob die Preisdnderungen als korreliert
anzusehen sind oder nicht. Solche Korrelationen werden durch die Effizienz
des Marktes unterdriickt: Da das eingesetzte Kapital endlich ist, kann es
keine offensichtlichen Handelsstrategien geben, die zu systematischen Ge-
winnen oberhalb des Marktniveaus fithren. Dies impliziert aber nicht, dass
Preisspriinge unkorreliert sein miissen, sondern nur, dass sie die Transakti-
onskosten nicht decken.

Futures und Forwards

Forward-Vertrag F: Kauf eines Assets X zum jetzigen Zeitpunkt ¢ = 0
mit dem Auslieferungsdatum T = N7 in der Zukunft. Was ist der Preis?
Der Preis sollte fair sein, also weder Kéufer noch Verkédufer systematisch
benachteiligen. Bilanz (aus Sicht des Verkéufers):

AWp =F —x(T)

wobei F der Preis des Forwards und x(7") der Marktpreis zum Zeitpunkt 7'
ist.

= F3=(z(T)) = /dw x P(xT)xo,0)
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Dieser Preis kann aber nicht der tatsdchliche Marktpreis sein, da er keine Ri-
sikotiberlegungen miteinbezieht. Eine risikofreie Strategie, an der der Preis
orientiert sein sollte, ist die folgende: Man kauft den Asset zum gegebenen
Zeitpunkt zg, um ihn dann zur Zeit T wieder zu verkaufen.

Dabei entstehen durch die Kapitalbindung Kosten, da man sich das Kapital
in einer risikolosen Anlage verzinsen lassen koénnte.

F = roT rr
mit dem Zinssatz pro Zeiteinheit 7.
Gobale Balance

Wir betrachten nun die Wertentwicklung, die eine mégliche Handelsstrate-
gie mitberiicksichtigt.

Gesamtkapital (zur Zeit t,, = nr)

B, ist die Investition in ein festverzinsliches Papier und ¢,, die Investition
in Asset X.

Wertentwicklung

W1 — Wi = ¢n(Tni1 — o) +Bup  (p=17)
—_———

Preisdnderung

mit p = Zinsen

Handel: Anderung von B,, unter Beriicksichtigung des Zukaufs:

Bn+1 - Bn - Bnp — Tn+1 (¢n+l - ¢n)
—_——
Menge des gekauften Assets
Losung:
k
Bp=(14p)"Bo— > ak(¢r — dr—1)(1+ p)* "
k=1
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in (8.1):

k-1

Win=Wo(1+p)" + Z%(W;H — Tp — PT)
k=0

mit 8" = gy (14 p)n k-1

Alternative Darstellung durch sog. reduzierte Preise

Fr=ap (14p)7"

k-1

o W = (L4 p)" Wo+ ) ¢ (Frgr + 31)
k=0

Die letzte Darstellung hat den Vorteil, dass man die Preisédnderungen des
risikobehafteten Wertes direkt der Gewinnerwartung des festverzinslichen
Papiers gegeniiberstellt.

Die Gesamtbilanz muss noch zwei weitere Preise beriicksichtigen: den des
Forwards und den Preis des Assets zum “Liefertermin”. Wir finden also (aus
Sicht des Verkiufers):

Wy =F —an+ 1+ o)™ (Wo+ ) o + &)
k=0

Ergebnis des Handelns

wobei F der Preis des Forwards (Einnahme), x ; der Preis des Assets (Wert,
der dem K#ufer iibergeben wird) ist.

N-1

=F+ 0+ p)NWy -z + Z (Pr — D) (Zp+1 — Tn)]
k=0

Der Zufall (und damit das Risiko) lisst sich vollstindig eliminieren, falls

~Wy=F+(1 —|—p)N(W() — )
Damit finden wir, wie schon durch die Plausibilitétsiiberlegung vermutet:

F =201+ p)N ~ o7

unabhéngig von dem statistischen Eig.
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Optionen

Wir betrachten européische Kaufoptionen, die im Gegensatz zu den ameri-
kanischen Optionen nur zu einem bestimmten Tag geltend gemacht werden
konnen.

Die Preistheorie wurde im Jahre 1900 von Bachelier begriindet, der einen
fairen Kaufpreis anhand des zu erwartenden Assetpreises x(T') errechnet
hat. Ahnlich wie bei den Futures ist jedoch nicht dieser Preis der relevante,
sondern derjenige, der eine Handelsstrategie beriicksichtigt. Dieses Problem
wurde von Black & Scholes 1973 fiir einen kontinuierlichen Gaufiprozess
gelost: Es existiert eine Strategie mit Risiko 0, wenn die Preisédnderungen
durch einen kontinuierlichen Gauprozess beschrieben werden.

Bilanz fiir den Wert: (fiir den Zeichner der Option)
Wy = [Wo+CJ(1 4 p)Y —max (zy — z5,0) + Zeév(ivk_l’_l — 1z — Szy)

wobei xg den “Strike” Preis, also den durch die Option festgelegten Preis
zur Zeit T', bezeichnet.

Der Bilanz liegt zu Grunde, dass:
e die Pramie (Preis der Option) C sofort gezahlt wird
e cin Verlust nur dann eintritt, wenn xy > xg
e cinen Hedging Strategie angewandt wird

Wichtig: Durch Y(zy) max (xy — g,0) wird eine Nichtlinearitét ein-
gefiihrt, die, wenn die Fluktuationen nicht gauflverteilt sind, eine risikofreie
Strategie ausschlieflen.

Aus (AW) = 0 folgt [AW = Wx — Wo(1 4+ p)V:

(1+p)NC = [(max(zn — 25,0)) = (O (z11 — x5 — pay))]

=

b
I
o

= Der Preis hiingt von der Hedging Strategie ab (65 = ¢7 (1 + p)N—k=1y,
Der oben angegebene Preis ist der faire Preis; es wird in der Regel einen
Risikoaufschlag geben.

Groflenordnungen

Lange Laufzeiten fithren zur Verteilung von z(T'), was durch die Gaufiver-
teilung genihert werden kann (Mittelwert mT', Varianz DT = o2x3T)
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Berechnung fiir zg = z¢ (“at the money”)

T T —Tg (v — z9 — mT)?
max (z(T) — xg,0 = dr ——— exp(—
s
N DT+mT+® mAT3
o 2 2 D

falls mT <« /DT

Beispiel: T = 100 Tage, tégliche Volatilitit o =1 %; m =5 %; 2o = 100
Punkte

~s g ~ 4 Punkte
2
T
mT ~ 0.67 Punkte

Der Effekt der nicht verschwindenden Returns wird durch den Handel noch
weiter abgeschwécht. In einer ersten Néherung kann man daher mit m = 0
rechnen. Die Zinsen (Hp)™N C haben fiir typische Laufzeiten einen geringen
Effekt (z.B. I' = pr ~5 % /Jahr = Korrektur fiir 100 Tage ~ 0.06 Punk-
te). Die Kosten fiir die Hedging Strategie sind nicht zu vernachlissigen:
~ (¢)xorT ~ % Punkte (= 16 % des Optionspreises).

Quantitative Analyse des Optionspreises
Annahme: Preisspriinge konnen dargestellt werden als
Tyl — T = pT) + Omp,

mit: (0x) = m, = m7 ; Wir betrachten zunéchst (s.0.) m = 0: Die Hedging
Strategie hingt offensichtlich nicht von dx ab, da der Kauf vorher festgelegt
werden muss.

<6k5xk> = <9k><5xk> =0 (m = 0) (8.2)
=C _ (l—i-p)_N (max (zny — xg,0))
= (14+p 7V / dx(x — xg) P(x, N|xo,0) (8.4)

[ wegen (8.3) gilt: (xg41 — Tk — prK = T + 0T — T = O))]

89



Wir brauchen nun also ein Modell fiir die Preisentwicklung. Es sei dzp =
Nexr (mit N < 1); ng sei verteilt wie P(ny)

Die nj, sind unabhéngige Zufallszahlen. Damit kann dann P(z, N|zo,0) ein-
fach berechnet werden.

Transformation der Variablen

z— zo(1+p)NeY

o0

=C= xo/d?/ (¥ — )Py (y)

ys

mit: yg = log ( pr}N> und Py (y) = P(y, N|0,0)

1‘0[1
zr = x0(1+p)kev®
2
Nk M.
_ ~ _ Uk =0
Yk+1 — Yk 1+p 9 Yo
+O(n°,np, ...)
N-1
Verteilung von yy = > [ﬂT’“p — %‘“} im Fourierraum
k=0
Pu(z) = [P, () (8.5)
mit
P(z) = /anl(n) exp |iz S/ 77_2 (8.6)
1+p 2

Der Limes von Black & Scholes

P1(n) sei gauBverteilt mit Mittelwert (n) =0 ; o1 = \/(n?) = 0/7 aus (8.6)
und (8.5).

Damit erhilt man fiir N > 1:

Pu(y) = ———— exp <_W>

. 27rN;12 2Noy
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Wir betrachten also den (unrealistischen!) Limes N = T/7 — oo mit:
No? = To? endlich.

= Man erhilt den log-normal Prozess ! in kontinuierlicher Zeit.

Das fiihrt (mit der Ersetzung (1 + p)V — e7T) auf dem Black & Scholes
Preis:

T duley — ovs 1 02T /2)2
CBS(Q?O, xs, T) = X y( ) exp (-M)

Voro?T 202T

yS

Yy —7T Yz
ToLGg> < \/—> xrsc G> ( \/—>

mit xg als Ausgangspreis und zg als Strike Preis.

Wobei y, = log(zs/x9) — 7T £ 0*T/2 und Pg~ die kumulative GauBvertei-
lung sind.

Diskussion: Die Eigenschaften von C'gg lassen sich durch die sog. “Greeks”
beschreiben, also: den Ableitungen nach den Variablen von Cpg.

Die Abhéangigkeit vom Ausgangspreis xg wird durch A = g—g) > () beschrie-
ben, d.h. der Preis der Option wichst mit zg, da es wahrscheinlicher wird,
dass die Option den Strike-Preis passiert. Weiterhin héngt der Preis von der
Laufzeit der Option T und der Volatilitéit o ab. Dies wird durch © = g—g <0
und v = % > 0 charakterisiert. Fiir 77" < 1 kommen die Variablen nur

in der Kombination ov/T vor. Fiir wachsendes ov/T wird der Optionsschein
teurer.

Additive Modelle (Bachelier Limes)

Wir betrachten nun ein additives Modell:
N-1
N = mo(l + /))N + Z 5wk(1 + p)N7k71
k=0

wobei dz, die stochastische Variable ist. Fiir groBe N wird zx — zo(1 + p)V
gauflverteilt mit Mittelwert O (falls m = 0). Aus dem zentralen Grenzwert-
satz ergibt sich dann sofort fiir die Varianz co(7T):

N-1
2(T)=Dr > (14 p)> = DT[1+p(N —1) +0(p*N?)]
=0

"'Wir sprechen deshalb von einem log-normal verteilten Preis, weil wir das multiplikative
Modell benutzen, in dem die Returns 7, die natiirlichen Variablen sind.
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Dr ist die Varianz der dzy, wobei die Volatilitit durch D = 0?22 gegeben ist.

Damit ergibt sich fiir den Preis

., r dx
Cs(zo,z5,T) =e ™ /\/T(T)(x—ms)exp <_T(T)

Falls Zinseffekte keine Rolle spielen, erhilt man

[e.9]

Ts

Dieses Ergebnis ldsst sich auch aus der Black-Scholes Formel gewinnen, wenn
f:—]g — 1k 1 ist.

Reale Optionspreise

Wir wenden uns nun realistischen Verteilungen fiir die Optionsscheine zu.
Dazu betrachten wir zunéchst den Fall, dass:

e die Verteilung der dxy beliebig sei.

e Zinseffekte keine Rolle spielen, d.h. p = 0.

e Der Preisunterschied xy — z¢ als Summe von N = T'/7 unabhéngig und
identisch verteilten Zufallsvariablen darstellbar ist. N sei endlich = man
muss die “Fat Tails” der Verteilungen beriicksichtigen.

In der Praxis werden diese Effekte empirisch beriicksichtigt, durch die Einfiithrung
einer implizierten Volatilitéit (xg,T'), die die Differenz zwischen realem und
Black & Scholes Preis korrigiert. Die Einfithrung von (zg,7) macht aus der
eigentlich vorgegebenen Volatilitéit einen variablen Parameter, der an die hi-
storischen Daten angepasst wird. Die empirischen Daten zeigen, dass (zg,T")

mit |zg — xg| wichst (daher die Bezeichnung “volatility smile”.

Die Einfithrung eines solchen ad hoc Parameters ist aus theoretischer Sicht
natiirlich nicht sehr befriedigend. Eine einfache Korrekturmoglichkeit be-
steht darin, dass man eine nicht verschwindende Kurtosis k1 beriicksichtigt.
Man kann zeigen (Ubung), dass sich fiir k1 # 0 der folgende Preisunterschied
zum Bachelier Preis ergibt:

B _ K,7 |DT (rg —x0)?] (x5 — =0
Al = Ce = Cr0 = 2 \| 5 &P { 2DT oDT

Andererseits fiihrt die Anderung von Cly—o(zg,2g,T) durch 6D = 202250

auf:
_ /T (x5 — 20)
(5Ck:0(370,1’5,T) = 50’370 o exp |: SDT
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= k1 # 0 kann durch die Einfithrung einer effektiven Volatilitit » (zg,T) =
o + 0o produziert werden:

S (zs,7) =0 [1 + “;Z) <(‘”Sl;1?°)2 - 1)]

mit k(1) = k/N.

Diskussion:

e Die Korrektur von k1 # 0 reicht bereits aus, um ruhige Mérkte (d.h. mit
konstanter Volatilitét) zu beschreiben.

e Die quadratische Form ist verantwortlich fiir den sog. “volatility smile”
(Skizze Fehlt)

e Es konnen auch andere Effekte wie die Nichtstationaritét beriicksichtigt
werden.

Optimale Strategie und Restrisiko

Bislang wurde die Hedging Strategie vernachléssigt, da wir (¢xdz;) = 0
vorausgesetzt haben.

Im allgemeinen Fall wird es aber wichtig sein, das Hedging in die Preisbi-
lanz miteinzubeziehen. Wir werden sehen, dass es im Black & Scholes Limes
eine optimale Hedging Strategie ¢* gibt, die auf das Risiko R* = 0 fiihrt.
Wenn man aber reale Annahmen iiber den Kursverlauf macht, ist eine sol-
che risikofreie Strategie nicht moglich. Wir erhalten dann das Restrisiko

R = \/(AW[n]).

Zur Veranschaulichung des Problems behandeln wir zunéchst den folgenden
einfachen Fall:

Man kauft mit dem Ausstellen der Option die optimale Menge des betref-
fenden Assets (bei hohen Transaktionskosten evtl. eine geeignete Strategie):

N-1
~ AW =C — max(wN—xs,0)+¢Z dz, (p=0)
k=0

Fiir (0xg) = 0 und (dzdx;) = D7y folgt

R? = ((AW)%) —(aW)?
= ND7¢* —2¢((xn — o) max (zy — zg,0)) + RZ

mit R = ( max (zy — x5,0)?) — ( max (zny — 25,0))
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(intrinsisches Risiko = Risiko ohne Hedging).

Der optimale Wert ¢* fiir den Parameter ¢ ergibt sich aus Ccll—g o =0:
o0
1
0" = o [ date — 29)(@ - a0) Pla, Nlao,0)

Ts

=((xny—z0) max (zxy—x5,0))

Im Fall, dass P(x, N|xg,0) gauBverteilt ist, ergibt sich (N7 =T):

17 d o)
¢ = or [ et e [

_7d_x( ) L ep [ 0)
VarDT . or P | 2DT
s

[e.e]

5 — / dz P(z, N|zo, 0) (8.7)

Ts

Dies entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass die Option ausgefiihrt wird.
Skizze fehlt

Vorgehen wie in der Variationsrechnung. Man gibt eine Familie von Strate-
gien vor, die dann optimiert wird.

Allgemeiner Fall

Im allgemeinen Fall héngt die Strategie w,]j von den Preisen zj, ab, so dass:

=

AW = C(1 + p)V — max (zx — z5,0) + Z Y (xk)dzg
h=0 (L+p)N=F=1gy,
Wir erhalten wiederum einen Term o< 1%, einen o 1 und einen unabhiingig

von 1 (und damit unwesentlich fiir die Optimierung). Die wesentlichen Ter-
me sind also:

N-1 N-1
> AW 62) — 2 ) (43 S max (e — ws,0))
k=0 k=0
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wieder mit:
(6z) =0 und (Jwpdz;) = (627)0k,

Es gilt nun (die Strategie 12 hingt von zj ab):

(D)2 (622) = / dx) (2)]2 P, klio, 0) (622)
und

(N §zp max (xy — x5,0)) = /dm YN (z) Pz, k|xo, 0)z
a:/dac’(&xk)(ak)ﬂ(x/’m(x’ —xg) P(2', N|z, k)
s
(5@‘;@)(%@_)(951, ~) bedeutet, dass wir solche Preisinkremente nehmen, die von

x zur Zeit kT nach 2’ zur Zeit T = N fithren (ohne die Beschrinkung hitte
man natiirlich (dz) = 0).

Die Funktionen w}z{v miissen so gewahlt werden, dass R minimiert wird. Dies
wird durch die Funktionalableitungen 9/0v: (r) bewerkstelligt.

Funktionalableitungen lassen sich plausibel machen, indem man die Funk-
tion ¢ (z) an den n-Stiitzstellen ¢ (i) betrachtet. Nach diesen Variablen
kann dann wie gewOhnlich abgeleitet werden. Die Funktionalableitung ent-
spricht dann dem Kontinuumslimes dieser Ableitungen.

OR N 9
—_—— = 2 P(x, k|xg,0) (&
—2P(x,k:]a:0,0)/dm’(éxw(%k)ﬂ(x/,]v)(x’ —xg) P(2', N|z, k)
s
Damit erhalten wir
wljfv*(x) = <5l‘2> /dx/<6‘rk>(:v,k)*>(z’,]\/)(xl - $S) P(I‘I,N’.T, k (88)
k
zs

Die einzige Annahme, die dieser optimalen Strategie zugrunde liegt, ist, dass
die dxj, unkorreliert sind.

Falls die dxj, identisch verteilt sind, gilt

-z

<6$k>(w,k)—>(x’,N) = N _k
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(intuitiv klar: jedes dxy tragt im Mittel gleich viel dazu bei, um von x nach
a2’ zu kommen.)

Damit erhalten wir dann

[e.e]

o (z) = [ da’

Ts

-z (' — xg) P(z', N|z, k)
DT(N — k) s R
Falls P(z', N|z,k) durch eine GauBverteilung approximiert werden kann,
gilt:
-z , OPg (2, N|x, k)
—_— Nz, k) =
Drv — gy Lol Nla: k) Oz

0Cps[zr,xg, N — k|
ox

M¢k*(x:33k) =

Dies ist das sog. “Delta”-Hedging.
Die Formel besagt, dass Preisinderungen dxj der Optionspreise zwischen k
und k+ 1 exakt durch den Gewinn oder Verlust ¢} (x = x},)dz), kompensiert

werden.

Restrisiko (durch Einsetzen von ¢*)

N-1
R =R2—Dr Z /dx P(x, k|xo,0) [¢p (z)]?
k=0

Im Black & Scholes Limes kompensieren sich die beiden Terme, so dass
R** = 0. Dies ist fiir reale Preise jedoch nicht der Fall:

Beispiel: dx;, sei gauliverteilt, aber 7 endlich:

¢——P1— P) +0(72)

mit P als Wahrscheinlichkeit, dass die Option ausgefiihrt wird.

Sei nun z.B. P =1 (d.h. x5 = z¢; ohne Drift)

*

T
= (0=
@= T ON
mit N = =; wenn N ~ 25 erhalten wir Q ~ 0.2 , also 20 % des Optionsprei-

ses. Wenn dle Preise nicht gauflverteilt sind, 1st es ebenfalls nicht moglich,
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eine perfekte Hedging-Strategie anzugeben. Dieses Ergebnis zeigt, dass der
Black & Scholes Limes nicht das generische Verhalten wiederspiegelt, da al-
le Voraussetzungen, die dem Limes zugrunde liegen, gleichzeitig erfiillt sein
miissen. Jede Anpassung an reale Preisentwicklungen fiihrt auf ein endliches
Restrisiko.
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Kapitel 9

Numerische Verfahren zur
LOsung von
Master-Gleichungen

Stochastic many partiell systems
Die Master-Gleichung

Fiir kontinuierliche Zeit kann man die Master-Gleichung eines stochastischen
Prozesses schreiben als:

— P (s,1) ZWS s P — W,y P(s,t)
—_——
Verlust
Gewinn

wobei P(s,t) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, den Zustand s zur Zeit ¢ zu
finden. Wir nehmen an, dass die Zustdnde diskret sind. Damit ergibt sich
fiir die Normierung > P(s,t) = 1.

S

Es wird im Weiteren niitzlich sein, eine Vektornotation einzufithren. Damit
lasst sich die Master-Gleichung schreiben als

P |P(t)) = ~LIP(1)) (9.1)

Die Komponenten des Wahrscheinlichkeitsvektors geben die Wahrscheinlich-
keit fiir einen bestimmten Zustand s an. Der Liouville-Operator £ beinhaltet
die Ubergangsraten. Die Matrixelemente sind gegeben durch

<S/’[”5> =—Wyg_s+ 55,5’ Z Ws—>s”

S//
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Beispiel: 3 Zustandssystem; Zustinde A, B, C

wap = W(A — B); wpa = W(B — A); etc.

P(A,t)
[P(t)) = | P(B,t)
P(C,t)
(wap +wac) —wpa wea
L=| —wap (wpa +wpc) wep
—wAC —wpC (wca +wep)
Damit:
& \P() = —£IP()
ot
oP(AY

5 =wpa P(B,t) + wca P(C,t) — (wap +wac P(A,t)

Die formale Losung von (77) kann sofort angegeben werden:
|P(t)) = exp(—Lt) [Po)

mit der Anfangsverteilung |Pp) = £ muss dia??? werden, um den Prozess
zu l6sen. Im Allgemeinen sind die Prozesse irreversibel, so dass £ nicht her-
mitisch ist.

Weitere Eigenschaften:

e Nicht Hermitizitdt = komplexe Eigenwerte sind méglich, die auf os-
zillatorisches Verhalten fithren (realisiert in chemischen Reaktionen).

e Ubergangsraten positiv = Eigenwerte haben positiven Realteil = die
Amplituden der angeregten Zustdnde verschwinden exponentiell mit
der Zeit.

e Stationdrer Zustand (mindestens einer) |Ps) mit £|Ps) =0

e Erhaltung der Wahrscheinlichkeit: (||P;) = 1 mit (|| = () = (||£) =

0= die Spaltensummen verschwinden (sieche Entwicklung von (9.2)
und {||P(0)) = 1
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Master-Gleichung in diskreter Zeit

Ubergangswahrscheinlichkeiten Ps — s’ € [0, 1].

Pii1(s) = Pi(s) + ZPS/ — s P(s) —ZPS — 8 Py(s)

~
Gewinn Verlust

Wieder in Vektornotation:
|P+1) = 7| P;) mit der Transfer-Matrix 7°
Formale Losung: |P;) = 71| Py)
Wahrscheinlichkeitserhaltung: (||7 = (|| ; d.h. die Spaltensummen sind 1.

Diffusion vieler Teilchen:

Der asymmetrische Exklusionsprozess

Kontinuierliche Zeit

Teilchen hiipfen mit der Rate ¢ nach rechts und mit der Rate ¢!

wenn der Platz frei ist, also:

nach links,

16 -5 41
—1

61 15 19
¢ t+dt

Bemerkungen zur Simulation
(geschlossene Randbedingungen) Simulation besteht aus zwei Schritten, die

iteriert werden miissen.

(1) Zufallige Auswahl zweier benachbarter Gitterplitze
Unleserlich
(2) Ubergiinge mit den Wahrscheinlichkeiten:

-1

q
max(q,q~1) max(q,q~1)
¢ — @] ol — |

1

Jeder Updateversuch entspricht einem Zeitinkrement dt = Nmax @D
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Die Ubergiinge des N-site Problems werden definiert durch

N—-1 [i-1 N
/ /
W ot = E Hésj,s]- H 055, 8
i=1 \j=1 j=it2

(¢65168i+1,0 0850 08it1,1 + q 0550 68i41,1 68} 1 655410)
Der zugehorige Liouville Operator ergibt sich zu:
N-1 N-1
L= ZH@H@...@L:@...@H:: Zﬁi
i=1 i+l
mit L; = 4 x 4 Matrix, die das Hiipfen beschreibt und [[ = 2 x 2 Einheits-

matrix

In der Standardbasis lautet L;:

00 0 0
0 gt — 0
I — q q
0 —q ' ¢ 0
00 0 0

Der stationédre Zustand ist durch das Tensorprodukt

w= ()e(4) oo () o5

gegeben. Da der Zustand als Tensorprodukt darstellbar ist, liegen keine Kor-
relationen vor.

Erginzung Vektorrotation und Tensorprodukt:

Diskretes System mit N Gitterplitzen und ! Zustéinden = [V dimensionaler
Vektorraum.

Hier Zusténde besetzt 77) = ((1)) und |0) = (é) unbesetzt.

Die Basisvektoren ergeben sich aus
|s) = |51) ® [s2) ®...® |s3

wobei ® das Tensorprodukt zweier Vektoren beschreibt, also:

al b1

b ar b
(-2
a2 2 as bl
a9 b2
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Der ??vektor (s| sei der transponierte Vektor von |s). In diesem Vektorraum
konnnen die Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(t, s) geschrieben werden als

[P(t)) =) P(t,s)ls)

Summe iiber alle Zustande:

e Erhaltung der Wahrscheinlichkeit (||P(t)) =1
e Ensemblemittel (A(t)) = (||A|P(t))

e Lokale Operatoren wirken nur auf benachbarten Sites, z.B.:

4;i=101..94,®...01
|

i—te Position

mit 1 = ((1)(1)); A = Single-Site-Operator

Tensorprodukt

ar a a1B asB
1 2 2 B— 1 2
as aq a3B a4B

Bi iy1 : Zwei-Site-Operator (4 x 4)-Matrix
Teilchenzahloperator

m
77=>"m;;mitm; =1®1®...®i— te Position ®...® 1 und m = (gé)
7?7 kommutiert mit dem Teilchenzahloperator.

= Man muss auf einen Sektor des Konfigurationsraumes projizieren, der der
vorgegebenen Teilchenzahl entspricht.
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Exklusionsprozess in diskreter Zeit

In diskreter Zeit hat man die Méglichkeit verschiedene Varianten des Upda-
tes zu wahlen:

e geordnet sequentieller Update (von 1 — N oder von N — 1): Die Paare
werden in einer festen Reihenfolge betrachtet und nach den lokalen
Regeln aktualisiert.

e Paralleler Update: Die Aktualisierung erfolgt fiir alle Sites gleichzeitig
(d.h. z.B. 10110 — 01101)

In diskreter Zeit muss die Stochastizitét explizit eingefiihrt werden, d.h. es
muss Wahrscheinlichkeiten geben, die von 0 oder 1 verschieden sind.

Als Mischform kann der untergitter-parallele Update aufgefasst werden. Man
kann zeigen, dass diese Art der Aktualisierung aus mathematischer Sicht
sehr eng mit dem geordnet sequentiellen Update verwandt ist. Andererseits
entspricht die Implementierung eher dem parallelen Update:

Skizze fehlt

Die Transfer-Matrix lautet (N ungerade):
T:(TQ®T4®T6®...®TN_1) (T1®T3®...®TN_2)

mit

1 0 0
T . q q
q+q 0 ¢t ¢! 0
0 0 0 q+qt

Dieser Prozess hat die gleiche stationdre Losung wie die in kontinuierlicher
Zeit.

Relation des asymetrischen Exklusionsprozesses mit anderen Mo-
dellen
Skizze fehlt

Reaktion-Diffusions Prozesse

Reaktions-Diffusions Prozesse sind stochastische Modelle fiir chemische Pro-
zesse, in denen sich die Teilchen diff?? bewegen. Die verschiedenen (komple-
xen) Molekiile werden durch die Buchstaben A, B, C' beschrieben, katalyti-

103



sche Prozesse, Zwischenprodukte etc. werden ignoriert und durch probabi-
listische Ubergangswahrscheinlichkeiten ersetzt.

Beispiel: Adsorption an einer katalytischen Oberfliche = effektive Teil-
chenerzeugung ¢ — A.

Weitere Prozesse:
e A— ¢ (Ausloschung)
e A—2A Bildung von “Nachkommen”
¢ A— B Transmutation
e A— A+ B Induzierte Teilchenbildung
e ctc.
Binére Reaktion:
e 2A — ¢  Paar-Ausloschung
e A+ B — ¢ Zwei-Spezies-Ausloschung

Dazu: Diffusion von Teilchen

Beispiele:
(1) Koagulationsmodell

Ad L A, AA D Ap oA Ad,pA 5 AA

D+x —-D -
-D D+x =X

£k0ag —

o o o o

—K —K 2\

Besonderheit: Der Vakuumzustand wird nicht dynamischer erreicht (man
braucht zwei Teilchen zum Ausldschen).

(2) A??7modell

Ad L pA; AA S 90
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Die Mean-Field-Nédherung

Die Mean-Field Gleichungen kénnen einfach durch Ubersetzen der Reakti-
onsgleichungen in eine Differentialgleichung fiir die Teilchendichten iibersetzt
werden.

Fiir den Koagulationsprozess hat man die Prozesse:

A 5 24 Gewinnterm

2A 2 A Verlustterm

9 2
= 5P = kP = A (1)

= 2 stationédre Losungen: p =0 und p = %

Interpretation: Die Losung fiir p = 0 ist instabil, d.h. sobald wir einige
Teilchen hinzufiigen.

Zeitabhéngige Losung (p(0) = 1):

K

plt) = A—(A—k)ert

Im Limes k — 0 gibt es nur noch eine Losung des Systems, sie wird allerdings
sehr langsam erreicht:

1
i -
lim p(t) = T

Mean-Field-Gleichungen und Diffusionsprozesse

Wir betrachten Hiipfen in eine Richtung. Damit haben wir fiir die Zeitent-
wicklung der Dichte

7;(t) mit Wahrsch. 1 — 2dt
Ti(t +dt) = ¢ 7i(t) +[1 —7(t)] mit Wahrsch. dt
7i(t) Tig1(t) mit Wahrsch. dt
d{;
B - ) - )
= (1i—1) — (1) — (Tic1mi) + (TiTig1) (9.2)

= Die Dichten sind mit den Korrelationsfunktionen verkniipft. Exakte Losung
verlangt Losung der kompletten Hierarchie.
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Randbedingungen
e unendliches System — (9.2) ist iiberall giiltig
e endliches periodisches System (Transaktionsinvarianz)
e offene Randbedingungen:

— Input an Platz 1 mit Wahrscheinlichkeit o dt
— Output an Platz N mit Wahrscheinlichkeit 3 dt

d(Ti)

~ 2t = a((l —7)) — (m(1 — 72))
d<;;v> (rv-1(1 — 7)) — Blrw)

Die Mean-Field-Néiherung besteht nun darin, dass man die Korrelationen
entkoppelt, also:
d(m;)
dt

= pi = pi-1(1 = pi) — pi (1 = pit1)

Periodische Randbedingungen

e Im stationdren Fall ist das System translationsinvariant, d.h. p; =
Pi+1 = p
e Man kann zeigen, dass die Mean-Field Losung die exakte stationére
Losung fiir das unendliche System darstellt (endliche Systeme: Auch
ProduktmaB, aber Projektion auf die feste Teilchenzahl!)
Offenes System
e Stationére Losung durch Iteration der Randgleichungen

e Kontinuumslimes:

pi = p(x) 3 pit = pla £ di) = pla) £ (2)de + 1" (x)(d?)

= WD 1) e+ L (@)

1
— p(1—p+pdx+ Qp”dﬁ)
= —(1-2p)p(z)dx + Odz?

wobei dx = % und N = #-Sites

mit den Randbedingungen:

p(0)=a wnd pt) = (t—B)
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Die IPDF-Methode
Voraussetzungen:

o ID Gitter mit Gitterabstand Ax
e Prozess A+ A— A

e Translationsinvarianz

Es sei E,(t) die Wahrscheinlichkeit, dass n zufillig ausgewéhlte zusam-
menhéngende Plétze leer sind.

Zusammenhang mit Messgrofien:
Dichte: ¢(t) = (1—E,(t))|Az

Wir betrachten nun die Wahrscheinlichkeit, dass sich neben n leeren Sites
ein Teilchen befindet:

n

—~
Prob (o...0.n )=E,— E,+1

n+1

Mit den E,(t) ldsst sich auch die Wahrscheinlichkeit ausdriicken, dass der
néchste Nachbar den Abstand n hat:

e pi(t): Das néchste Teilchen befindet sich auf dem Nachbar-Site

Normierung: > p, =1

Mittlerer Abstand

- 1
(nAx) = annA:U L= ann (mit Az =1)
n=1 n=1

Fiir einen zufillig gewihlten Gitterplatz kann man die Wahrscheinlichkeit

FE,, dass die néchsten n-Sites leer sind, durch die p,, ausdriicken: Bsp.: Werte
SKIZZE FEHLT

= F3 = Pyc+ 2E, — Ej5
bzw. ppc=FEn_1 —2E, + En

Rand: ¢p1 =1 —-2E1 + E»
aus Prob(ee) =1 — [ Prob (00)+ Prob (01)+ Prob (10)]
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Der Kontinuumslimes

Wir fithren die Koordinaten x = nAx ein, die Wahrscheinlichkeiten E,,(t)
werden durch die Funktionen E(x,t) ersetzt. Im Limes Az — 0 erhalten
wir:

c(t) = —[0E(x,t)/0z]s=0 (ausc(t) =(1— E;)/Ax)
und  c(t)p(x,t) = O°E(x,t)/0x
Anwendung auf das Ein-?77Koaleszensmodell:
A+A— A + Diffusion
Implementierung in den Variablen E,,(t):

Diffusion o0o0o...cce (Prob.E, — F,1)
—_—

Hiipfrate: D/(Axz)?

Gewinn Verlust

0FE, . D
< ot )dif—fusion a QW (Bno1— En) — (B — En_1)

Hier gilt: 2 bezeichnet beide Seiten, (Ax)? gibt die Hiipfrate an, E, 1 — E,
bedeutet Prob (n — 1) Sites frei zu haben und E,, — E,,_1 Prob n-Sites frei
zu haben.

“Geburt”: Das Teilchen am Rand erzeugt ein neues Teilchen im Segment
mit der Rate -

0 v
. En - T A En - En
~ <3t )birth Az ( +)

wobei (E,, — Ep4+1) die Wahrscheinlichkeit fiir die Konfiguration oben ist.
Input (0; Ep)input = —RnAzE,

fiir einen Input mit der Rate RAx auf jedem Site. Der Faktor n kommt
von der Zahl der Moglichkeiten. Hier Nédherung, d.h. keine Bilanz fiir die
Erzeugung verschiedener neuer Ej,.

Koaleszens

Durch die Koaleszens wird eine Randbedingung erzeugt. Wir betrachten die
Koaleszens nicht nur der eigenen Rate, sondern als durch Diffusion auf einen
besetzten Gitterplatz generiert.

2D

= (0F1)aig = (Ar)? (

1-2E; —|—E2)
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Die Konsistenz mit generellem Diffusionsterm heifit Fy = 1.

Damit lautet die Gesamtgleichung:

D v
atEn = 2@ (En—l - 2En + En+1) - E (En - En+1) - R’I’ZAZ‘En

mit den Randbedingungen
Ey=1 und FE, =0 beiendlicher Dichte

Die Gleichung kann man mit Methoden der diskreten Mathematik 16sen.
Héufig ist es aber einfacher zum Kontinuumslimes iiberzugehen:

O (x,1) E  OF
9B, ) _ o, 7k 08 9.3
a1 2D G2tV gy — Ik (9:3)

mit den Randbedingungen F(0,¢) =1 und E(oo,t) = 0.

Irreversible Koaleszens

dh.v=0und R=0

= c(t) — fir t— oo

1
V2w Dt
_x

und p(x,t) — 15 exp(—sw—;t), wenn t — oo geht.
In dimensionslosen Variablen: £ = ¢(t)x
1 1 o ..
P(&,t) = c(t) p(a,) — 7€ exp(—n€?) fir ¢ - oo

Skizze fehlt
= Die Teilchen ordnen sich an!

Losungsmethoden in diskreter Zeit

Eine Abstandsmethode in diskreter Zeit wurde fiir den TASEP mit paralle-
ler Dynamik aufgestellt.

Die Bilanz wird iiber die Liicken zwischen zwei Teilchen aufgestellt, d.h.
Py(t) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass sich auf dem benachbarten
Gitterplatz ein Teilchen befindet. Analog steht P,(t) fiir die Wahrschein-
lichkeit, dass das néchste Teilchen den Abstand n + 1 hat.
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Wir fiihren weiterhin die Wahrscheinlichkeit g(¢) ein, d.h. die Wahrschein-
lichkeit, dass der Nachbar im néchsten Teilschritt hiipft. Schliellich sei die
Hiipfwahrscheinlichkeit ¢ und p =1 — ¢.

Damit gilt fiir die Zeitentwicklung der Zusténde:

beide hiipfen
~ =

Pi(t+1)=pg(t) Phoa(t) + | qg(t) +p z@ 1Pe(t) + qg(t) Poya(?)
keiner hiipft

mit ¢g(¢) = der Vordermann hiipft.

Randgleichungen

Bt+1) = g®)[P(t) +q ()]
P(t+1) = g)Po(t) + [ag(t) + pg(t)] Pi(t) + qg(t) Pa(t)

Die Py (t) miissen normiert sein, also

d Pt =1
n=0

Damit:

g(t) = q>_ Pu(t) =q[l — Py(t)]
n=1
und  g(t) = 1-g(t)=1-q+qPo(t)=pxqP(t)

Die Dichte (Az = 1) ergibt sich aus

o0

1) N,
s 1 L nz::(](n_'_ ) "

Z(”‘Fl)Pk(t):E -~N- N

n=0

Wir interessieren uns fiir die stationére Verteilung, d.h. Py(t+ 1) = Px(t) =
Py.

Losung des Gleichungssystems durch die erzeugende Funktion:
oo
P(z)=> P.2""
n=0

Multiplikation der Gleichungen mit z**! fiihrt auf

g P
P(s) = 9(G +92)2 I
99 — pqz
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aus P(1) =1 und P(1) =1/c

2qc — 1+ /1 —4gc(1 —¢)
2qc

po_ B (Pg)k_Po( P(1-P,) )’“
Y P\ag) " P \Rtpl-PR)

Py =

Der Fluss ergibt sich zu:

o(p,p) = pg=qc(l—F)

1 —+/1—4gp(t - p)

2
Der Fluss ist also verschieden von ?7-Fluss ¢ng(¢, p) = pp(1 — p).

Die Cluster-Approximation

Wir werden die Cluster-Approximation am Beispiel des Nagel-Schreckenberg-
Modells einfithren, einem einfachen Verkehrsmodell. Das Modell wird durch
die folgenden Regeln definiert:

e R1: Beschleunigung
vj(t +1/3) = min (vj(t) + 1, Vmax

e R2: Bremsen
v;(t +2/3) = min[a;(t), v;(t +1/3)]; dj = zj41(t) —x;(t) — 1

e R3: Zufilliges Bremsen
vt + 1) £ max(v;(t + 2/3) — 1,0)

e R4: Fahren
iL‘j(t + 1) = .%'j(t) + v

Wir werden die Analyse nach dem Beschleunigungsschritt durchfiihren, d.h.
alle Autos haben mindestens die Geschwindigkeit 1.

Die Cluster-Approximation ist eine systematische Erweiterung der Mean-
Field Theorie. In dem n-Cluster beispielsweise wird die Entwicklung auf
n-Sites exakt behandelt.

Wir miissen also die Evolutionsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeiten
P(7j(t), ..., Tj4n—1(t)) bestimmen. Dazu muss man beachten, dass die Autos
von Vmax-Zellen in den Cluster hineinfahren und den Cluster auf den vmpax
benachbarten Zellen verlassen. — Man analysiert n + 2vp.x Zellen. Damit
hat die Master-Gleichung fiir einen Cluster der Lénge (n) die Form:

p(T(n)) — Z W(T(n+2vmax) . +(n) p(T(n+2vmax))

{T("+2Umax> }
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mlt T(n+2vmax) = (Tj_Uma)U et Tj"!‘n“r’Umax_l)

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten werden aus den Updateregeln bestimmt.
Fiir translationsinvariante Systeme sind die Wahrscheinlichkeiten unabhéngig
von j.

Damit die Hierarchie abbricht, muss man die Wahrscheinlichkeiten der (n 4
2Umax )-Cluster durch die n-Cluster ausdriicken. Graphisch sei dies fiir n =
3, Umax = 2 illustriert:

Skizze fehlt

Damit erhalten wir:

P(rD)y = P(rj_a|rj_1, 7j) P(7j—1 |75, Tjs1) P(7), Tjs1, Tjs2)

P(Tj+1, Tjr2 |Tj43) P(Tj12Tj43 [ Tjra)

Wobei:
B P(r1,...,7n)
P(rimy,..m) = ST P(r,72,...,TN)
{r}
P Tly.+-3sTN
und  P(7y,...Th—1|Tn) = ZPETl — )17_)
{r}

Mit diesem Ansatz erhalten wir (vmax + 1)™ nichtlineare Gleichungen. Die
Zahl der Gleichungen kann aber durch die sog. Kolmogorov Konsistenzbe-
dingungen reduziert werden:

VUmax

Z P(ri,...,Th—1,7) = P(71,...,Th—1)
7=0

Umax

= Z P(1,7T1,. s Tn—1)
7=0

Wir betrachten nun explizit den Fall vy = 1 und n = 2.

Konsistenzbedingungen:

(i) P(0,0)+ P(1,0) = P(0) =1—p = P(0,0) =1 — p— P(1,0)
(i) P(1,0)+P(1,1)=P(1)=p= P(1,1) =p— P(1,0)
(iii) Translationsinvarianz : P(0,1) = P(1,0)
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Damit verbleibt die Gleichung fiir P(1,0):

P(1,0) = ¢[P(1,0,0,0) + P(1,0,0,1)]
=P(1,0,0)
+ ¢*P(1,0,1,0)
+ p[P(0,1,0,0) + P(1,1,0,0) + P(0,1,0,0) 4+ P(0,1,0,1)]

-~

=P(1,0)
+ ¢[P(0,1,1,0) + P(1,1,1,0)]
=P(1,1,0)

TS P(1,0) + P(0,0)

:1—p
P(1,0)P(0,1)P(1,0)
(P(1,0) + P(0,0)) x (P(1,0) + P(1,1))
P

1—p
p(1,1)P(1,0)

! > P(1,0)+ P(1,1)
P

= 1=P(0,0)/(1—p)+qP(1,0)*/p(1—p)+ P(1,1) /p

+q2

Insgesamt ergibt sich dann:

P(1,0) = o [1 — /1= 4gp(1 — )] + p(1 — p)

2q
Und fiir den Fluss ergibt sich dann:

T(0) = 511~/ T dgp(i —p)

Durch den parallelen Update werden also lokale Korrelationen erzeugt, die
den Fluss erh6hen. Man kann zeigen, dass dieses Ergebnis bereits das exakte
Ergebnis fiir den stationdren Zustand darstellt.

Garten-Eden-Zustinde

Beim parallelen Update gibt es Zusténde, die keinen Vorgédnger haben. Sol-
che Zustiande, die Garten-Eden-Zustéinde, konnen im stationédren Zustand
nicht auftauchen. Wertet man die Mastergleichung nach dem Fahren aus,
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kann es fiir vmax = 1 keine Zusténde geben, in denen hinter einem beweg-
ten Teilchen ein weiteres zu finden ist. Dies kann man in den Mean-Field-
Gleichungen beriicksichtigen:

po = N(po+p(l—p))p mit p=po+p
p1 = Nagp(l—p)

Die erste Gleichung beriicksichtigt, dass es vor einem Teilchen (Wahrschein-
lichkeit p) nur ein Loch (Prob. (1 — p)) oder ruhendes Teilchen (Prob. pg)

geben kann. N muss so gew#hlt werden, dass pg + p1 = p gilt = N = co—1+d

Mit dieser Methode wird das exakte Ergebnis reproduziert.

Systeme mit Unordnung

Bislang haben wir uns auf solche Systeme beschréinkt, die weder teilchen-
noch platzabhiingige Ubergangswahrscheinlichkeiten besitzen. Es zeigt sich
jedoch, dass gerade fiir niedrig dimensionale Systeme sehr grofle Effekte
durch die Unordnung hervorgerufen werden. Wir wollen dies am Beispiel
von teilchenabhéingigen Hiipfraten in kontinuierlicher Zeit studieren.

Teilchenabhéingige Hiipfraten lassen sich am leichtesten durch Abstandsva-
riablen handhaben. Fiir die Abstéinde hat man folgende Zeitentwicklung;:

~ Pi(n) = — pi Pi(n) = pitaP(n)[1 — Piy1(0)]
+ Pl =P (0] P(n—1) +pi Pi(n+1)  (94)

(Zur Vereinfachung der Notation haben wir die Zeitabhingigkeit der P;(n)
nicht aufgefiihrt.)

mit der Randgleichung;:

2L P0) = —pist PO - Pt (0)] + piP (1) (95
Die stationére Losung ergibt sich aus dem Ansatz:
Pi(n) = (1 —ai) off (9.6)
Dieser Ansatz ist die stationére Losung des Prozesses, falls
a;p; = Piy1 ;11 = const = v (9.7)

(9.6) ist natiirlich nur dann eine Losung, wenn alle Verteilungen normierbar
sind, d.h., falls ; < 1;i=1,2,..., N.
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Wir betrachten nun solche p;, die unabhéingig verteilt sind gem#f f(p) auf
dem Intervall [¢,1]; ¢ > 0.

Damit erhalten wir implizit fiir die Geschwindigkeit:

1
1=p s _, [/
p = {ma) /p—v

[

Die z-ste Gleichung ergibt sich aus:

N oo ,
L = (wi) +1 <<wi>:ZnPi(n)zliza>
i=1 n=0
% = %:%Z(m)—#—lz@-ﬁ-lvlTp—(z)
Mit:

l—a; (P—v) pi—wv
Es ergibt sich im Kontinuumslimes:

1

(n;) :’U/dp@

p—v

C

Fiir die Varianz der Abstandsverteilung ergibt sich

2=~ = ot (%)

Es gibt einen Phaseniibergang bei einer Dichte p*, der mit der Existenz des
Integrals:

1

/dpM fir v=c¢

p—v

c

Damit hidngt der Phaseniibergang davon ab, ob f(p) schnell genug fiir p — ¢
verschwindet. Wenn f(p) ~ (p — ¢)" gilt, kann man die Phaseniibergéinge
nach dem Wert von n klassifizieren:

e (i) Fiir n <0 gibt es keinen Phaseniibergang fiir p > 0.
Fiir p — 0 divergieren die Fluktuationen der Liicken wie A% ~ exp(1/p).

e (i) Fiir 0 <n <1 : A%~ (p—p*)~(=7/"); d.h. die Fluktuationen
divergieren bei p*
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e (iii) n < 1 : A2 divergiert nicht fiir p — p*

o (iv) n> 0 : Prob[n; = k| p=pr ~ k=2 fiir & > 1.
= Die Momente von héherer Ordnung als k£ 4+ 1 divergieren am Pha-
seniibergang.

Die Beschreibung ist nur giiltig, wenn p > p*. Unterhalb von p = p* muss
man ausnutzen, dass v(p) = ¢ gilt. Die Vorstellung ist dann, dass sich vor
dem langsamsten Teilchen eine grofle Liicke bildet.

Der Matrix-Produktansatz

Der Matrix-Produktansatz ist eine wichtige Technik, um den exakten sta-
tiondren Zustand eines stochastischen Prozesses zu berechnen. Der Matrix-
Produktansatz stellt eine Generalisierung der einfachen Produktzustédnde
dar.

Der Matrix-Produktansatz fiir den Exklusionsprozess

Skizze fehlt

Wir betrachten den Exklusionsproess mit In- und Output an den Réndern.
Der Liouville-Operator des Systems lautet:

N-1
L=p1+pNn+ Z L;
i=1
mit
0 0 00
0 1 —q 0
- q q
0 —q! q 0
0 0 00
a 0 0 —p
Pi = ;PN =
—a 0 0 g

in der Standardbasis.

Der Matrix-Produktansatz besteht nun darin, dass man den stationdren

Zustand durch
1 E QN
=7 i(p) W
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Die i.A. nicht-kommutierenden Matrizen FE, D und die Vektoren sind auf
einem beliebigen Hilfsraum definiert.

Die Losung vereinfacht sich auf der Linie o + 3 = ¢ — ¢~!. Entlang dieser
Linie ist der stationdre Zustand gegeben durch:

1 /e e e\ *V

Pg) = - =

=2 (@)oo ()= ()
mit e = 1/a und d = 1/ sowie Z = (c + d)V.
Die Stationaritdt kann durch die Beziehungen

e 1 e 1
n(a) = (5) () --()
e e 1 e e 1
mae (@)= ()] = ()2 @)+ ()= ()

einfach hergeleitet werden, da sich eine Teleskopsumme ergibt. Explizit fiir
ein System mit L = 3:

cirg s siwe@ed = (1 )e@ew
£ [(a)® (a) 2a] = —(_11> ® (@) ® (a) + (a) @ <_11> ® (a)
L (@)@ (@) ®d = —(a) (11> ® (a) + (a) ® (a) @ (11>
S [(0) @ (@) ®a] = —(a)®(a)@ (_11>

Durch diesen formalen Trick kann der Beweis der Stationaritdt einfach er-
bracht werden.

Im allgemeinen Fall kann fiir die Operatoren E, D aber keine einfache Form
gefunden werden. Es gilt vielmehr:

wis(p) = (%)
5N<g)+v> = —<_11>‘v>

Diese beiden Gleichungen geben die Réander an.

Und



Dies fiihrt auf die Algebra
gDE —q¢ 'ED=D+E
mit den Randbedingungen
(W|E =a™'(W[; D|V)=p87"V)

Durch diese Algebra konnen wir alle n-Punkt-Korrelationen fiir endliche
Systeme berechnen, z.B.

(W|C=1D Ci==1D CN=I|V)
(TiTj) =
’ (WICNV)

mit C =D+ FE.

Zur Berechnung der Mittelwerte muss man die Operatoren in “Normalform”
bringen, damit die Randgleichungen angewendet werden kénnen.

Zur Vereinfachung der Rechnungen betrachten wir den Fall, dass das Hiipfen
nur nach rechts erfolgt. Dann gilt (¢ = 1)

DE=D+F
Fiir ein 3-Site System berechnen wir dann leicht

ViEPlw) 1

P(0,0,0) = W = 5 z
2 2
P00 — VIDERW) _ (VIDEIW) & (vIE*W)
z z
_1 1
= o IB 3

USwW.

Fiir den Strom ergibt sich ebenfalls leicht

L _ Ve DECY ) vieN-w
a (VICN|W) - (VIeNw

Die Zustandssumme z kann man explizit berechnen:

vicNw) &

(Viw)

P2N —1—p)! p P t_qP!
N!(N — p)! Bl —a-l

P=1
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