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1 Mechanik eines freien Massepunkts

Abbildung 1.1: Bahnkurve im R?

Theoretische Mechanik (Skript) - Alexander Altland ; S.12

Allgemeines zu den kanonischen Einheitvektoren:

e.e, —e e, —e, e, =0 (1.2)

Die allgemeine Bahnkurve im R® und allgemeine Ableitungen sind gegeben durch:

r(t)=x-ex+y-e, +z e,
vit)=r(t) =x-ex+y-e, +2 ¢,
a(t)=v(t)=1(t)=X-ex+y-e,+7 e,

Dadurch, dass die Einheitsvektoren in Thren Komponenten nur von der Zeit un-
abhingige Funktionen tragen, gibt es keine Kettenregel bei Ableitungen der Bahn-
kurve. Anders ist das z.B. in ebenen Polarkoordinaten.



1 Mechanik eines freien Massepunkts
Die ebenen Polarkoordinaten sind gegeben durch die Abbildung:
X r cos(¢p)

( y ) - ( rsin(e) ) (1.3)
wobei die Einheitsvektoren wieder ein rechtshindiges System bilden und orthogonal
zueinander sind (praktisch, siehe Gleichung|[1.2)).

Dabei ergibt sich:
_ [ cos(e) _ [ —sin(e)
G0 = ( sin(p) ) %= ( cos(p) (1.4)

Wichtig sind die Beziehungen

d . d _
4t =G ¥ o G5Ce T T8

Abbildung 1.2: Ebene Polarkoordinaten
e mit eingezeichneten Einheitsvektoren
4 Quelle: Theoretische Physik - Mechanik - Skriptum zur Vorlesung - Prof. Dr. H.J. Kull

;S8.39

Damit ergeben sich fiir die allgemeine Bahnkurve und deren Ableitung in ebenen
Polarkoordinaten folgende Beziehungen:

r(t) = p(t) - e (1.5
v(t) = 1(t) = p(t) - e, + (1) - €y - &
a(t) = 1(t) = (b — p¢°) - e, + (0 + 209) - e,

(=)}
~ ~—



1 Mechanik eines freien Massepunkts

1.1 Newton'sche Axiome

1.1.1 Erstes newton’sches Axiom

Es gibt Koordinatensysteme (Inertialsysteme), in denen sich ein kraftefreier Masse-
punkt mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.

I = v = const. (1.8
i=0 (1.9

~ ~—

1.1.2 Zweites newton’sches Axiom

Die Anderung der Bewegungsgrofie ist der Einwirkung der bewegenden Kraft pro-
portional und geschieht in Richtung der Kraft. Bei konstanter Masse gilt:

p=m-v (1.10)
: (1.11)

T
Il
=

Das zweite Newton’sche Axiom erlaubt auch Formulierungen fiir Modelle, bei denen
die Masse nicht konstant ist - bei einer Rakete zum Beispiel. Dabei ladsst sich sagen

p=m-v+m-v (1.12)

1.1.3 Drittes newton’sches Axiom

’actio = reactio\

Der Kraft mit der die Umgebung auf einen Massepunkt wirkt entspricht stets einer
gleichgrofien entgegengesetzten Kraft, mit der der Massepunkt zurtickwirkt.

Factio - _Freactio (113)

10



1 Mechanik eines freien Massepunkts

1.2 Einfache eindimensionale Bewegungen

1.2.1 Kraftefreie Bewegung mit konstanter Masse

Bewegungsgleichung: mx = 0 (1.14)
Losung: x(t) =xo+ vo - t

Zugehorige Rechnung

Fiir das kréftefreie Teilchen lautet die newton’sche Bewegungsgleichung

F=mr=0
Diese Gleichung kann man einfach durch Integration l6sen:

t

/'r(t’)dt’ =i(t) —1(0)=0

0

Die Geschwindigkeit kann keiner Anderung unterliegen, da die Beschleunigung nach
Voraussetzung 0 ist. AnschliefSend integriert man ein zweites Mal, um die Funktion
tir den Ort des Teilchens zu erhalten.

t

/r(ﬂ)dt’ —r(t) = r(0) = £(0) - t

0

Damit ergibt sich fiir die Bewegungsgleichung

r(t) =r(0)+1r(0)- -t

1.2.2 Freier Fall

Bewegungsgleichung: mx = —m- g (1.15)

) I
Losung: x(t) = —59 t“+vw-t+x

11



1 Mechanik eines freien Massepunkts

Zugehorige Rechnung

Die auf das Teilchen wirkende Kraft ist

Fs = —mge,

Der allgemeine Ansatz fiir eine Differentialgleichung 2.0rdnung nach zweifacher In-
tegration (nach t) ist

r(t) = a+ bt +ct?

Losung

r(t) = a+ bt +ct?
r(t) =b+ 2ct
t(t) = 2c

Mit der newton’schen Bewegungsgleichung folgt

Fo=mr
Fy = m2c
_FO
T 2om

Anfangsbedingungen

r(0))=a+0-b+0-2c=a=rg
v(0))=b+2c-0=b =y,

Damit ergibt sich fiir die Bewegungsgleichung:

1
r(t)=ro+vo-t+ %FOR

12



1 Mechanik eines freien Massepunkts

1.2.3 Lineare Reibung (fiir geringe Geschwindigkeiten)

Bewegungsgleichung: mx = —a - x (1.16)
Losung: x(t) = xo + C - (1 - e_%t)
1.2.4 Freier Fall mit Reibung
Bewegungsgleichung: mx = —m-g —a - x (1.17)
o o
Losung: x(t) = ¢ + ¢ - (e’ﬁt> -9 t
Rechnung zu Teilchen mit konstanter Kraft und Reibung
Fir die wirkenden Kréfte auf das Teilchen gilt
mi = Fo — ar (1.18)

dabei ist o der Reibungskoeffizient, der der Geschwindigkeit entgegenwirkt. Die Ge-

schwindigkeit ist konstant, damit gilt v = 0.

Dadurch ist bereits eine spezielle Losung gegeben mit

1
0=Fy—av <+ v=-—F,
a

Es gilt auflerdem r = v und r = v. Wir bestimmen die Losung fiir die homogene

Differentialgleichung

mithilfe des Exponentialansatzes

V= A,-e_x"'t

wobei / immer die /-te Komponente von v meint.

13

(1.19)



1 Mechanik eines freien Massepunkts

Daraus folgt

mv; —Qv;
m(A)(=X)e Nt = —a(A)e M
—m>\,- = —Q
A==
m
Die allgemeine Losung lautet also
v(t) = Ae nt

In Superposition mit unserer speziellen Losung folgt

1 o
v(t) = aFO + Ae mt (1.20)

Daraus folgt sofort fiir v
v(t) = (—%) Ae it (1.21)

fiir die Geschwindigkeit des Teilchens. Die Konstanten A miissen durch die Anfangs-
bedingungen ausgedriickt werden.

Nun gilt es noch, die Position des Teilchens zu bestimmen. Fiir die Anfangsgeschin-
digkeit gilt

1 1
V(O) =\ i.) aFo +A — A= Vo — EFO

Das oben bestimmte A in die Geschwindigkeitsgleichung eingesetzt liefert

1 1 a
V(t) = —FO + (Vo — —Fo> efﬁt
(64 (64

14



1 Mechanik eines freien Massepunkts

Die Integration nach der Zeit liefert nun den Ort des Teilchens zum Zeitpunkt t

r(t) =ry+ /Otv(t)dt

t
1 1 e,
=719+ —F0+ Vo——Fo e mtdt
0 & a
1, ay 1 1 ‘
:I'0+ —Ft+<e m _1>_a VO__FO
a - a

m 0

1 a m m
=Ty —+ —Fot + (e_mt — 1) (—2F0 — —V())
o o o

Damit ergibt sich fiir den Ort des Teilchens folgende Gleichung:

1 a
ro + —Fot + (e—mf - 1) (ﬂQFO - Tvo) (1.22)
a a a
1.2.5 Harmonischer Oszillator
a) ohne Dampfung;:
Bewegungsgleichung: mx = —k - x (1.23)
Losung: x(t) = A-sin(wot + @)
b) mit Dampfung:
Bewegungsgleichung: mx = —k - x — 2max (1.24)
Ae . sin(y/wi — o2t + ) (a < wp)
Losung: x(t) = a1 - e Mf 4 ape 2t (a>wo)  (1.25)
e~ (a1 + az - t) (a = wo)
c) Erzwungene SchwingungT}
Bewegunsgleichung: X + wj + 20x = F - sin(wt) (1.26)

! Anregung mit Kraft in Frequenz # Eigenfrequenz

15




1 Mechanik eines freien Massepunkts
1.3 Allgemeine Satze

Die nachfolgenden allgemeinen Sitze sollen einen Uberblick iiber allgemeingiiltige
Aussagen geben. Es wird oftmals von Erhaltungsgrolen gesprochen, wobei Erhal-
tungsgroflen Groflen sind, die sich in einem Bewegungsablauf nicht déndern, also zeit-
lich konstant sind. Ableitungen von Erhaltungsgrofien nach der Zeit verschwinden
deshalb natiirlich.

1.3.1 Impulssatz

Der Impulssatz folgt sofort aus dem zweiten Newton’schen Axiom (siehe|1.11) und
erlaubt auch Riickschliisse von der wirkenden Kraft auf den Impuls eines Teilchens.

d
—p=F
dt?
Spezialfall
— F =0 — p = const.

1.3.2 Drehimpulserhaltungssatz

m-tr=F | von links : X r
“ m-(rxt)=rxF
——
%(rxr")

1.3.3 Definitionen

Drehimpuls

Der Drehimpuls L eines Teilchens ist definiert als das Kreuzprodukt aus dessen Orts-
vektor r und seinem Impuls p. Fiir den Drehimpuls folgt also

L=rxp=rx(m-r)=m-rxr (1.27)

16



1 Mechanik eines freien Massepunkts

Drehmoment

Das Drehmoment ist das Produkt aus Kraft und Linge eines Hebelarms. Im Fall einer
Kreisbewegung berechnet es sich als das Kreuzprodukt des Ortsvektors r des Teil-
chens, das sich auf der Kreisbahn befindet, und der Kraft F, die auf den Korper an
der Position r angreift. Die Lange |r| ist dabei offensichtlich die Linge des Hebelarms
relativ zum Bezugspunkt, ndmlich dem Anfangspunkt von r.

N=rxF (1.28)

Allgemeine Beziehung

Das Drehmoment ist die Ableitung des Drehimpulses bei konstanter Masse. Durch
Ableiten von L erhilt man

d d :
&L = E(m - X I‘)
=m d (r x 1)
B TA
=m-(rXr+4r xr)
——
=0,dal|
=m-rXxr
=rx(m-r)=N (1.29)
——
=F
Fiir den Spezialfall, dass kein Drehmoment angelegt wird, ist der Drehimpuls eine
Erhaltungsgrofle; das bedeutet er ist konstant und demnach verschwindet seine Ab-
leitung nach der Zeit. Es gilt

d
—L=0 1.30
i (1.30)

Die Moglichkeiten fiir die Drehimpulserhaltung sind, dass keine Kraft auf das Teil-
chen im Abstand r von der Drehachse wirkt, also kein Drehmoment angelegt wird;
oder dass die Kraft parallel zu r wirkt. Daraus lasst sich die folgende Beziehung fiir
die Kraft angeben

Fllr—>F=r-f(r,rt) (1.31)

Aus der Drehimpulsgleichung (siehe ergibt sich also

r-(mrxr)=r-L (1.32)

17



1 Mechanik eines freien Massepunkts

Wenn gilt dass r - L = 0 liegt die Bahnkurve senkrecht zu L. Ohne Einschriankung
der Allgemeinheit liegt die Bahnkurve nun in der x-y-Ebene des Koordinatensystems
(L = L - e;). Da eine Kreisbewegung betrachtet wird, bieten sich ebene Polarkoordi-
naten an.

const. =L =m-|r x 1|
=m-|p-e, X (pe, + ppey)|
= mp*
dA

=2
dt

Aus der obigen Rechnung folgt der Flichensatz - das zweite kepler’sche Gesetz:

Der Fahrstrahl des Massenpunktes tiberstreicht in gleicher Zeit gleiche Fldchen.

Der Drehimpuls hiangt immer von der Wahl des Koordinatensystems ab, da er sich
auf ein Teilchen mit Abstand r zur Drehachse bezieht.

ry=r-+a — ry=r

Damit ergibt sich fiir den Drehimpuls

Lx =1x X px
=m-(rxa)xp
=L+ (axp)

1.4 Energiesatz und Energieerhaltung

Die Arbeit W ist definiert als

P>
W= /F-dr (1.33)
Py

also als das vektorielle Wegintegral tiiber ein Kraftfeld.

18



1 Mechanik eines freien Massepunkts

dW =F -dr
dw
Leistung p = Tk F-r (1.34)

Die Bestimmung der kinetischen Energie kann mit der newton’schen Bewegungsglei-
chung erfolgen

mi = F | von links @ -1
d
m- (Er . I‘) = F-r
1d, . . :
< om ia(r T) F-r
i <m2> = F.r
dte\2" ) =
Die kinetische Energie ist definiert als
Epin = g 2 (1.35)

Wenn F nun konservativ, also rotationsfrei ist, gilt

rot(F) =0 —3V:R*=R:F—-VV (1.36)

wobei V ein Skalarfeld ist. F ist also immer dann konservativ, wenn es ein Skalarfeld
V gibt, aus dem sich das Vektorfeld ableiten ldsst. V ist der Nabla-Operator. Der
Nablaoperator ist definiert als

"9
V= Ze"a_x/ (1.37)
=1

Die Rotation eines Vektorfeldes ist definiert als

V x F (1.38)

Sind alle Krifte konservativ, so gilt fiir die Gesamtenergie eines Systems

grﬂ + V/(r) = E = const. (1.39)
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1 Mechanik eines freien Massepunkts

Der Satz von Stokes

rot(F)dA = ¢ Fdr (1.40)
frameas

Bei konservativen Feldern sieht man schnell, dass [rot(F) dA = 0. Dieses Prin-
zip ist theoretisch auf n Dimensionen erweiterbar. Das Linienintegral ist also un-
abhingig vom Weg im Vektorfeld, d.h. man kann einfach bequem zu berechnende
Wege wahlen.

1.5 Systeme mehrerer Massepunkte

Man betrachte im Folgenden ein System mit N Massepunkten. Jeder Massepunkt der
N Teilchen im System sei durch seinen Ortsvektor r; mit/ =1,..., N charakterisiert.
Fiir jeden einzelnen Massepunkt gilt die Newton’sche Bewegungsgleichung

F,-:m,--r,- (141)

Das Ziel ist der Schwerpunktsatz, nach Newtons drittem Axiom muss nun gelten

Fij=-F (1.42)

Die dufleren Krifte seien zusammengefasst in den Kriften F&*. Das fithrt auf die
folgende Beziehung

N

m,'r',- = F,' = Z F,'J' + F,-eXt (143)
j=1
J#i

Nun lasst sich der Schwerpunktsatz formulieren.

1.5.1 Der Schwerpunktsatz

Fext
Z . ext
mit = > F; (1.44)

Die Gesamtmasse des N Teilchensystems sei nun definiert als

M ::Zm, (1.45)
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1 Mechanik eines freien Massepunkts

Der Schwerpunkt des Teilchensystems gentigt der Form

S — Z,- m;r;

v (1.46)

Nun kann diese Formulierung genutzt werden, um die externen Kréfte auf das Sys-
tem auszudrticken

M-S =Fet (1.47)

Der Schwerpunkt eines Massesystems bewegt sich so, als ob die gesamte Masse in ihm
vereinigt wdre und alle Krafte auf ihn wirken wiirden. Das rechtfertigt nachtraglich
den Begriff des Massepunkts. In Rechnungen ist es oftmals niitzlich, in Schwerpunkt-
koordinaten zu wechseln.

1.6 Drehimpulssatz

Fiir die Summe der Drehmomente eines N-Teilchensystems kann man folgende Be-
ziehung feststellen

ZI‘,’X m,-'I‘:Zr,-xF,-:Zr,-XF,-ext (148)
Der Gesamtdrehimpuls im N-Teilchensystem ist definiert als

L= ZL/:ZWI,‘I‘,‘XI" (149)

Nach dem Ableiten stellt man fest, dass die Beziehung fiir ein Teilchen weiterhin fiir
N-Teilchensysteme gilt, ndmlich dass das Gesamtdrehmoment des Teilchensystems
der Ableitung des Gesamtdrehimpulses entspricht

d ext
SL=Yrxw (1.50)

Wenn nun gilt, dass r; = s +r;, dann ist >, m;r;, = 0 und damit ist L= >rixF

lext
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1 Mechanik eines freien Massepunkts

1.7 Energiesatz

Die Summen der Ableitungen der N kinetischen Teilenergien ldsst einige Schliisse
auf das System zu - am Ergebnis kann man zum Beispiel ablesen, ob das System
konservativ ist oder nicht.

Zm/f‘/'f/‘ZZF/'f‘iZZF/jf‘i‘f‘ZFiext'ri (1.51)

Fiir konservative Kréfte gilt F; = —V,V, der Rest (dissipative[ﬂ] Krifte) wird in den
externen Kriften F&* zusammengefasst.

Daraus folgt dann fiir die Ableitung der Gesamtenergie
—d [7+V]——E F,.. -1 (1.52)
dt / et * 1 '

Man kann sich nun davon tiberzeugen, dass die Ableitung in konservativen Sys-
temen verschwindet - die Gesamtenergie also eine Erhaltungsgrofe ist. Fiir nicht-
konservative Systeme entspricht die Anderung der Energie nun der Summe der Pro-
dukte der externen Kréfte mit den Teilchengeschwindigkeiten. In konservativen Sys-
temen muss das Potential Vj; wegen F;; = —F}; nun den Bedingungen

F,=-VV,=—F, (1.53)

gentigen, d.h. Vj; ist nur Funktion des Abstandes r;; = |r; — rj].

Daraus ergibt sich fiir die Potentialfunktion U(r, 1o, . . ., Fn):
Uln,rn,....m)= Z wi(r; — 1;]) + Z Ui(ry) (1.54)
Paare ij i

2Wenn dissipative Krifte auftreten, gilt die Energieerhaltung zwar weiterhin, aber nicht in der
einfachen Form, die sie in konservativen System hat. Die Gesamtenergie wird nun nicht mehr
vollstindig in kinetische- und potentielle Energie aufgeteilt, sondern z.B. auch in Warmeenergie,
die beispielsweise bei Reibung auftritt.
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2 Zwangsbedingungen und
generalisierte Koordinaten

Die geschickte Wahl eine geeigneten Koordinatensystems spart Miihe (z.B. Plane-
tenbewegungen, V/(r) oc 1 ), ermdglicht manchmal aber auch erst die Lésung eine
Problem:s.

Eine kleine Ubersicht iiber gebriduchliche Koordinatensysteme:

- kartesische Koordinaten

sphérische Koordinaten

zylindrische Koordinaten

- eliptische Koordinaten

parabolische Koordinaten

Eine wichtige Rolle werden auch kanonische Transformationen spielen, das aller-
dings erst spéter in der Vorlesung.

Definition
Generalisierte (verallgemeinerte) Koordinaten := alle Gréf3en, die die Konfiguration
einer mechanischen Anordnung kennzeichnen

ri = I‘,‘(C]l, as, ..., dsn. t) r=1,..., N (21)

Zusammenhang:

Xn <> dn (2.2)

wobei x, den gewdhnlichen kartesischen Koordinaten entspricht, und q, fiir die ge-
neralisierten Koordinaten steht.
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2 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

Zwangsbedingungen (oder auch Nebenbedingungen genannt) ergeben sich dann, wenn
der Bewegungsverlauf geometrischen Einschrankungen unterliegt.

Beispiele
- Perle auf Draht
- Zylinder oder Kugel auf einer Fldche

- Korper auf einem Faden

2.1 Holonome Nebenbedingungen

filqr, 2, . .., Gan; t) =0 (2.3)

wobei fiir das freie System 3/N Koordinaten existieren. k unabhidngige holonome Ne-
benbedinungen reduzieren die Zahl der Freiheitsgrade eines N-Teilchensystems
auf 3N — k (bzw. 2N — k in 2 Dimensionen)! Es folgen einige klassische Beispiele.

2.1.1 Eine rotierende Kreisscheibe

v Abbildung 2.1: Ein Zylinder rollt eine
schiefe Ebene herunter

Skriptum zur Vorlesung Analytische Mechanik - Andreas Honecker; S.11

YAT

I  un
x

Man stelle sich eine Zylinder vor, der eine schrdge Ebene herunterrollt. Es wird dabei
angenommen, dass der Zylinder seine Richtung nicht d4ndern kann, um die Bewe-
gung ausreichend zu beschreiben reicht es nun, den zweidimensionalen Querschnitt
des Zylinders, also eine Kreisscheibe, zu betrachten, die mit der x-Achse den Winkel
a bildet. Die Kreisscheibe hat nur 3 Freiheitsgrade, die jedoch durch die 2 beste-
henden holonomen Nebenbedingungen verringert werden; zum einen sind das die
Koordinaten des Auflagepunktes der Kreisscheibe (x4, ya) und der Rollwinkel ¢. Die
Zwangsbedingungen sind

xa—rp-cos(a) =0 ; ya—rp-sin(a) (2.4)
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2 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

Die Bewegung hat also nur noch einen Freiheitsgrad, anschaulich findet die Bewe-
gung also auf einer Geraden statt.

Koordinatensystem : Kartesische Koordinaten
Freie Variablen )
Zwangsbedingungen : x4 —r-@cos(a) =0; ya—r-psin(a)=0

2.1.2 Das ebene Pendel

Abbildung 2.2: Skizze eines ebenen
< A Pendels - Eine Masse bewegt sich

in konstantem Abstand vom festen
Aufhiangungspunkt auf einer Kreisbahn
x Quelle: Vorlesungsskriptum Analytische Mechanik - Andreas Honecker; S.12
Koordinatensystem  : Sphérische Polarkoordinaten

Freie Variablen )
Zwangsbedingungen :/=r; 6 = const.

— Bewegung in einer Ebene
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2 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

2.1.3 Perle auf parabelférmig gebogenem, rotierenden Draht

. Abbildung 2.3: Eine Perle bewegt sich un-
1 ter Einfluss der Schwerkraft auf einem
parabelférmig gebogenen Draht, der mit
C | Dw konstanter Winkelgeschwindigkeit w um
eine Symmetrieachse rotiert

<Y

e o
r
xz
Koordinatensystem  : Zylinderkoordinaten - Rotationssymmetrie (!)
Freie Variablen o)

Zwangsbedingungen ¢ —wt=0; z—ap>=0

2.2 Nicht-holonome Nebenbedingungen

Nicht-holonome Nebenbedingungen sind Nebenbedingungen, die sich nicht als Glei-
chungen formulieren lassen. Es folgen wieder einige Beispiele.

Abbildung 2.4: Ein Teilchen mir Radius r
gleitet reibungsfrei und unter Einfluss der

Graviationskraft auf einer Kugel mit Radi-
us R

Die Zwangsbedingung an das System lautet R'> — r> > 0

Sobald das Teilchen tiber den Aquator der gréferen Kugel rollt, wird der Abstand d

grofer als R’ und es wirkt nur noch die Gravitationskraft auf das Teilchen mit Radius
r.
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2 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

2.2.1 Rollende Kreisscheibe

Abbildung 2.5: Eine Kreisscheibe
rollt auf einer Ebene

Quelle: Ubungen zur Vorlesung Theoretische Physik I - Klassische

Mechanik - Blatt 9 - Prof.Dr.Trebin - Uni Stuttgart

Y

Eine rollende Kreisscheibe hat 6 Freiheitsgrade, wenn man die Zwangsbedingun-
gen nicht beachtet, und ist ein starrer Kérper. Eine Zwangsbedingung ist immer der
auf dem Umfang der Kreisscheibe befindliche Auflagepunkt (x4, y,), der Kontakt zur
Ebene haben muss, auf dem sich die Kreisscheibe bewegt. Auflerdem wird die Be-
wegung der Kreisscheibe durch ihre Rollrichtung, wobei der zugehoérige Parameter
in der Skizze ¢ ist (ndmlich der Winkel zwischen der x-Achse und der Schnittlinie
von Scheibenebene und der Rollebene) und dem Neigungswinkel der Scheibe, in der
Skizze 6. Der Rollwinkel der Scheibe heifst in der Skizze .

Rollbedingungen:

xpa—ricos(a) =0 ; ya—rsin(a) =0 (2.5)
Zwangsbedingungen:

dxa = —rdipcos(p) ; dya= —rdysin(p) (2.6)

Die gegebenen differentiellen Bedingungen fiir die 5 Scheibenkoordinaten (xa, ya, @, ¥, 6)
sind nicht integrabel, solange ¢ unbestimmt ist.

®, %undf sind die euler’schen Winkel - mehr dazu spéter in der Vorlesung.

Im Allgemeinen trifft man nicht-holonome Nebenbedingungen zwischen Differntia-
len bzw. Geschwindigkeiten an.

Nicht-holonome Nebenbedingungen haben allgemein die Form

Z ajdg; + aj;; dt =0 oder Z ajqi+air=0 (2.7)

J J

27



2 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

Im Vergleich mit holonomen Zwangsbedingungen, die sich im allgemeinen in diffe-
rentieller Form so ausdriicken lassen

dfi => a;dg+bdt=0 (2.8)

J

(Hinweis: ajj = g—c’z N HES %)

Das bedeutet: Nebenbedingungen sind dann (und nur dann) holonome Nebenbedin-
gungen, wenn

of;
i1 i = ==
| aJ aql
Ga,j Ga,j ..
— = — Vi, k
elep dq; /

Das heifst: Das Differential muss exakt sein, damit die Kreuzableitungen identisch
sind.

Weitere Unterscheidung von Nebenbedingungen
- rheonom (flieffend; zeitabhidngig)

- skleronom (starr; zeitunabhingig)
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2 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

2.3 Die newton’schen Bewegungsgleichungen mit
Nebenbedingungen

Sei im Folgenden m = const. — F = mr.

Man betrachte k holonome Nebenbedingungen. Fiir holonome Nebenbedingungen
gilt dann Allgemein fiir die Bewegung, dass sie sich im 3N — k Dimensionalen Konfi-
gurationsraum abspielt (an dieser Stelle sind Kenntnisse iiber Differentialgeometrie
hilfreich). Bei nicht-holonomen Nebenbedingungen reduziert sich die Anzahl der Di-
mensionen des Konfigurationsraums nicht. Die Ortsvektoren r; sind abhadngig von
den generalisierten Koordinaten gy, . . ., Gsn—k und gegebenenfalls von der Zeit t.

Das bedeutet

ri=ri(q, ..., Gsn—k; t) (2.9)

Dabei ist zu beachten, dass die generalisierten Koordinaten nicht notwendigerwei-
se unabhingig voneinandern sind. Erst die unter Berticksichtigung der holonomen
Zwangsbedinungen tibrig bleibenden Koordinaten sind unabhéngig voneinander (des-
sen bedient sich spater der Lagrangeformalismus).

Um die Zwangskrafte mit zu beriicksichtigen, wird nun die newton’sche Bewegungs-
gleichung verallgemeinert:

m/f,' = F,’ + Z,‘ (2.10)

F; ist dabei die Summe aller inneren und dufSeren Kréfte, so zum Beispiel die Gravi-
tation, Federkraft, oder elektromagnetische Krifte.

Z;ist die Summe aller Zwangskrafte. Zwangskrafte sind die Krifte, die wirken miissen,
um die geometrischen Einschrankungen des Systems aufrecht zu erhalten, so zum
Beispiel Druck durch Draht oder Fadenspannung. Die Wirkung dieser Krafte wird
durch die geometrische Betrachtung klar (Zwangskrafte wirken immer senkrecht zu
den betrachteten, sich bewegenden Teilchen, da sie sonst eine Beschleunigung in ir-
gendeine Richtung zur Folge hitten, was dem Gedanken der Zwangskraft klar wi-
derspricht). Ihre Grof3e ist allerdings unklar.

Die Verallgemeinerung der newton’schen Bewegungsgleichung kann nicht ohne wei-
teres gelost werden.
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2 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

Abbildung 2.6: Eine Masse m bewegt sich rei-

bungsfrei und unter Einfluss der Gravitationskraft
in einem Kreiskegel

Quelle: Klassische Mechanik (Skript) - Prof.Dr.Giinther Mahler; S.93

Die Bewegungsgleichungen fiir das Teilchen im Kreiskegel lauten:

mx = Z,
my =2,

mz=/,— mg

Durch die Rotationssymmetrie liegt die Wahl der Zylinderkoordinaten als verallge-
meinerte Koordinaten nahe. Fiir die Zwangsbedingung ergibt sich:

r Gegenkathete tan()
z  Ankathete
r = tan(a)-z
r—ztan(a) = 0

(2.11)

Offenbar sind nur 2 Koordinaten unabhangig, z.B. r und ¢. Die Koordinatentransfor-
mation ist gegeben durch:

X rcos(y)
y | — | rsin(e) (2.12)
z rcot(a)
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2 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

Damit ergibt sich fiir die vorher aufgestellten Bewegungsgleichungen:

mx = m<f cos(p) — 2rgpsin(p) — rgsin(p) — rg? cos((p)) =27, (2.13)
my = m(f sin() + 2Fp cos(p) + rg cos(p) — rg? sin(w)) =27, (2.14)
mz = m(f cot(a)) =Z,—mg (2.15)

Man beachte, dass r und ¢ zeitabhidngig sind. Die vorhin angesprochene Bedingung
ist, dass Z; 1 Kegelwand gilt. Damit ldsst sich Folgende Beziehung formulieren:

()
Z, sin(e)
Z.  cos()
Z,cos(p) = Zysin(p) (2.16)

Damit lassen sich bestimmende Gleichungen fiir Z, aufstellen (eine Skizze ist an
dieser Stelle duferst hilfreich):

-7, B —Z, cos(p)
VZi+ 45 \/Zf cos?(p) + Z2sin’(p)
_ —Z, cos(¢p)

\/Z2 cos? Z2 cos?(p)

—Z

—Z;js((p) = tan(a)

Damit folgt:
Z,cos(p) = —Z, tan(a) (2.17)

Unter Berticksichtigung dessen lasst sich folgende Gleichung aufstellen:

2ip+rp =0 (2.18)

Damit ergibt sich schlussendlich folgender Term fiir die Bewegungsgleichung:

(tan(a) + cot(a)) F—rp?tan(a) +g=0 (2.19)
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2 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

2.3.1 Rollpendel

Abbildung 2.7: Skizze zum Rollpendel

Quelle: Klassische Mechanik (Skript) - Prof.Dr.B.Drossel; S.18

Beim Rollpendel sind 2 Massen durch eine masselose Stange miteinander verbunden,
wobei die obere der beiden Massen (im Bild m;) ihrerseits wieder reibungsfrei auf
einer Schiene gelagert ist, auf der Sie sich in x-Richtung bewegen kann.

Fiir die Bewegungsgleichunen ergibt sich:

mx = Zix (2.20)
my = Zi —mg (2.21)
Moo = Zoy (2.22)
Moy = Za, — Mg (2.23)

Die Zwangsbedingung lautet y; = 0 (oder y; = const., allerdings ist das umstdndlicher).

(e —=x1)°+ (2—n)—FP=0 (2.24)

Wihle x und ¢ als unabhingige Koordinaten, es ergibt sich

xo =x1 + Isin(p) — y» = —Icos(yp) (2.25)
Erganzung zu[2.25}
sin(p) = e 7 . (2.26)
Zix = miX
Ziy = mg
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2 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

Zox = My (Xl + lp cos(p) — I sin(w))

Zy, = No (/(b sin(p) + Ip? cos((p))

Nach Newtons drittem Axiom gilt Z;, = —Z,.. Auflerdem gilt aus geometrischer
Betrachtung
_Z2x
tan =
(v) 7o

— () - cos() + (d) -sin(p) = Xy cos(p)+ 1¢+ gsin(p) =0
—(a)+ () = (m+m)x = ml(@?sin(p) — pcos(p))

Das generelle Vorgehen zum Aufstellen der Newtonschen
Bewegungsgleichungen mit Zwangsbedingungen

1. Durch die k holonomen Nebenbedingungen wird der Freiheitsgrad des Systems
auf 3N — k reduziert, 3N — k unabhingige Koordinaten wahlen und Bewegungs-
gleichungen aufstellen

2. Alle Zwangskraftkomponenten durch geometrische Uberlegungen eliminieren

3. Alle k Zwangskraftkomponenten durch Kombination der 3N Gleichungen eli-
minieren

Im Allgemeinen ist dieses Verfahren sehr miihsam. In den folgenden Kapiteln wer-
den Formalismen eingefiihrt werden, mit denen es moglich ist, die Bewegungsglei-
chungen aufzustellen, ohne die Zwangskrafte mitfiihren oder berechnen zu miissen.

Allgemein Bemerkung: Die Zwangskrifte stehen immer senkrecht zur Bewegung, da
sie sonst eine Beschleunigung zur Folge haben.
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3 Das d’Alembert Prinzip

Nach den Uberlegungen des vorherigen Kapitels sind Aufgaben mit Zwangsbedin-
gungen im Rahmen der Newton’schen Mechanik prinzipiell 16sbar, in der Praxis ist
das Losen allerdings oft recht schwierig.

3.1 Das Prinzip der virtuellen Verrilickungen
Definition

Die virtuelle Verriickung ist eine infinitesimale Verrtickung des /-ten Teilchens, die
mit den Nebenbedingungen vertréglich ist und instantan erfolgt - das ist dabei der
grofie Unterschied zu reellen Verriickungen des /-ten Teilchens, da diese bei beweg-
ten Teilchen auch Komponenten entlang der Bewegungsrichtung haben, die aus dem
Zeitraum der Verriickung folgen. Besonders anschaulich ist das im nachfolgenden
Beispiel.

Bei skleronomen Nebenbedingungen sind die virtuellen und die reellen Verriickungen

identisch, da dort die Forderung an die virtuellen Verrtickungen %r = 0 trivialerwei-

se erfiillt ist und die Zeitabhidngigkeit der reellen Verriickungen keinen Einfluss auf
die moglichen Teilchenbahnen bei Verriickung haben.

3.1.1 Perle auf beschleunigtem Draht

Abbildung 3.1: Darstellungen zu den vir-

) A dr tuellen und rellen Verriickungen einer
v dt /4 Perle auf einem beschleunigten Draht
Quelle: Klassische Mechanik (Skript) - Prof.Dr.B.Drossel; S.20
o7
. =
A

Solange der Draht sich nicht bewegt, ist die Zwangsbedingung an die Perle auf dem
Draht skleronom, bewegt sich der Draht jedoch irgendwie, zum Beispiel gleichférmig
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3 Das d’Alembert Prinzip

beschleunigt, wird die Zwangsbedingung rheonom und damit entsprechen die reel-
len Verrtickungen der Perle nicht ldnger den virtuellen.

Fiir die gleichférmig beschleunigte Bewegung gilt

1
y — E.at2 =0 , or| x—Achse (3.1)

dr hat auch eine y-Komponente, die Ursache dafiir liegt in der Zeitabhdngigkeit der
reellen Verrtickung . Damit gilt dr # dr.

Die virtuellen Verrtickungen eines Teilchens ergeben sich durch Ableiten der Trajek-
torie r;(t) des i-ten beweglichen Teilchens im System nach den unabhédngigen Koor-
dinaten des Problems, es gilt also

3N—k

Gr,-
—1 ()

Nun stellen wir die Bewegungsgleichung ganz allgemein mit Zwangskréften auf:

m;f‘; — F,‘ = Z,‘

— i(m,f‘, — F,) . 51‘,‘ = i Z,’ . 5[‘,‘
i=1 =1

Postulat Die Natur der Zwangskrifte ist derart, dass sie keine virtuelle Zwangsar-
beit verrichten, d.h.

> Zi-ori=0  Vér (3.3)
=1

Die obige Gleichung heifit das Prinzip von d’Alembert. Das d’Alembert’sche Prinzip
ist eine plausible Annahme, jedoch lasst sie sich nicht aus den newton’schen Axiomen
ableiten.

Bemerkung Das d’Alembert’sche Prinzip ist die Begriindung fiir die Unmoglichkeit
eines klassisch mechanischen Perpetuum Mobiles.

Beispiel zur virtuellen Arbeit

mi =VV + Z (3.4)
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3 Das d’Alembert Prinzip

Eine Energiebilanz legt nahe, dass

r

n

gilt. Die tatsdchlich verrichte Arbeit ist gegeben mit

Wieal = / F-dr=V(n)-V(n)=W-Y (3.6)

Bemerkungen zu Nebenbedingungen Beirheonomen Zwangsbedingungen ist nur
die virtuelle Arbeit W, = 0, nicht die reale Arbeit der Zwangskrifte. Beim Beispiel
der Perle auf dem gleichférmig beschleunigten Draht greift die Zwangskraft Z nor-
mal auf dem Draht (|| y-Richtung) an und bindet die Perle an den Draht, zwar ist
Z-dr # 0, aber es gilt Z - 6r = 0.

Die einzelnen Summanden in der d’Alembert’schen Gleichung gilt nicht notwendi-
gerweise Z; - or; = 0, allerdings gilt immer fiir die Summe, dass Y., Z, - ér; = 0.

3.1.2 Das Rollpendel

Von diesem neuen Standpunkt aus betrachte man das Rollpendel nocheinmal.

Y T |2 Abbildung 3.2: Darstellung der virtuellen
Verriickungen bei Rollpendel

» Quelle Klassische Mechanik (Skript) - Prof.Dr.B.Drossel; S.21

m,

'3 ;;roi
b ?t;ans 0r,

Uber die virtuellen Verriickungen lisst sich sagen

Z,-or1 = (Zschiene + Zraden) - 0T
= Zraden " 011 # 0

Zy-0ry = —Zragen - (0ra,, + 012 )
= —Zraden " 012, # 0
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3 Das d’Alembert Prinzip

Wie wir aus der d’Alembert’schen Gleichung wissen, gilt >."_; Z; - ér; = 0. Das muss
nattirlich auch in diesem Fall gelten, obwohl die einzelnen Summanden klar von 0
verschieden sind.

Die d’Alembertsche Gleichung sagt auch aus, dass durch die Zwangskréfte keine neu-
en Bewegungen entstehen, die Zwangskrifte sind ja geometrisch bedingt, schrianken
die Bewegungsfreiheit ein und wirken nur so, dass die Bewegung in der eingeschrdnkten
Form erhalten bleibt.

3.1.3 Das Teilchen im Kreiskegel

A Abbildung 3.3: Ein Teilchen der Masse
m bewegt sich reibungsfrei unter Einfluss
der Gravitationskraft im Kreiskegel

Quelle: Klassische Mechanik (Skript) - Prof.Dr.Giinther Mahler; S.93

Der Kreiskegel ist offensichtlich rotationssymmetrisch um eine Achse, als dem Pro-
blem angepasste Koordinaten bieten sich also nun Zylinderkoordinaten an, die auch
rotationssymmetrisch um eine Achse sind. Die Transformation von kartesischen auf
Zylinderkoordinaten ist gegeben mit

X rcos(y)
y | = | rsin(p) (3.7)
z z

Dabei ist r in diesem Fall der Radius des Kreiskegels an einer bestimmten Hoéhe.
Fiir die Hohe des Teilchens im Kreiskegel ladsst sich aus geometrischer Uberlegung
ablesen

z = rcot(a) (3.8)
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3 Das d’Alembert Prinzip

wobei a der Offnungswinkel des Kreiskegels gemessen von der z-Achse aus ist. Durch
Einsetzen der Zwangsbedingung fiir z in die angepassten Koordinaten folgt

X r cos(¢)
y | = | rsin(p) | =r (3.9)
z r cot(a)

Durch Ableiten der generalisierten nach den unabhingigen Koordinaten des Pro-
blems (in diesem Fall offensichtlich r, ¢) ergeben sich die virtuellen Verriickungen,
die mit den Zwangsbedingungen vertréglich sind.

Nk 5
or, =
! Z 3%
Bx 212 . 3(fCOS(<P))5qJ
Sley | = = a(rsm(w))éqj
oz 212 . M(;qj

8(rc§S(<p))5r + 8(rcaOS(<p))5(p
_ 6(rsi|2(<p )5/’ + A(rsin(yp) )5(0
o(r cgt(a))é r+ o(r ccﬁ(a))é(p
cos(p)dr — rsin(p)de

= | sin(w)dr + rcos(p)dp
cot(a)dr

Die F sind die inneren und dufleren Krifte, die im System wirken. In diesem Fall
wirkt ausschliefllich die Gravitationskraft. Diese hat die Form

0

Die d’Alembertgleichung des Systems muss also nun lauten

3

> <mf, - F,-) or; =0 (3.11)

i=1

Die Bewegungsgleichungen des Systems werden nun durch Auswertung der d’Alembert-
gleichung gewonnen.
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3 Das d’Alembert Prinzip

Fiir den Ansatz zur Bewegungsgleichung gilt also jetzt in vektorieller Form (Ver-
traglich mit der Summenschreibweise, weil das Skalarprodukt analog definiert ist)

m-{i‘—g}-ér:O (3.12)
Fir r folgt
P %(r cos(¢))
pFreL L (rsin(y))
d2
&5 (rcot(a))

Fsin(p) + rcos()p)
4 (Fcot(ar))

( 4 (Fcos(p) = rsin(p)¢) )

¥ cos(p) — 27 sin(p)@ — rcos(p)p? — rsin(p)@
= ( Fsin(p) + 27 cos(p) — rsin(@)p? + rcos(p)@ )
¥ cot(a)

Mit eingesetzten Vektoren hat die d’Alembertgleichung die Form

¥ cos(p) — 2rsin(@)p — rcos(p)p? — rsin(p)@ 0
m- Fsin(p) + 2f cos(p) — rsin(p)@? + rcos(p)g | — 0
7 cot(ar)
cos(p)dr — rsin(p)dp
| sin(@)dr 4+ rcos(p)dp | =0
cot(a)or

Damit folgt fiir die Bewegungsgleichungen des Teilchens im Kreiskegel

0= (a1 {reos(o) ~ 2rsin(0) cost)e — rcosi(0)e?  rsin(e) cos(e)s |
0] = rrsin(p) cos(y) + 207 (@) + 1 sin(p) cos(@)e? + s} )
+ (sr{rsintte) + 2¢sin(e) costiolo — rsint ()67 + rsin(e) cos(w)o |
+ 5w{rf sin(g) cos() 4 2rr cos*(w)@ — r? cos(¢p) sin(p)p* + r cos2(¢)})

+ (6r{?cot2(a) - gcot(a)})
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3 Das d’Alembert Prinzip

0= 6r{F<1 + cot2(a)> + gcot(a) — r¢>2} - (5<P{2ff¢ + f2¢}

Die Bewegungsgleichungen fiir das Teilchen im Kreiskegel nach Newton lauten

0=2ro+rp

0= f<tan(a) + cot(a)) —r¢”tan(a) + g

Man kann nun die aus dem d’Alembertprinzip gewonnen Bewegungsgleichungen
einfach auf die selbe Form bringen

cot(a)6r{?(tan(a) + cot(a)) — r¢?tan(a) + g} + r6<p{2r‘<p + r(,b} =0

Wegen der Unabhangigkeit von §r und d¢ verschwinden beide Klammern eigenstidndig
und es folgen die aus den Newton’schen Uberlegungen bekannten Bewegungsglei-
chungen

0= F(tan(a) + cot(a)) —r¢?tan(a) + g (3.13)

0=2rp+ryp (3.14)
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3 Das d’Alembert Prinzip
3.1.4 Das Rollpendel

Abbildung 3.4: Man betrachte eine Mas-
se my, die in einem beweglichen Punkt

> Xo der Masse m; fest mit einer Stange
der Lange / aufgehdngt sei. Beim Schwin-
gen schliefSe die Stange mit dem Lot vom
Aufhidngepunkt zum Boden mit der Stan-
ge den Winkel 6 ein.

Fiir die Ortsvektoren der beiden Massen folgt

[ x ~( Isin(0) + x
= ( 0 ) 2 ( —I cos(6) (3.15)
Es ist hierbei besonders wichtig, auf die Parametrisierung der zweiten Masse zu ach-
ten! Bei Parametrisierung der Bewegung von m, den ebenen Polarkoordinaten ent-

sprechend wiirde das Pendel tiber der Schiene, auf der m; liegt, schwingen. Es gilt
offensichtlich, dass

| = const. (3.16)

Fiir die virtuellen Verriickungen der beiden Massen folgt nach bekannter Formel so-

fort
(1 _( 6xy 4 cos(0)d6
61‘1 = ( 0 ) 5X1 , 61‘2 = < /Slﬂ(9)69 ) (317)

Damit lautet die d’Alembertgleichungen des Rollpendels

m1f1-5r1+m2{Fz—g}5r2=0 (3.18)
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3 Das d’Alembert Prinzip

Das liefert

o m [ K). (0% o I(cos(6)8 — sin(6)6? ( 0xq + [ cos(6)36
R 0 0 2L\ /sin(8)6 + I cos(6)6? + g Isin(8)56
= myX0x; + mgéxl{/cos(é)é — Isin(8)6° + Xl} - m269{/2 cos?(0)8 — I?sin() cos(6)8?
+ X1/ cos(8) + 1 sin(6) cos(8)6% + > sin?()6 + g/sin(@)}

= 5x1{m1>'€1 + ms </ cos(6)8 — Isin(6)8? + Xl) } + m259{/29 + X1/ cos(0) + g/sin(@)}

Durch die Unabhingigkeit von dx; und 46 folgen die beiden Bewegungsgleichungen
fiir das Rollpendel

0= mX + m (/cos(@)é — Isin(8)6° + Xl)

0 = 16 + %, cos(8) + gsin(6)
3.2 Das Gleichgewichtsprinzip

Die d’Alembertgleichung fiihrt auf das Gleichgewichtsprinzip der Mechanik - Ein
mechanisches System ist im Gleichgewicht, wenn gilt

N
> v Fi=0 (3.19)
i=1
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4 Lagrangegleichung 2. Art

Als Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Lagrangegleichungen wihlen wir die
d’Alembertgleichung

N
> (mi; — F)dr; =0 (4.1)
=1

Dabei werden die Ortsvektoren r; als Funktionen der verallgemeinerten Koordinaten
i, ..., q; verstanden, wobei die verallgemeinerten Koordinaten nicht notwendiger-
weise unabhingig voneinander sind. Daraus folgt dann fiir die virtuellen Vertickungen:

ar,
Z 55, (4.2)

Mithilfe dessen lassen sich verallgemeinerte Krifte einfiihren. Fiir diese gilt:

N
Y Fibr = Z (ZF )5% (4.3)
=1 i

= Z Qj : 6(71' (44)
i=1
Wobei
N
aI‘,'
= F, - — 4.5
Z 50 (4.5)

eben diesen generalisierten Kréften entspricht.
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4 Lagrangegleichung 2. Art

Auflerdem gilt

“~d /T aT
Zm,r, 51',—2 (a—qj—aq)aqj (4.6)

mit

1 N
i=1

als gesamtkinetische Energie - also die Summe aller kinetischer Teilenergien.

Es folgen einige Hilfsmittel:

dr; . 61'/. ar/
Vi = ar J’:Z]_a_qjqj ot (4.8)
ov;  Or,
— - = 4.9
0q;  0q; (4.9)
Auflerdem gilt:
d Or aI‘,

Das wollen wir im Folgenden beweisen:

or 0 Or 8g; Or

oq @_/(X;qu 6t+§)
(P Lo
N = dq; - 0q; Gq, Btﬁq/

dor i 0 Gr.__i_gﬁ
dtog aqj aq/‘qj ot dq;
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4 Lagrangegleichung 2. Art

Es folgt der Beweis, dass sich die Lagrangegleichung aus dem d’Alembertprinzip her-
leiten lasst:

>
I >

N
Z m,-'f,— . 51‘,‘ = Z mifi : ?) 5qj
i=1 ' 9

_En: Z,V:d(mr 81‘) 1,ad@r,)
- 1 LY iLi— 1
= \5 dt dq; dt dg;
_iiimav, mu@v,(5
— : dt Ivla ] /VIG ] q;
J=1 =1
", d (a Zl 2) 8 <1
= Z— — Y —mvi | — — m;v;
= dt \ 9g; 2 9q; = 2
_ Z (ia_T _ 3_7)
= dt 66]1 an
U
Die Gleichungen [4.5|und [4.6|fiihren auf die folgende Beziehung
(doT aT
——.———Q-)é:o 411
; <df GqJ- qu J 9 ( )

Die Gleichung[4.11]heifit Lagrangegleichung 2.Art und gilt fiir holonome Nebenbe-
dingungen.

Im Folgenden machen wir die Annahme, dass k holonome Zwangsbedingungen auf
n = 3N — k unabhingige Koordinaten fiihren, was allgemein fiir holonome Neben-
bedingungen gelten soll.

0q; mitj=1,..., n unabhingig (4.12)
Daraus lasst sich folgende Gleichung formulieren:

dor oT
dioq " ag =0 (4.13)

Diese Beziehung gilt fiir beliebige Krafte F und holonome Zwangsbedingungen.
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4 Lagrangegleichung 2. Art

F,‘(I‘l ..... ry, t) = a3, = VI‘,’V (414)

wobei i =1, ..., N.

Daraus folgt die Lagrangefunktion 2. Art fiir holonome Zwangsbedingungen und
rheonome Krifte:

N N
Or; oV or;
- F, - _ —_— ! 4.15
a\/(ql 11111 Qn)
= 4.16
5y (4.16)
Daraus lasst sich der folgende wichtige Zusammenhang herleiten
doL oL
= _ 2= =0 4.17
dt aqj an ( )
wobei £ die Lagrangefunktion ist mit
L=T-V (4.18)

Dass sich aus der Lagrangefunktion 2.Art auch das d’Alembertsche Prinzip herleiten
lasst, wollen wir im Folgenden beweisen:

3N—k

doT 0T oV d oV
LG2 -0 = Z <EG_C]J_6_C]J+6_C]J_EG_C]J)6CIJ
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4 Lagrangegleichung 2. Art
4.1 Geschwindigkeitsabangige Potentiale

Gegeben sei V(qy, ..., Qn: G1, - . -, Gn; t).

Die generalisierten Krafte sind gegeben mit

ov ~doVv

Ein bekanntes Beispiel fiir ein geschwindigkeitsabhingiges Potential findet man in
der Elektrodynamik:

V=e(®—v-A) (4.20)

wobei ® das elektrische Potential ist und A das Vektorpotential nach der Zeit.

Das elektrische Feld E ist charakterisiert mit:

O0A
E=-Vb—- — 4.21
Ve - — (4.21)
Auflerdem gilt fiir das Magnetische Feld B:
B=VxA (4.22)

Die Lorentzkraft ergibt sich daraus folgendermafien:

ov ~dov

Fo="%x T atan,

— e(E+v x B) (4.23)

y und z Komponente lassen sich analog dazu herleiten.
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4 Lagrangegleichung 2. Art

4.2 Newton'sche Bewegungsgleichungen mithilfe der
Lagrangegleichung

Die newton’sche Beweungsgleichung ldsst sich genauso aus der Lagrangegleichung
gewinnen:

L = T-V
., doL oL
dt Ox  Ox
= i(m>'<)-|-8—\/
- dt Ox
= mx—F,
—F, = mx

Da F ein konservatives Kraftfeld sein soll, gilt F = —VV. Man sieht, dass die Ablei-
tung des Potentials also bis auf Vorzeichen der Kraft entsprechen muss.

4.3 Gebrauchsanweisung zur Aufstellung der
Bewegunsgleichungen

- Schreibe T — V in Abhédngigkeit der 3N — k generalisierten Koordinaten und
ihren Geschwindigkeiten - ohne Bertiicksichtigung der Zwangsbedingungen

- Driicke die 3N Koordinaten durch 3N — k unabhingige Koordinaten aus, wobei
k fiir die Anzahl der holonomen Nebenbedingungen steht

- Bestimme die Lagrangefunktion £ = T —V als Funktion der 3N —k unabhingigen
Koordinaten, der Geschwindigkeiten und eventuell der Zeit

- Stelle die Lagrangegleichung 2.Art auf
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4 Lagrangegleichung 2. Art

4.3.1 Teilchen im Kreiskegel

Fur die generalisierten Koordinaten ergibt sich: (q1, g2, g3) = (r, @, 2).

Der Kreiskegel ist offensichtlich rotationssymmetrisch um eine Achse, als dem Pro-
blem angepasste Koordinaten bieten sich also nun Zylinderkoordinaten an, die auch
rotationssymmetrisch um eine Achse sind. Die Transformation von kartesischen auf
Zylinderkoordinaten ist gegeben mit

X rcos(y)
y | = | rsin(p) (4.24)
z z

Dabei ist r in diesem Fall der Radius des Kreiskegels an einer bestimmten Hohe. Fiir
die Hohe im Kreiskegel ldsst sich ausmachen

z = rcot(a) (4.25)

Fiir die kinetische Energie des Teilchens folgt damit sofort

1
T = Em{r'2 +r?2p? 4 ? cot2(a)} (4.26)

Fiir die potentielle Energie des Teilchens folgt sofort
V' = mgr cot(a) (4.27)

Die Lagrangefunktion lautet nun

1
L=T-V= zm{r'2 + r2p? + #? cotz(a)} — mgr cot(a) (4.28)

Fiir die Bewegungsgleichungen ergibt sich damit

_ %(mr’{l + cotQ(a)}) — (mr<p2 —mg Cot(a))

= mF(l + cotz(a)> + mg cot(a) — mr¢p?

= f(tan(a) + cot(a)) + g — tan(a)r¢?
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4 Lagrangegleichung 2. Art

= mr’@ +2mrr¢

=ro+2rp
Der Vergleich mit den Bewegungsgleichungen, die man mithilfe des d’Alembertschen
Prinzips ermitteln konnte (siehe [3.14), macht die Uberlegenheit des Lagrangeforma-

lismus gegentiber dem d’Alembertschen Prinzip beim Aufstellen von Bewegungsglei-
chungen klar.

Bemerkung zur Forminvarianz von Lagrange und Newton
Die Lagrangegleichung 2.Art ist forminvariant unter Koordinantentransformationen,
die Newton’sche Bewegungsgleichung im Allgemeinen nicht!

Beweis:

g — Qi(gi.t); L£(QQ.t)=L(q(Q.1),q(Q Q. 1))

Damit ergibt sich

doL oL
N————
d oL oL

dtd¢; 8q;

(4.29)

50



5 Symmetrien und Erhaltungsgréen

5.1 Impulse

5.1.1 Der kanonische- und der kinematische Impuls

. oc
Pir= 04q;
nennt man kanonischen oder konjugierten Impuls. Auch generlaisierter Impuls ist
ein gebrauchliches Synonym.

(5.1)

Freies Teilchen

_ Mmoo o 2
L=— = S +y +y)
— —aﬁ—mx
P~ ax ~
P,. P;analog

— p = mr = mv(kinematischerlmpuls)

Ebenes Pendel

L = g/2tp2 + mgl cos(¢p)
oL
- P,= 26— mi?p?

Erinnerung: Der Drehimpuls ist gegeben mit L = m(r x v) In diesem Beispiel ent-
spricht r x v einfach /- /.

Allgemein fiir geschwindigkeitsunabhidngige Potentiale ist der konjugierte Impuls
gleich dem kinematischen Impuls.
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5 Symmetrien und Erhaltungsgréfsen

Dagegen gilt zum Beispiel beim elektromagnetischen Potential V = e(® — v - A) fur
den Impuls

. mi? .
p=mr+eA (LzT—V:T—e(QD—r-A)) (5.2)

Man sieht: es handelt sich um den kanonischen Impuls. Der kinematische Impuls ist
gegeben mit

mr =p—eA (5.3)

Der kinematische Impuls ist unter anderem wichtig flir die Quantenmechanik!
Die Koordinaten gj, die nicht in der Lagrangefunktion auftreten (sondern nur g;)
heiflen zyklisch.

oL
- zyklisch & — =0 5.4
Das fiihrt auf
d oL d
atag ~ at? =" >3

Die kanonischen Impulse von zyklischen Koordinaten sind Erhaltungsgréfien.

Wenn das Problem translationsinvariant ist, folgt daraus die Impulserhaltung. Aus
der Rotation folgt die Drehimpulserhaltung.

Allgemein: Symmetrien von Problemen schaffen Erhaltungsgréen!

d
f(q,q;t) Erhaltungsgrofie < af(q, qt)=0

oder konstante Bewegung oder Bewegungsintegral

Behauptung Ein System mit n Freiheitsgraden hat 2n unabhingige Erhaltungs-
grofien.

Beweis Die n Losungen g; der Lagrangegleichung (Lagrangegleichung 2.Art) ent-
halten 2n freie Konstanten ¢y, ¢, . . ., Cop, die durch die Anfangsbedinungen

q1(to), g1(to), . .., an(to) eindeutig bestimmt werden. Auflésen nach

ck = ck(qu, .- -, Qs G, dn)-
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5 Symmetrien und Erhaltungsgréfsen

Beispiel Der ungeddmpfte harmonische Oszillator

x(t) = cpcos(wot) + csin(wpt)
x(t) = —cwosin(wot) + cwp cos(wpt)
Anfangsbedingungen = ¢ =x(0) , x(0)

Das Auflosen nach den Konstanten liefert

sin(wgt)

Wo
cos(woyt)
Wo

a = x(t)cos(wet) — x(t)
e = x(t)sin(wot) + x(t)

Das ist allerdings meist nutzlos, da die Gleicheheiten oft erst nach Losung der Diffe-
rentialgleichung auflosbar sind.

Einmal mehr sieht man, dass die Wahl des Koordinatensystems wichtig ist: Anhand
der geschickt gewahlten Koordinaten lassen sich viele Erhaltungsgréflen sofort able-
sen bzw. sind diese einsichtlich, denn

1. Erhaltungsgrofien sind auch ohne Losung der Bewegungsgleichung ntitzlich
Beispiel: Drehimpulserhaltung in Zentralkraftfeldern — 2. Keplersche Gesetz
(Fahrstahl des Planeten tiberstreicht in gleicher Zeit gleiche Flachen, was aus
Problemsymmetrie / Drehimpulserhaltung folgt)

2. Bei gentigend vielen Erhaltungsgroflen kann das System nicht chaotisch sein
(wobei chaotisch eine prdzise mathematische Bedeutung hat)

3. Jede Erhaltungsgrofle verringert die Zahl der notwendigen Integrationen zur
Losung der Bewegungsgleichung um 1

Bei numerischen Integrationen der Bewegungsgleichung werden Erhaltungsgrofien
meist zur Kontrolle der Rechengenauigkeit eingesetzt.

Das Teilchen im Keiskegel

Die Lagrangefunktion des Teilchens im Kreiskegel lautet

L= g [(1+4 cot®(a))F? + r’¢?] — mgr cot(a) (5.6)

Man sieht, dass ¢ eine zyklische Koordinate ist. dadurch folgt

oL
Po= 55 = mr?¢*(Drehimpuls) = const. (5.7)
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5 Symmetrien und Erhaltungsgréfsen

Die zweite Erhaltungsgrofle ist die Gesamtenergie

2tana
E= gvz +mgz = g {(tan(a) + cot(a)) i* + pq;n2r2 1 cot(a) + mgr cot(a) = const.

(5.8)
Die Erhaltungsgrofien sind 2 Differentialgleichungen erster Ordnung fiir ¢(t) und

r(t)

1
dr 1 2 2% 2
N = | (= __T° _ .
( )dt [1 + cot?(a) <m omr2 M9 cot(a))} (59)
Integrationstipp
dr dr /f“) dr /f
— = f(r) > — =dt — — = dt =1t (5.10
at ~ "7 7 . T )

Damit folgt fiir ¢

1 /f“) dr’
t=— (5.11)
sin(a) o %\/E _ 2,123;2 — mgr cot(a)
Py dt
1 t) =2
)= p(e) = 22 [ 5
Das Rollpendel
m m
L= Exf +3 <X12 + Po® + 2 x 9 cos(cp)) (5.12)
x1 ist folglich zyklische Koordinate
oL _ ,
Dy = % (my 4+ mo)x; + malgp cos(p) = const. (5.13)
1
Fiir geeignete Anfangsbedingungen ist p, =0
Daraus folgt
(my + mo)x; + molsin(p) = const (5.14)
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5 Symmetrien und Erhaltungsgréfsen

Wihle den Koordinatenursprung so, dass const = 0

X0 x1 + Isin(p) ) < sin(yp) )
= _ g 5.15
< Va ) ( —Icos(yp) —cos(p) ( )
Energieerhaltung
B m2/2q')2 mo 2
E = 5 (1 e cos“ () mogl cos(¢p) (5.16)

Daraus folgt fiir t

(5.17)

S " (1 e COSQ(‘”)
N v v E + mygl cos(p)

5.2 Das Noether Theorem

Wir haben gesehn, dass £ invariant unter g; — q;- = g, + a, woraus gefolgt ist, dass g;
zyklisch ist und p; eine Erhaltungsgrofie ist.

Verallgemeinerung: Koordinatentransformation g; — q; =q(q,..., Gan—k, t, @) mit
i=1,..., 3N — k.

Invertierbar q: = g;(q,, . . ., Qsn_y t, @), wobei wieder i =1, ..., 3N — k.

Bsp. Translation r — r' + a - a (gegeben durch Rotation um z-Achse)

X X cos(a) —sin(a) 0
y | =1y | =1 sinfa) cos(a) 0 (5.18)
z z 0 0 1

— L(q,q,t) = £(q(q’. ta) fald. ta), t) = L(qd.q,at)

Betrachte Abhingigkeit von £ von a:

6_[1
oo

OLdq/(d\ t.a,) L0 (Gald. t o))
aq/ oa Gq, oo

dt 0g; oo og; dt oo

SNZ (£25)00td e 06 o oot o)
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5 Symmetrien und Erhaltungsgréfsen

3N—k

[Z 25 6q,(q t, a)}

bzw. an der Stelle a« =0 :

d = oL agi(q,t a) 8L (q. 4.t a)
0t Z 5 oa | |~ aa (519
=1 a=0 a=0
Man betrachte folgende Koordinatentransformation
q = q(aq. ... Gan—k, T ) (%) (5.20)

Die Koordinatentransformation seine eine bijektive, die stetig differenzierbar in « sei
und a = 0 liefere die Identitit (q:(qy, . . ., Gan—k. t, ) = @)

Daraus folgt

La.qt)=L(d.q t a)

Wir hatten (5.19) gezeigt. Wenn die Koordinatentransformation (*) in £ invariant
lasst, d.h.

L(q.q.t) = L(q,q .t a) dquivalent £(q, q, t) (5.21)
Es folgt also
oL
2| =0 (5.22)
a=0
Daraus folgt
3N—k
6£ oqi(q,a,t
(a4 1) = Z L)
a=0

Ist als Erhaltungsgrofie

Freies Teilchen in 3d

o

r=r +a- (5.23)

Rechnung nachtragen
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5 Symmetrien und Erhaltungsgréfsen

Teilchen im rotationssymmetrischen Potential

L(r 7)) = g(% FR2 42 VR A+ Y2, 2) (5.24)
Symmetrierotation
X cos(a) sin(a) 0 x cos(a) + y sin(a)
y | = —sin(a) cos(a) 0 = —x'sin(a) + y' cos(a)
z 0 0 1 z
L(r o) = g(% P24 22) V(X2 4 y?) (5.25)
aX(r/, Ot) . ;. / o
5 = X sin(a) + y cos(a) =y
ay(r/,a) . / ’o. .
Do, = —x cos(a) —y sin(a) = —x
b oL oL . .
['(r,r, t)= gy—i— 6—y(—x) =mxy —yx)=m(rxr); =—Lg; (5.26)

Das heif3t L 7 (also die z-Komponente des Drehimpulses) ist die gesuchte Erhaltungs-
grofle. In Polarkoordinaten gilt

m

L = E(r'2—|—r2<p2+z'2) —V(r? z2)
— @ ist zyklisch, £ unter ¢ — ¢ = ¢ + a invariant
OLOY — 5,
_ = — = _LZ
op  oa mre

Angenommen £ bleibt unter der Variablentransformation q — q'(q, @) nicht un-
gedndert, sondern

ro o d ,
E(q,q,t,a)=£(q,q,t)+aF(q,t,a) (5.27)
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5 Symmetrien und Erhaltungsgréfsen

Das bedeutet also

0L(q. 4. t, ) B iaF(q/, t, o)
oo i - dt oo -
¢ (ot e
-~ dt da
i=1 a=0
3NZK 0L 0qi(q, a,t) OF(q, t, a) (5.28)
oq; oo B oa L '

ist also die gesuchte Erhaltungsgrofle.

Freier Fall im homogenen Schwerefeld Betracht die reine Galileitransformation

L(x, x)= —x — mgx (5.29)

X—>x':x—|—o¢t

LX X ta) = —(xX —a)>—mg(x —at)

N3

= L(X. X))+ ditl—_(x/, t,a)

Damit folgt fiir die Erhaltungsgrofe

aLox(X, t a)
ox oo

oF

b =
oo

. gz)
=m|x—xt— =t
(x X >

a=0 a=0

Eichinvarianz der Lagrangefunktion

Betrachte £(q, q, t) und £(q, q, t) := L(q, q, t)+ 4F(q, t). Die beiden Lagrangefunk-
tionen haben dieselben Bewegungsgleichungen, denn

d oF , , OF
F=Flat)=

(0.0) = 549" 3¢

daF_daF_yF_ 6°F

dtoq _dtag a2 arag
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5 Symmetrien und Erhaltungsgréfsen

OF  O°F N °F
8q 01" ataq

F erfiillt die Lagrangegleichung automatisch, £ und £ haben also dieselben Bewe-
gungsgleichungen.

5.2.1 Energieerhaltungssatz

Man betrachte ein abgeschlossenes System, das homogen in der Zeit sei. Daraus folgt,
dass die Lagrangefunktion nicht explizir von der Zeit abhidngt. Das bedeutet L ist
invariant unter Zeitverschiebung t — t =t + a.

Beachte Rheonome Zwangsbedingungen (vgl. Perle auf rotierendem Draht) haben
eine explizite Zeitabhidngigkeit, d.h. sie verrichten Arbeit. Daraus folgt, dass die Ener-
gie nicht erhalten ist und das System Perle ist nicht abgeschlossen.

Wir befassen uns nun also mit skleronomen Zwangsbedingungen (da diese keine ex-
pilzite Zeitabhangigkeit haben).

L(q.q,t) =L(q.9. t +a) (5.30)

gelte und L sei also invariant unter Zeittranslation.

Es folgt
oL d ke e o
a0 Tt - ;(a—%qﬁa—qj‘“zﬁg)
3N—k

j=1
d (*Hac >
dt <j:1 qu
Daraus folgt
3N—k
oL
H = —q;, — L ] = const. 5.31
2 (aqj v ) 531
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5 Symmetrien und Erhaltungsgréfsen

Teilchen im Potential
m o 2, .2
'CZE(X +y*+2°)+V(x,y, z)

H ist also

H = m(y2+y2+z'2)—g(x2+y'2+z'2)+v
H = T4V =Ege

Fiir konservative Krafte gilt

oL ot
9q; 0¢;
3N—k

oT
= > g =2T
J=1 quqj

Zu Die kinetische Energie ist gegeben mit

Auflerdem ldsst sich fiir T folgern

3 N m; or; or,
r= ak,1qxq; , wobei ay = S Bl Bl
kZ/z:l IZ:; 2 0qx 0q
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5 Symmetrien und Erhaltungsgréfsen

Daraus folgt

a7 3Nk | 3N—k _
A= Akjqk + Z a;iqi
94 k=1 =1
3N—K
— —q; = 2T 5.41
Z 53, (5.41)
O
—H=2T —-L=T+4+V = Eges (5.42)

wobei H die Hamiltonfunktion ist. Als Erinnerung sei an dieser Stelle erwdhnt, dass
sich holonome Nebenbedingungen als Exakte und aholonome Nebenbedingungen
nur als inexakte Differentiale darstellen lassen, die Gradienten der F; missen senk-
recht auf den F; stehen, was in der Natur der Ableitung liegt.
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6 Die Lagrangegleichungen 1. Art

Die Lagrangegleichungen 1.Art verwenden Lagrangemultiplikatoren, um die Zwangs-
bedingungen ausdriicken zu kénnen. Die Lagrangemultiplikatoren treten in der Ana-
lysis bei Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen auf. Die Lagrangegleichun-
gen 1. Art gelten vorallem auf fiir nicht-holonome, bzw. differentielle Nebenbedin-
gungen. Die Zwangskrifte konnen direkt, also ohne Integration der Bewegungsglei-
chung, als Funktion der Koordinaten und Geschwindigkeiten angegeben werden.

Ausgangspunkt der Lagrangegleichungen 1.Art ist das d’Alembertprinzip
3N

doL oL

= _ = — 1
Z(dtaqj aqj)éqf ° (61)
J=1

Nicht-holonome und differentielle Nebenbedingungen treten in der Form

3N
Y aydg+adt=0 i=1,.. k (6.2)

j=1

auf, holonome Nebenbedingungen

of;
filqu, .., @sN;t)=0—a;=5— ,a;=0 (6.3)
aqj
of; of; of; !
dfi= —dq + z—dg + - + dgsy =0 6.4
B4, a1 545 a2 B a3 (6.4)

Erinnerung Die Darstellungen entsprechen also exakten Differentialen bei holono-
men - und inexakten Differentialen bei nicht-holonomen Zwangsbedingungen. Die
Gradienten der f; missen senkrecht auf den f; stehen.
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6 Die Lagrangegleichungen 1. Art

Fir die virtuelle Verriickungen (dt = 0) lasst sich damit formulieren

3N
» abq=0 miti=1,..., k (6.5)
j=1
K 3N
— Y, .., e TN ( > a,,-csqj) =0 (6.6)
j=1 j=1
Also gilt fiir d’Alembert und virtuelle Verriickungen
3N K
d oL oL
Z <Ea—qj—a—qj—z>\,au)6qj—0 (67)
Jj=1 =1
K der 3N virtuellen Verriickungen sind abhangig, ohne Beschrankung der Allge-
meinheit seien das die letzten K : 0qay_«k+1, - - -, 0gan
3N—k K
d oL oL
O R S P} a,l)(sqj
= (dt 9q; 0q; =
3N K
d oL oL
P> (SN )= (6.8)
j=3N—k+1 i=1

Beide Summanden sind unabhingig voneinander 0. Die Klammern in [6.8 verschwin-
den sowieso beim subtrahieren des zweiten vom ersten Summanden und es folgt

d oL oL
ﬂ___fzzx,.a,j j=1,..., 3N (6.9)

Offenbar stehen auf der rechten Seite der Lagrangegleichung 1.Art die Zwangskrifte.
Das kann man daran sehen, dass man bei Aufhebung der Zwangsbedingung und
der Einfiihrung von Zusatzkraften, die die urspriingliche Bahn beibehalten, auf der
rechten Seite dann die entsprechenden generalisierten Kréfte stinden.

K
Zi=Y X\-ay (6.10)
=1

Beachte Die Lagrangegleichungen 1.Art haben 3/ Gleichungen und k Zwangsbe-
dingungen und deshalb 3N+ k Unbekannte. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich
nach der Elimination der \q, ..., Ak

63



6 Die Lagrangegleichungen 1. Art

6.1 Gebrauchsanweisung zum Aufstellen der
Lagrangegleichungen 1.Art

1. Widhle 3N geeignete Koordinaten und formuliere die Zwangsbedingungen in
differentieller Form (a;; bestimmen — g—g)

2. Bestimme £ = T — V als Funktion von q;, ¢ mit j =1,..., 3N
3. Berechne 3N Lagrangegleichungen 1.Art

6.1.1 Das Teilchen im Kreiskegel

z Abbildung 6.1: Eine Masse m bewegt sich rei-
bungsfrei und unter Einfluss der Gravitationskraft
in einem Kreiskegel

Quelle: Klassische Mechanik (Skript) - Prof.Dr.Giinther Mahler; S.93

Die geeigneten Koordinaten fiir das Teilchen im Kreiskegel sind die Zylinderkoordi-
naten.

Die Nebenbedingung ist

f(r,z,¢)=r—ztan(a) =0 (6.11)

Schritt 1 - Koordinatenwahl

B,

o —ar=1

8,

6_21 = a1, = —tan(a)
8,

o~ e =0
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6 Die Lagrangegleichungen 1. Art

Als Koordinaten zur Beschreibung bieten sich Zylinderkoordinaten an, da sie genau
wie der Kreiskegel rotationssymmetrisch sind. Die Zylinderkoordinaten haben die
Form

r cos(¢)
r=| rsin(p) (6.12)
z

Hier ist nun zu beachten, dass die Zwangsbedingung noch nicht genutzt werden darf,
um verallgemeinerte Koordinaten zu erzeugen! Um die Zwangskrifte alle bestimmen
zu koénnen, muss eine Bewegungsgleichung fiir z aufgestellt werden, was nach dem
Einsetzen nicht mehr méglich wiare. Die Zwangsbedingungen diirfen erst eingesetzt
werden, wenn die Lagrangegleichungen nach den verschiedenen Koordinaten gebil-
det worden sind.

Schritt 2 - Bestimmung der Lagrangefunktion

Fir die kinetische Energie folgt mit den gewéahlten Koordinaten

1
T:Em{r'2—|—r(p2—|—z'2} (6.13)
und die Lagrangefunktion lautet
£:§m r~+ro°+z°y —mgz (6.14)

Beachte L hingt von 3 Koordinaten ab, da z nicht durch die Zwangsbedingung
eliminiert werden darf weil ein A von z abhédngt.

Schritt 3 - Berechnen der 3N Lagrangegleichungen

Damit ergibt sich fiir die Lagrangegleichungen 1.Art

doL oL

AT 48z oz

=3[ (-}

=mZz+ mg
= m¥ cot(a) + mg
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6 Die Lagrangegleichungen 1. Art

M= o =

~dtor  or

d
A= a{mr} — mrg?

()

doL oL

A= G536 B

0= d mr¢
C o dt \d

= mr’¢ +2mrr¢

Zu beachten ist hierbei, dass es im Allgemeinen nicht nur ein X gibt, sondern fiir
jede Zwangsbedingung eines. Beim Kreiskegel gibt es nur eine Zwangsbedingung,
also auch nur ein .

Bemerkung Da gilt %{mrng} = 0 gilt ¢ ist eine Erhaltungsgréfle und damit auch

der zugehorige Drehimpuls. Damit folgt ¢ = %.
6.1.2 Das Rollpendel
y Abbildung 6.2: Man betrachte eine Masse m,, die
in einem beweglichen Punkt x, der Masse m; fest
% mit einer Stange der Liange / aufgehdngt sei. Beim

Schwingen schliefle die Stange mit dem Lot vom
Aufhidngepunkt zum Boden mit der Stange den
Winkel 0 ein
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6 Die Lagrangegleichungen 1. Art

Schritt 1 - Die Koordinatenwahl

Die angepassten Koordinaten seien Xy, y1, r, ¢, wobei r der feste Abstand sei. Fiir die
Zwangsbedingungen an das Rollpendel ladsst sich ausmachen

Alx.y,rn0)=»=0 , bLxyrd)=r—1=0 (6.15)

Damit folgt fiir die Lagrangemultiplikatorkoeffizienten

—aﬂ—a =1
a)ﬁ_ v
ot

o = =1

Das Problem muss nun in kartesischen Koordinaten und ebenen Polarkoordinaten
formuliert werden und keine der beiden holonomen Zwangsbedingungen darf be-
nutzt werden, um generalisierte Koordinaten zu erzeugen.

Fiir die Ortsvektoren der beiden Massen ergibt sich
(X [ xy+rsin(6)
r, = ( v ) ) r, = (_yl—l’COS(Q) ) (616)

Schritt 2 - Bestimmung der Lagrangefunktion

Fiir die kinetische Energie gilt

T= %gm/v,»z

1 . .
=5 (ml{xf + yf} + m2{>'<12 + y22x {r’ sin(0) + rcos(@)@] + 2y, {r sin(0)0 — r cos(H)

+r20° + fz})

Fir die potentielle Energie V' des Systems folgt nach Superpositionsprinzip

V = migy: + mgy> = nigy, — m29()’1 - fC05(9)> (6.17)
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6 Die Lagrangegleichungen 1. Art

Damit lautet die Lagrangefunktion

1 .
L=T-V=3 (ml{xf + y‘f} + mg{xf + y22x {fsin(@) + rcos(@)@}

+ 2w {r sin(@)@ — r'cos(@)} +r0° + r'z}) — mgy, — ng(yl — rcos(@))

Schritt 3 - Berechnen der 3N Lagrangegleichungen

Fir die Lagrangegleichungen 1.Art folgt

_doc ot
B dt@xl aXl
d

= &{mlfq — Moxy + rSIh(@) + rCOS(@)Q}

= mX + MoXs + mz{Fsin(Q) + 2# cos(6)6 + rcos(9)d — rsin(9)92}

O o %+ Mok + m2/{ cos(8)6 — sin(9)92}
_doL oL
- dtog 06

d . .
= a{m2r29 + mpxyr cos(0) + mayir sin(Q)} - {mler' cos(8) — myx,rsin(6)6

+ moyrr cos(0)0 + myy1Fsin(9) — mggrsin(Q)}

= Mor?@ + 2morig 4+ mokyr cos(@) 4+ moxyf cos(8) — moxyrsin(8)8 + myyirsin(6)
+ Moy £sin(8) + moyyr cos(0)0 — mpxqF cos(0) + moxqrsin(8)8 — moysr cos(9)6
— moy1£sin(6) + mygrsin(6)

Moyl cos(6) + maglsin(8) + ma/?0

= 0/ + % cos(8) + gsin(H)
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6 Die Lagrangegleichungen 1. Art

d oL oL

WM Geay
d . :
A = d—t{mlyl + ms (rsm(9)9 - fcos(@)) + mzyl} — { —mg — m29}
= my + mg{r'sin(é)é + rcos(8)6% + rsin(9)8 — ¥ cos(9) + r'sin(@)@} + moyy
+ g(my + ms)
=(m +m)y+ mg{rcos(9)92 + rsin(8)8 + #sin(6)8 — ¥ cos(6) + r'sin(Q)G}

6.15]

r772/(cos(9)92 + Sin(@)é) + g(m1 + M) = Zschiene

airAz = i% - %

dt or  Or
d . .
Ao = E{mgr' + moxysin(0) — moyy cos(@)} — {m2r<p2 + mox; cos(60)0 + moy; sin(0)6

+ myg cos(@)}

= moF + mpXy sin(8) + myxq cos(0)0 — mojy cos(0) + moys sin(0)8 — myr6?

— MpXq cos(0)8 — myyy sin(6)8 — myg cos(8)

=m, <F + X sin(8) — y; cos(8) — r6* — gcos(@))

6]

= mo ()’&1 sin(8) — 16 — gcos(@)) = —ZStange
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7 Das Hamilton’sche Prinzip

s)= [ artta(n).a(n.m 7.1)

to

Das Wirkungsintegral des Hamiltonprinzips wirkt extremal, also

/.1 Die Aufgabenstellung in der Variationsrechnung

Gegeben eine Funktion F(y(x),y'(x), x), wobei (y' = g—i) und zwei Punkte P, =
(x1,y1) und P, = (x2, y2).
Definition

/ ::/ dxF(y(x),y'(x),x) = I[y] (Wobeil[y]einFunktionalist) (7.3)

Man betrachte differenzierbare Kurven y(x), die bei P, beginnen und bei P, enden,
d.h.

y:ilx.x] — R
x = yx)

I hat fir y(x) ein (relatives) Minimum bzw. Maximum

- .= [[y] ist fiir alle benachbarten differenzierbare Kurven y(x), die durch P, und
P, gehen grofer, bzw. kleiner als y(x)

-Ve>0Vye Clix, x] mit |y(x) — ¥(x)| < eV x € [x1, xo] mit y(x1) = y1, V(%) =
Yo gllt

Iyl > Ily] bzw.I[y] < I[y] (7.4)

Erinnerung: Extremwertaufgabe der Differentialrechnung
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7 Das Hamilton’sche Prinzip

7.1.1 Beispiele
Das Brachistochronen-Problem (1696 Bernouilli)

Ein Massepunkt mit Masse m und Anfangsge-
schwindigkeit vy = 0 soll im Gravitationsfeld rei-
bungsfrei von P, = (xq,0) nach P, = (x2, y»).
Welche Zwangskurve minimiert die Laufzeit 72

& P ds
/Pl /Pl v (7.3) Abbildung 7.1: Teilchenposition
nach 1s auf mehreren unter-
ds — \/dx2 Tdy2? = \/1 T y2dx (7.6) schiedlichen Bahnen vom einge-
zeichneten Anfangs- zum End-
punkt

V2

Quelle: Das Brachistochronenproblem - Ulrich Langenfeld
undT = mgy (7.7)

Daraus ergibt sich also

1 /X2 1 + y/2
— dxy | =Tly,y
\% 29 X1 y [ ]

Aus der Variationsrechnung lassen sich auch die Lagrangegleichungen 2.Art, auch
Euler-Lagrange-Gleichungen genannt, herleiten. Daraus ldsst sich schlieflen, dass auch
die Euler-Lagrange-Gleichungen einen extremalen Sachverhalt fiir vollstindig holo-
nome Nebenbedingungen ausdriicken. Maupertuis legte 1747 die Grundlage fiir das
,Prinzip der kleinsten Wirkung “, indem er postulierte, dass die Natur unter allen
moglichen Bewegungen diejenige auswahle, die ihr Zeil mit dem geringsten Aufwand
von Aktion(Wirkung) erreiche. Dies ldsst sich mit der Herleitung der Euler-Lagrange
Gleichungen aus der Variationsrechnung zeigen.

Minimalflache zwischen 2 Kreisen

Eine Seifenhaut, die zwischen 2 Kreise gespannt ist, soll eine minimale Fldche haben.
Die Grofie der Rotationsfldche 1dsst sich ausdriicken mit

P> X2
F = / 2myds = 27r/ dxy\/1+ y”? (vglvorher) (7.8)
P

X1
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7 Das Hamilton’sche Prinzip

Euler (1707 - 1783) : Variationsrechnung — Dif-

ferentialgleichung y
Schreibe ,benachbarte “Kurven zu y um y(x) = 2 .
y(x) +en(x), n(x1) = n(x2) = 0, ansonsten n(x) ‘
beliebig.

Abbildung 7.2: Skizze zur mini-

X2 , , malen Rotationsflache zwischen 2
In(g) = / dxF(y +emn,y +en', x) (7.9) Kreisscheiben

Quelle: Theoretische Physik II - Analytische Mechanik(Skript) -

/ ISt also eXtremal fur Prof.Dr.Ulrich Schwarz, S.37

d/
H%:OV')’]EC]-([X:[,XQ]) (7.10)
Also gilt
dly e oF oF
EE:O—/XI dX(a'ﬂ—Fa—y'ﬂ) (7.11)

nach der partiellen Integration des zweiten Summanden folgt

e OF d OF OF |
- — = 12
/X1 dX(@y dxay/>77(x)+'nay, . 0 (7.12)
weshalb gilt
& d 0F OF
1 . - =
Vn e C([x1, %)) : /X1 dX(dx@y’ 8y)n(x) 0 (7.13)
Daraus folgt
d 0F OF
d—Xa—y/—a—O Vx € [Xl,XQ] (714)

A, -, ¥n] sei nun extremal, dann gilt
d OF OF
— =0 7.16
- dx 9y Oy ( )

Die Formulierung ist allerdings nicht hinreichend fiir eine Aquivalenz.
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7 Das Hamilton’sche Prinzip

7.1.2 Verkiirzende Schreibweise
Definition €7;(x) und £n/(x) heifen Variation von y;(x) und y/(x), wobei man auch
verkiirzt schreiben kann (Reihenfolge) := dy; ; := d0y/.

Es gilt weiterhin

, d
0y = 0 (7.17)

Das bedeutet, Variation und Differentiation sind vertauschbar.

Defionition 0/ (erste) Variation des Integrals := erste Ndherung der Differenz /[y] —
Iy] mit 7;(x) = yi(x) + dyi(x).

.ol
ol = 28/6—8/

=1 8,‘20

2~ [OF oF _,
= [T (50n )
X i=1 ! I

I ,3_FX2_/X2dX doF _OF\s,
= - yIOy/ “ Xl dX ayll Gy, yl

- (L,
- =), T\axay oy )Y

Das fiihrt auf den Fundamentalsatz der Variationsrechnung ELG

0/=0¢ ——— —5—=0 =1,..., n (7.18)

d.h. / ist fiir die Kurven y;(x) stationar!

| ist fiir y; minimal oder maximal — 6/ = 0 d.h. / stationdr; y; erfiillen ELG.
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7 Das Hamilton’sche Prinzip
7.2 Das Hamilton’sche Prinzip

Die Bewegung eines mechanischen Systems von einem gegebenen Anfangspunkt zur
Zeit t; zu einem gegebenen Endpunkt zur Zeit t, verlduft derart, dass die Wirkung

%)
S= / dtL(y(t),y'(t), t) (7.19)
t1
stationdr ist, das heifSt
[%)
0S = 6/ dtL =0 (7.20)
ty

hamilton’sche Prinzip, auch Prinzip der stationdren Wirkung (An dieser Stelle benétigt
man die Lagrangegleichungen 2.Art, das ganze funktioniert auch fiir Lagrangeglei-
chungen 1.Art, das wére dann Variationsrechnung unter Nebenbedingungen).

Wenn £ von allen 3N Koordinaten und Geschwindigkeiten abhidngt, so ist das Ha-
miltonprinzip dquivalent zu den Lagrangegleichungen 1.Art. Wenn £ bei k holono-
mem Nebenbediungen von 3N — k unabhédngigen Koordinaten und Geschwindigkei-
ten abhéngt, filhren die Euler-Lagrange Gleichungen des Hamilton’schen Prinzips
auf die Lagrangegleichungen 2.Art.

3N—k

d GL oL

0q; sind bis auf 6q;(t;) = 0qi(t2) = O beliebig, das Ergebnis sind dementsprechend
Lagrangegleichungen 2.Art. Das hamilton’sche Prinzip und die Lagrangegleichungen
2.Art sind also dquivalent.

S ist nicht notwendigerweise Extremal, da das fiir physikalische Fragen irrelevant
ist. Aber meistens ist S minimal, weshalb es auch das Prinzip der kleinsten Wirkung
genannt wird.

Bemerkenswert dabei erscheint, dass das Teilchen ja den Endpunkt seiner Bewegung
kennen miisste - das Wirkungsintegral hat ja den Anfangs-und Endpunkt als seine
Grenzen. Die Bahn, die mithilfe des Hamilton’schen Prinzip bestimmt wird, wird
nicht aus den 2 - 3N — k Anfangswerten g;(0), ¢;(0) bestimmt, sondern aus 2 - 3N — k
Anfangs- und Endkoordinaten zur Zeit t; und t,. Trotzdem ist das Prinzip kausal, da
das Prinzip der kleinsten Wirkung der Geometrie der Mannigfaltigkeit entspricht.
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8 Zentralkraftbewegungen

Zweikorperproblem:
mir; = F(I‘, r, t) (81)
mQ.I.'Q = F(I‘, r, t)

wobei r = r; — rp der Verbindungsvektor der beiden Punkte sei. F hdnge nur von r
und r ab. Der Raum sei homogen.

Schwerpunkt:
p=— Mt M BBy _ (8.3)
my + my
und es gilt 72721 = F(r, 1, t). Man definiert ;72 =: m als reduzierte Masse.
Fiir Zentralkrafte gilt
F(r,v,t) = F(r,t) = f(r, t)e, (8.4)

wobei f(r, t) eine beliebige skalare Funktion ist. Aulerdem gilt fiir Zentralkréafte die
Drehimpulserhaltung (siehe|1.30) - ¢ ist in Kugelkoordinaten zyklisch).

Das Zentralkraftfeld ist konservativ, also gilt f(r, t) = f(r, t) d.h. Rotationssymme-
trie, denn

V x (f(r, t)e,) = f(rr t) Vxr+V <f(1;, t)> X T (8.5)

Der Gradient ist nur parallel zu r, wenn das Problem rotationssymmetrisch ist, also
f(r, t) = f(r, t) gilt. Dann verschwindet allerdings auch die Rotation.

Man betrachte im Folgenden F(r) = f(r) - e,, d.h. F = VV/(r) mit rotationssymme-
trischem Potential V/(r).

Da L =const. gilt, verlduft die Bewegung in einer Ebene, die senkrecht zu L steht.
Das Skalarprodukt L -r = r - (r x mv) = 0 verschwindet, da man die vorangegangene
Formulierung auch als die Determinante einer 3 x 3 Matrix aus allen 3 Vektoren
ausdrticken kann, die verschwinden muss, da sie keinen Hochstrang hat - 2 Vektoren
sind ja identisch.
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8 Zentralkraftbewegungen

Nun wihle man die z-Achse parallel zu L und fiihre die ebenen Polarkoordinaten in

der zu L senkrechten Ebene ein.

1

L= Em(r'2 + r?p?) — V(r)
or

Py 3¢

P, ist erhalten, das bedeutet

p, = mr?p? = const.

(8.6)

Da das Problem nicht mehr explizit zeitabhidngig ist, ist auch die Energie erhalten.

Die Krifte sind konservativ, also gilt fiir die Gesamtenergie

1
E=T+V= Em(r'2 + r’¢?) + V(r) = const.

E ist also offensichtlich erhalten, weshalb gilt

E = lmr'2+ pf, +V(r)
2 2mr2

. dr 2 P
T \/m <E Vir) - 2mr2)

f > 0 | Das Teilchen lduft vom Koordinatenursprung weg
r<0 Das Teilchen lauft auf Koordinatenursprung zu

Der Umkehrpunkt ist bestimmt durch

Vi) + P~ E
2mr2
Aus [8.9|folgt dann fiir die Zeit t
r(t) dr
=+ [
’ \/ 2(E-vin- &
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8 Zentralkraftbewegungen

Fiir r(t) und|[8.6] folgt fiir ¢(t)

t /
_ Py dt
(,O(t) - m/(; rz(t/) +()00

Die geometrischen Bahnen: ¢(r)

Mit [8.9|folgt
dt
dt £
Ja(e-vio-2

und mit [8.6|folgt

m

dt = —r?d

Py v

Insgesamt folgt also
p(p r I’/_2d r/

Bemerkungen

1. Die Lagrangegleichungen 2.Art fiihren natiirlich ebenfalls zum Ziel

(8.12)

(8.13)

(8.14)

(8.15)

2. ¢ = 0 bei Umkehrpunkt — Es reicht also, Bewegung von r;,,« nach ry;, oder

Imin Nach ry,ax zu kennen

8.1 Das Keplerproblem

Das Potential V/(r) wird beschrieben durch

mymoy (6

V(r)=—v ;-

Fiir die Masse lassen sich folgende Beschreibungen ausmachen

mymy
m—=——, o =7YmMymy
miy + mo
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8 Zentralkraftbewegungen

Damit folgt fiir die Bahn ¢(r)

Das so erreichte Integral hat nun also die Form

/ dx
vax?+bx+c

1 arccos( 2ax+ b )
Ja Vb2 = 4ax

fiira < 0und b°> — 4ac > 0

Man kann also das Integral vereinfachen zu

P2 1

_Pel
o(r) = Qo + arccos | —22L— (8.18)

2Ep2

Auflosen nach % liefert dann
1 mo 2E p2
— = —11-1/1 e — @ 8.19
l’((p) p% ( + ma2 COS((p (pO)) ( )
~~ ~

Damit ergibt sich fiir die Bahn des Keplerproblems

L %(1 T ecos(p - m) (8.20)

Die Keplergleichung ist die allgemeine Kegelschnittgleichung mit einem Brennpunkt
im Koordinatenursprung.

p ist dabei der ,Parameter”, € der ,Exzentrizitit“ und ¢g das ,Perihel” (der Punkt,
der der Koordinatenursprung am niachsten kommt). Das ,, Aphel” ist der Punkt, der
vom Ursprung am weitesten entfernt ist, also das Perihel des anderen Brennpunkts.
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8 Zentralkraftbewegungen

Allgemein gibt es nun 4 Bahnformen:

Wert fiir € | Bahnform | Bahneigenschaften
e=0 Kreisbahn R:p:%'E:%V2—%:—%
0 <e <1 |Ellipse Perihel: r, = 2=, Aphel irp = 12,
GroBe Halbachse: 214 = -2, = -2
e=1 Parabel Perihelabstand: rp = 5
e>1 Hyperbel | Perihelabstand: rp = 7%
Als Erkldrung zu € = 0: Es gilt
_ v v
Py = mrig = mRQE , dap = - (8.21)
Auflerdem gilt
o o
EKreis - _ﬁ ) EEIipse - _2_3 (822)

Geometrische Darstellung der 4 Bahnformen als Kegelschnitte

Skriptum zur Vorlesung Analytische Mechanik - Andreas Honecker; S.85
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8 Zentralkraftbewegungen
8.2 Das effektive Potential

Die qualitative Aussage tiber radiale Bewegungen eines Teilchens ist mit der Einfiihrung
eines qualitativen Potentials leicht moglich

= gr'2 +V(r)+ gr2(p

E — 2T

> P2 4 Vers (1) (8.23)

Das Effektive Potential ist in diesem Fall einfach

Py

\/eff(r) = V(I’) + 2

(8.24)

Das effektive Potential taucht auch wieder in der Quantenmechanik.

Das Keplerproblem

Effektives Potential fiir harmonisches Oszillatorpotential und Keplerpotential

Quelle: Theoretische Physik : Mechanik -Skriptum zur Vorlesung- Prof. Dr. H.-J. Kull; S.61

Ein Teilchen, dessen Energie zwischen den Nullstellen des effektiven Potentials liegt,
oszilliert zwischen 2 Punkten (Perihel und Aphel) der gleichen Energie, befindet sich
also auf einer gebundenen Bahn. Die Gesamternegie ist die Summe aus kinetischer -
und potentieller Energie.
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8 Zentralkraftbewegungen

eff

Tmin I'max

Skizze zu einer gebundenen Bahn im Keplerpotential

Quelle: Theoretische Physik : Mechanik - Skriptum zur Vorlesung - Prof. Dr. H.-J. Kull; S.64

Ein Teilchen, das die Energie des Potentialminimums hat, befindet sich also auf einer
Kreisbahn, da der Radius immer konstant ist.

E > 0 — unendliche Bahn, SStreuvorgang”; r, wird nie unterschritten - sollte p, = 0
sttirzt das Teilchen ins Zentrum des Gravitationspotentials

E < finite gebundene Bahn, Zustand zwischen r,,;, und rp,x.
Fir E = Potentialminimum — konstanter Radius, Teilchen beschreibt Kreisbahn:
dVerr Po

=0 — Ip =

dt |,_, mao

(8.25)

Lineares Potential im Kreiskegel

Konstanter Radius, also Kreisbahn bei ry, Eip.

Berechnung von r fiir die Bewegung auf einer Kreisbahn im Kreiskegel

ey _ 3 (VPR
v =5 (M)

Ist die Bewegung zwischen r,,;, und r,,, geschossen?

81



8 Zentralkraftbewegungen

A(p:2&

dr
m/rQ\/% (E—v(r)— P )

2mr?

Die Bahn ist also geschlossen, wenn Ap = 327, wobei m, n € Z. Die Bahn schliefst
sich nach 5§ Umlaufen.

Beispiegraph fiir nach einem Umlauf ungeschlossene Bahn.

Es existieren nur 2 Potentiale deren finite Bahnen fiir alle Anfangsbedingungen im-
mer geschlossen sind; ndmlich das Keplerpotential V(r) = —2 und das Potential des
harmonischen Osziallators V/(r) = ar?. Fiir alle anderen Potentiale sind die Bahnen
Perihel- und Apheldrehungen.

8.3 Streuung im Zentralkraftfeld

Die Streutheorie ist eigentlich weniger in der makroskopischen Physik als in der mi-
kroskopischen Physik ein wichtiger Bestandteil. Mit Streuexperimenten lassen sich
allerdings viele interessante Eigenschaften und Effekte beobachten, unter Anderem
die Wechselwirkungen unter Teilchen, tiber Energieniveaus, die Ausdehnung und die
innere Struktur von atomaren und subatomaren Teilchen in der Quantentheorie.

Die Methodik der Quantenmechanik und der klassischen Mechanik ist an dieser Stel-
le gleich, daher folgt nun die gleiche Einfiihrung fiir beide.

i <K
— ‘1 T
—_— d"

“Versuchsaufbau”zur Streuung

Skriptum zur Vorlesung Analytische Mechanik - Andreas Honecker; S.86
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8 Zentralkraftbewegungen

Die Strahlintensitidt oder auch die Teilchenstromdichte / ist

B Anzahl der Teilchen
~ Zeit - Fliche L Strahl

=5

Die Zahl der gestreuten Teilchen dN pro Zeit, pro Raumwinkel.

Die Prédparation des Strahls mit speziellem StofSparameter s

Editor Skizze Filter fiir Entfernung des zu streuenden Teilchens zur Symmetrieach-
se, auf der das Teilchen an dem gestreut werden soll sitzt.

Der Stoflparameter s bestimmt den Drehimpuls beziiglich des Streuzentrums, fiir
den Drehimpuls p, in ¢ Richtung gilt damit

Po = MVys = V2mes (8.26)

8.3.1 Der differentielle Streuquerschnitt

Definition Der differentielle Streuquerschnitt o(®, ©) ist definiert als

o(d, 0)dQ = —dN(T'@)

_ Anzahl der Teilchen pro Sekunde in den Raumwinkel [2, © + d(?] gestreut

Intensitdt / der einfallenden Teilchen
[d] = 1b = 1barns = 10~ ?* m?(Aus Kernphysik)

Der einfachste Fall ist die elastische Zweiteilchenstreuung im Zentralkraftpotential.
Dabei gilt fiir das Potential

rILngo V(r)=20 (8.27)

Wegen der Rotationssymmetrie hdngt der Wirkungsquerschnitt nicht vom Polarwin-
kel ® ab. Wihle

dQ = Ring auf der Einheitskugel (© € [©,86 4 d&], ¢ € [0, 27]) (8.28)
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8 Zentralkraftbewegungen

Daraus folgt dann fiir

dN(©)

0(©)27sin(©)de = ;

(8.29)

Damit gilt fiir den StoSwinkel ©, dass er eineindeutig (aufer fiir ) dem StoBpara-
meter s entspricht.

dN(©) =1-2ms-ds (8.30)

Der Streuquerschnitt von © ist also

0<oe<mw (8.31)

s ds
o(©) = sin(©) ‘@

Der differentielle Wirkungsquerschnitt kann nun durch Berechnung von ©(s) er-
mittelt werden, anschlieend leitet man die Umkehrfunktion s(©) nach © ab. Der
Streuwinkel © liegt zwischen 0 und T, also kann - der Intuition entsprechend - ein
Aufprall auf der oberen Kugelhilfte nicht unter den Kugeldquator gestreut werden.

© =7 —2pg

0o = @(r — 00) — @(rmin)

1
Substitution: x = —

B p(p /rmax d/,
m ) 2 r
2 (v - )

=S

/Xmax dX
V(x)
0 \/1_TX_52X2

8.3.2 Die Rutherford Streuung

Skizze zur Rutherfordstreuung mit Stofparameter s

Quelle: Theoretische Physik : Mechanik - Skriptum zur Vorlesung - Prof. Dr. H.-J. Kull; S.72

84



8 Zentralkraftbewegungen

Es gelte im Folgenden

_k _ P _ 2Ep;
Vin=7 . P=0k VIt e

wobei V(r) ein abstolendes Coulombpotential (und damit dquivalent zu einem ab-
stoBenden Keplerpotential) sei und € > 1, E > 0 gelte.

Mit der Lésung des Keplerproblems und unter Beachtung des Vorzeichens von o im
Keplerproblem folgt

% = %( — 14 ¢ecos(yp — 400)) (8.32)

r ist nun minimal fir ¢ = g, der Polarwinkel des Perihels ist dabei als . ¢ = O fiir
einlaufendes Teilchen aus oo, deshalb gilt —1+¢ cos(¢) = 0, weshalb gilt cos(p,) = L.

)
Die Bahn ist symmetrisch beziiglich des Perihels = © = 7 — 2py — sin(2) =
sin (£ — o) = cos(i) =1 = \/ L L__ mit p, = vV2mEs.

1+2f:§’ V()

Das Auflosen nach s liefert dann

k ©
S=3F cot <§> (8.33)
mit [8.31]folgt nun fiir 0(O)
s ds
o(®) = sin(©) |de

:(k>2cos(%) 1

2E) sin(©) 2sin?(2)

)
4 \2E) sin*(9)

Diese Formel nennt man den Rutherforschen Streuquerschnitt, dieser ist unabhéngig
vom Vorzeichen von k. Das klassische Ergebnis entspricht dem Quantenmechani-
schen Ergebnis!

8.3.3 Definition des totalen Wirkungsquerschnittes

OTotal = / a(Q)dQ27r/ d©sin(©) (oo fiir Rutherfordpotential)  (8.34)
Q 0
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9 Beschleunigte Bezugssysteme

Im Vorangegangen wurden Bewegungsgleichungen in Inertialsystemen betrachtet,
im Folgenden werden Bewegungsgleichungen in beschleunigten Bezugssystemen be-
trachtet. Man betrachte die folgende, zeitabhdngige Transformationsvorschrift

g — Qi = Qi(q; t) (9.1)

Da die Lagrangefunktion £ Forminvariant ist, ergibt sich fiir diese

£(Q.Q.t)=L(a(Q.1).aQ. t), 1)

0S = 6/£ dt=0 entlangC,(Bahnimg — Raum)
—05=0 entlangCq(BahnimQ — Raum)
doc oL

— LG2bzw . ELG— 0

dtaQ, 0@,
Bei rotierenden Bezugssystemen gilt fiir beschleunigte Bezugssysteme, dass Transla-
tion des Ursprungs und Rotation um den Ursprung auftreten.

Zunidchst betrachte man ein Teilchen ohne Zwangsbedingungen

Bezugssystem Basis
S €1,€2,€e3
T T 7
S’ e, e, e;

Fiir die Drehachse gelte im Folgenden, dass sie parallel zu w liege, die Winkelge-
schwindigkeit ist nun |w| = w.

r(t) = Zx,(t)e,-

=2 _x(t)e; =r'(1)
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9 Beschleunigte Bezugssysteme

Die Ortsvektoren der Teilchen in den unterschiedlichen Bezugssystemen sind also
identisch.

Bei rotierenden Basisvektoren gilt

! ’
€ =w X e,

(9.2)
Hierzu betrachte man w || e, also gelte fiir w
0

w=1| 0 (9.3)
w

Fiir die rotierenden kartesischen Einheitsvektoren folgt damit sofort
cos(wt) —sin(wt)
e, = | sin(wt) , e'y cos(wt) (9.4)
0 0

Da die neuen Einheitsvektoren nun explizit bekannt sind, sind sie auch ableitbar. Fiir
ihre Ableitungen ergibt sich nun

—sin(wt) 0 cos(wt)
e, =w | cos(wt) =1 0 | x| sinwt) | =wxe,
0 w 0
— cos(wt) 0 —sin(wt)
e, =w| —sin(wt) 0 | x cos(wt) = w X ely
0 w 0

Die aufgestellte Beziehung in ist also nun verifiziert. Ergebnis der Rechnung ist
allerdings auch, dass die Geschwindigkeiten in S und S’ also unterschiedlich sind

r(t) = Zx,(r)e,- = v(t)

3
A /i
= Z (X,e, + Xie,)
i=1
3

3
A ;o

i=1
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9 Beschleunigte Bezugssysteme

Daraus folgt schliefilich fiir die neue Geschwindigkeit des Teilchens im rotierenden
Bezugsssystem
V=V fwxr (9.5)

Wenn v = 0 gilt, bedeutet das, dass das Teilchen sich mit dem Koordinatensystem
bewegt, also trotzdem nicht in Ruhe ist.

Die Lagrangefunktion des Teilchens lautet

L(r,v) = %mv2 —V(r) (9.6)

Damit folgt

!/

/ ! 1 ! I 1
L(r,v):imv2+mv -(wxr)+§m(w><r)2—V(r)

mit (a x b)? = a°b?> — (a- b)?
Also gilt fiir L

3 3 3 > -
L= %mZX? +m > Epkwix + %m<zx;2) (wa) a %m(zwiX;> Vi)
—1 ijk=1 i=1 ‘

Die Lagrangegleichung 2.Art hat die Form

!

d oL ac

atox,  ox 57

also in unserem Fall

3 3 3 >
. S "y ! / i
m[x,- + g Eijkw;x) + 2 E , EijkWiXie = X (ijz> +wi(zwjxj)} "o °

Jik=1 k=1 j=1 j=1

Also
ma =—-VV —mwXxr—2mwxv —mw X (wXr) (9.8)
Da nur konservative Krifte auftreten, gilt F = —VV in Summe mit 3 Tragheitskraften

(den sogenannten Scheinkriften). mw X r ist 0 bei gleichférmiger Rotation, die Corio-
liskraft hat die Form —2mw x v'. Die Zentrifugalkraft hat die Form —mw x (w x r).
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9 Beschleunigte Bezugssysteme

Erkldarung zur Zentrifugalkraft:

r=r|+r; mitr || w, r; L w (9.9)
Damit folgt
—mw X (WXr)=—mw X (wxXry)
= mw’r,

Beispiel S’ sei ein gleichférmig rotierendes Bezugssystem mit w, S sei ein Inertial-
system, dass sich gleichférmig gradlinig bewegt oder ruht.

a) Falls das Teilchen in Sruht (v =0) - v =w xrund ma' = —2mw x (—w x 1) —
mw x (wxr) = mw x (wxr), also wirkt in S’ eine Zentralbeschleunigung a’ = —w?r.

b) Teilchen rotiert in S mit w. Deshalb folgt

ma=-—-mw’r, =F=-VV
i ! 1

v=0,a :—EVV—wX(er)
— —w’r, +W’r, =0

Perle auf rotierendem Draht Eine Perle gleite reibungsfrei auf einem Draht und
werde nach auflen geschleudert. Der Draht tibt also die Kraft F 5 auf die Perle aus

ma =Fp—2mw x v — mw x (w X 1)
— mXe, =Fp—2mw x (Xe]) — mw X {w X (x’el)}

A > 1t
=Fp —2mwx e, + mw-x e,
i /
— mX = mw?x

N
Fp =2mwx ex; = —F coriolis

Der Draht fingt also die Corioliskraft ab. F5 leistet nun Arbeit, da die Perlenbewe-
gung eine Komponente in y'-Richtung hat.
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9 Beschleunigte Bezugssysteme
9.1 Die Corioliskrafte der Erdrotation

Ruhende Korper auf der Erdoberfliche erfahren Zentrifugalkrafte

FZ:—mR
= —mw X (w x R)

= mw’R |

Damit folgt fiir die Erdbeschleuigung

g=go+w’R, (9.10)

Bewegte Korper sind der Corioliskraft ausgesetzt, dabei liegt die Corioliskraft in der
Aquatorebene. Daraus folgt eine Rechtsablenkung auf der Nordhalbkugel und eine
Linksablenkung auf der Stidhalbkugel bei einer horizontalen Bewegung.

Corioliskrafte bestimmen das Wetter:

1) AuBertropische Zyklonen (Tiefdruckgebiete) und Antizyklonen (Hochdruckgebie-
te) - Durchmesser etwa 1000 km, Sturm(Windstédrke 9), Orkan(Windstéarke 12) ~ 130
km/h

2) Tropische Wirbelstiirme (Hurrikane im Atlantik, Taifun im Pazifik) ~ 300 km/h,
Tornados Durchmesser etwa 500m, Windgeschwindigkeiten ~ 400km/h

3) Passat Winde (Sonneneinstrahlung)

4) Meeresstromungen (Golf-Strom)

9.2 Vorgehensweise flir N-Teilchen mit
Nebenbedingungen im rotierenden Bezugssystem

Gebrauchsanweisung

- Stelle die Lagrangegleichung fiir die N-Teilchen im Inertialsystem auf

- Transformiere die Lagrangegleichungen ins rotierende Bezugssystem fiir jeden
einzelnen Massepunkt v, = V:- +wxrmiti=1,..., n

- Zwangsbedingungen im rotierenden Bezugssystem in die Lagrangefunktion ein-
setzen

- Formulierung des Problems in unabhangigen Koordinaten und Transformation
in diese

- Aufstellung der Bewegungsgleichungen
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10 Der starre Korper

Ein starrer Korper ist ein System von Massepunkten (beispielsweise Atome), die Struk-
tur des zu betrachtenden starren Korpers sei derart, dass der Abstand der Masse-
punkte zueinander, wie auch die Differenzvektoren der Massepunkte untereinander
konstant sei. Diese Betrachtung ist eine Modellbetrachtung, also ist sie idealisiert.

Der starre Korper kann Rotationen und Translationen ausfiihren, er besitzt 6 Frei-
heitsgrade, 3 der Rotation und 3 der Translation. Die Translation ist eine Schwer-
punktsbewegung (siehe Kap.1. link setzen). Bei der Rotation treten ,verbliiffende Ef-
fekte” auf.

10.1 Das Euler-Theorem

Die Bewegung des starren Korpers besteht aus Translation und Rotation, wobei bei
der Translation die Winkellage des Korpers unverdandert bleibt und die Geschwin-
digkeit aller Massepunkte gleich ist und bei der Rotation eine Drehung um einen
beliebigen korperfesten Koordinatenursprung beschrieben wird.

- Skizze starrer Korper Quader mit Achssystem in kartesischem Koordinatensystem

Zur Beschreibung des starren Korpers bzw. seinen Bewegungsformen im Raum sind
2 Koordinatensystem notig: Das des starren Korpers und das des Raumes. Im Folgen-
den seien die Systeme benannt wie aufgefiihrt

r; Inertialsystem
r Korperfestes Koordinatensystem

Die Translation des starren Korpers ist festgelegt durch 3 Koordianten, die Drehachse
und die Drehwinkelgeschwindigkeiten sind wiederum durch 3 Koordinaten festge-
legt. Der starre Korper hat also 6 Freiheitsgrade.

Fiir die Geschwindigkeit des Korpers gelte nun

Vi =Vog+wXr (10.1)
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10 Der starre Korper

wobei vy die Geschwindigkeit des Koordinatenursprungs im Inertialsystem und w
die Winkelgeschwindigkeit sei.

Fiir den Ortsvektor von P im Korperfesten Koordinatensystem gilt

r=0P (10.2)
und fiir dessen Geschwindigkeit im Inertialsystem gilt mit

Vi=Vg+wXr (103)

Offensichtlich hidngt v von der Wahl von 0 ab, w allerdings nicht.

10.2 Die kinetische Energie und der Tragheitstensor

Ein starrer Kérper mit n Massepunkten m, (. =1, ..., n) und den Ortsvektoren der
Massepunkte r, hat im Inertialsystem die kinetische Energie

n 1 2 n 1 2
T:ZEmO‘<V“") :sza(vo—kwxr)
a=1

a=1
n n n 2
ZZ%maV§+ZmaVO' (w X I“a> +Z%ma‘ (w X ra>
a=1 a=1 a=1

Damit ergibt sich also fiir T

1 0 "1 2
T = 5mvg-i- (VO xw) .Zmara-l—zima(w X ra) (10.4)
a=1 a=1

Es gibt also nun 2 Fille: Entweder der starre Kérper wird in keinem Punkt festge-
halten, der kérperfeste Koordinatenursprung 0 liege nun im Schwerpunkt. Es ergibt
sich in diesem Fall

Tw=0 s=) "9 (10.5)

Im zweiten Fall werde der starre Kérper in mindestens einem Punkt festgehalten und
der korperfeste Koordinatenursprung O liegt in eine dieser Punkte. Damit ergibt sich
fiir vp und in folge dessen auf fiir andere Systemaspekte

Vg = 0 — Ttrans =0 TW =0 (106)
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10 Der starre Korper

Also folgt in diesem Fall fiir die kinetische Energie

n 1 2
Tzzzma(wxra> T (10.7)
a=1

Achtung Fiir die kinetische Energie eines starren Korpers ist immer die Geschwin-
digkeit im Inertialsystem erforderlich; im korperfesten System verschwindet die ki-
netische Energie immer!

10.2.1 Zur Rotationsenergie

Man betrachte die korperfesten Koordinaten

g = (Xaera2,Xa3) (108)

Die korperfeste Winkelgeschwindigkeit ist in diesem Fall dann

w = (W1, W, W3) (10.9)

Fiir das Quadrat eines allgemeinen Kreuzproduktes gilt

(axb)2:a2b2—(a-b)2:a,--a,-bj-bj—a,--b,--aj-bj (1010)

Im Zusammenhang mit der verkiirzten Schreibweise von Kreuz- oder Skalarproduk-
ten wird Einstein’sche Summenkonvention gebraucht, welche sagt, dass tiber doppelt
auftretende (lateinische) Indizes immer summiert wird. Wird die Einstein’sche Sum-
menkonvention angewandt, werden also einfach alle Summenzeichen, die man sonst
ausschriebe, weggelassen.

Damit folgt fiir 7,0t

n n

1 1
Trot = E Ema WiliXgjXaj — WiXajWjXa) = E Emawiwj Xaank5/j—Xa/Xaj

a=1 a=1

10.2.2 Definition des Tragheitstensors

Der sogenannte Tragheitstensor ist definiert als
n

I,'J' = Z Mg (Xaanka,j — Xa,‘XaJ‘) (1011)

a=1
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10 Der starre Korper

Die Rotationsenergie der Bewegung ldsst sich bequem mit dem Tragheitstensor (siehe

10.11)) darstellen

1
EI,'J'UJ,'LUJ' (1012)

In vektorieller Schreibweise sieht die Beziehung folgendermafien aus

1
Trot = szIw (10.13)

w ist dabei die korperfeste Winkelgeschwindigkeit.

Bei der Drehung eines starren Korpers um eine korperfeste Achse gilt fiir w

w=| 0 (10.14)
und fiir die Rotationsenergie des starren Korpers gilt damit
1
Tt = 5Tw (10.15)

Matrixschreibweise des Tragheitstensors

n yé + Z§ —XaYa —XaZa
I:Zma = | “VYaXa X2+ Z2 —ZuYa (10.16)
a—1 —ZoXe  —ZaYa Y2+ X2

Die Diagonalelemente des Tragheitstensors sind die , Tragheitsmomente®, die Nicht-
Diagonalelemente sind die sogenannten ,Deviationsmomente”.

Im Kontinuum gilt fiir den Trdgheitstensor

I," = /d3l’ ,O(I‘) (Xka(S,j — X,'X,'> (1017)

wobei[10.17|ein Volumenintegral, d*x das infinitesimale Volumenelement ist und r =
(x1, X2, x3) gilt.
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10 Der starre Korper

10.2.3 Kinetische Energie eines rollenden Zylinders

3 Fille fiir den Koordinatenursprung des korperfesten Koordinatensystems

Fall 1) v4 = 0, die momentane Drehung ohne Translation um A.

o /A 2 Steinerscher Satz Is + mr? 2 Is 2 1 2
T = Sw = —y W =W + 2(wr) (10.18)
Fall 2)
= —>T—12+/52—1 ( )2+/52 (10.19)
Vs = wr =5Vs+ 5w =omlwr W .
Fall 3)
vg = 2wWr und Ty tritt auf: rgs = M (10.20)
Za:l Me
Damit folgt dann fiir die kinetische Energie
1 >, Is
T:§mv5+?w + (rpww) - mrgs = . .. (10.21)
Der Tragheitstensor ist symmetrisch (I;; = I;;), deshalb ist er Diagonalisierbar.
lL 0 O
30e€S0(3) O0O'z0=| 0 L O (10.22)
0 0 I3

Das bedeutet I kann durch geeignete Drehung des Koordinatensystems auf Diagonal-
form gebracht werden. Die Achsen im Koordinatensystem, in dem I diagonal ist, hei-
Ben Haupttragheitsachsen. Die Diagonalelemente /1, /5, I3 bzw. I, I, [, heiflen dann
Haupttragheitsmomente.

Bemerkungen Durchjeden Punkt des starren Korpers gehen 3 Haupttrédgheitsachsen.
Die Bestimmung der Haupttrdgheitsachsen durch den Schwerpunkt ist bei symme-
trischen Korpern einfach, denn sie mtissen durch die Symmetrieachsen verlaufen und
orthogonal zueinander sein. Als Beispiel betrachte man einen Quader

- Bild einfiigen -

Im Koordinatensystem der Haupttragheitsachsen gilt fiir die Rotationsenergie

1
Trot == 5 (llw% -+ /2{JJ§ + /3&.’%) (10.23)
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10 Der starre Korper

10.2.4 Rotierender Quader

Man betrachte einen rotierenden Quader mit Rotation & um Haupttragheitsachse || x
und Rotation 8 um Haupttragheitsachse 1-2-Achse L x

1 1 .
Trot = 5/Xoﬁ +3 (/y sin?(a) + /o cosQ(a)) - B2 (10.24)

10.3 Zur Nomenklatur

Ein starrer Korper heif3t Rotator, wenn seine Bewegung einen Freiheitsgrad hat und
seine Massepunkte nur auf einer Achse liegen, wenn also gilt /; = /5, /3 = 0.

Ein starrer Korper heifit Kreisel, der unsymmetrisch ist, wenn gilt /1 # L, # I3
und symmetrisch ist und symmetrisch, wenn zwei Haupttrdgheitsmomente identisch
sind.

Bei einem Kugelkreisel gilt /1 =/, = /5.

Eigenvektoren des Diagonalisierten Tragheitstensors entsprechen den Haupttragheitsachsen.

10.4 Der Drehimpuls

Der Gesamttriagheitsimpuls eines n-Teilchensystems ist definiert als die Summe der
Teildrehimpulse, also

n
LGes = Z MaTiq X Vig (1025)
a=1

Fiirs Inertialsystem lassen sich folgende Beziehungen ausmachen
Ijqg = TIp + Iq
Via = Vg +w X Iy

Dabei entspricht rqg dem Ortsvektor im korperfesten Bezugssystem, r, den Ortsvek-
toren der Massepunkte im korperfesten Bezugssystem und v, der Geschwindigkeit
im korperfesten Koordinatenursprungs.
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10 Der starre Korper

Es ergibt sich nun

n

n n
m-rg X vg + 1o X (w X (Z”Lﬂ'a) ) + (Zmara> X V0+Zmara X <w X ra>
a=1 a=1

a=1

Nun gilt es 2 Fille zu unterscheiden:

Fall 1) Der starre Korper wird in keinem Punkt festgehalten, also muss gelten

0=S —ro=rs ,Vo=Vs ., Y Malq=0 (10.26)
a=1

Fall 2) Der starre Korper wird in mindestens einem Punkt festgehalten

0=0,=S —ry=0 , vo=0 (10.27)

Damit ergibt sich fiir den Gesamtimpuls

Loes = ), Malo X <w % ra> (10.28)
a=1

Mit der Identitat

[rx (wxr) — w-(r-r)—r-(r-w))} = w;- (X12+x22+x§> — X (w1x1+w2x2+w3x3)
' (10.29)

Ergibt sich fiir den Drehimpuls der /-ten Komponente (im korperfesten Bezugssys-
tem)

|_,' ZI,'J'(UJ' (1030)

und damit fiir den Gesamtdrehimpuls

L=T w (10.31)

Allerdings ist hier Vorsicht geboten, im allgemeinen gilt L }f w.
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10 Der starre Korper

10.4.1 Der kraftefreie Kreisel

Ein Kreisel ist ein rotierender starrer Korper, der sich nicht um eine raumfeste Achse
dreht; tite er das, so nannten wir ihn Rotor.

Der Kreisel sei im Schwerpunkt festgehalten, die Gravitationskraft erzeugt also kein
Drehmoment. Mit dem Drehimpulssatz folgt also

d
N:EL — N =0 — L = const. (10.32)

Die z-Achse muss also die Rotationsachse sein, damit die Gravitation kein Drehmo-
ment bewirken kann.

Bemerkung Bei einem Kugelkreisel ist der Trdgheitstensor bereits diagonalisiert
und einfach ein vielfaches der Einheitsmatrix.

Fall 1) fiir den kréaftefreien Kreisel

L || z— Achse
—Ly=L,=0
> _ Ll
W= i
Fall 2) fiir den kraftefreien Kreisel
L}t z — Achse

- Bild Kuypers S. 187 8.Auflage, 192 9.Auflage -

r=r-e,

sei ein Punkt auf der z-Achse. Dieser Punkt habe nun eine Geschwindigkeit

V=wXr = (wParaIIel + wSymm) Xr

= Whpgarallel X T

Bei dieser Beziehung ist zu beachten, dass wsymm || T gilt.
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10 Der starre Korper
- Bild Kuypers siehe oben -

Nun muss gelten

v Ll L da Wparallel || L
und v L z— Achse

1) Tt vollfiihrt eine Kreisbahn

2) Die Symmetrieachse z umlduft L auf einer Kreisbahn mit festem Offnungswinkel
6. Dies nennt man ,Nutation“oder ,regulédre Prdzision”.

Fiir den Offnungswinkel 8 lasst sich formulieren

w L
in(g) = ——— = —= 10.33
Sln( ) Wprizision L ( )
Also muss gelten
wX Lx L
WPrizision — = ; =
’ sin(B) I, -sin(8) I,
L
Wsymm — Wz — Wrrizision * COS(Q) = (/_ - /_) ’ COS(G)
L, L-cos(@ [— /Zw
/Z N /z - IX ‘

Hauptachsensystem und Richtung des Drehimpulses

Fiir den Schwerpunkt des Systems muss gelten

S=0 (10.34)

Im Folgenden soll nun die Drehachse durch S bestimmt werden

2 -0
Z=mr?. ~¥3 3 (10.35)
0 0 5
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10 Der starre Korper

Also gilt fiir den Drehimpuls

0 0
L=7-| 0 |]= 0 (10.36)
w kg w

Erinnerung Der Schwerpunktsatz sagt

n

mk; = F (10.37)
a=1
Der Drehimpulssatz lautet
> Mo Tie X Fia =Y 1o x FYT (10.38)
a=1 a=1
Im Schwerpunktsystem gilt also
L, = N, (10.39)

10.4.2 Rollender Zylinder

- Abb dhnlich Rollender Zylinder Kap Generalisierte Koordinaten, allerdings an Zy-
linder noch Masse m angebracht, die tiber Rolle mit Zylinder verbunden ist -

Fiir die Krdfte im Aufbau gelten folgende Bezeichnungen

G | Gravitationskraft
Fn | Normalkraft

F, | Fadenkraft

H | Haftreibung

Fiir die Bewegungsgleichungen muss also nun gelten

miXs =my-g-sin(a) — F—H
: d
L, = E(/Sw) =1l =Ns=R(H—-F)

myhy = Fj — myg
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10 Der starre Korper

Es bleiben also 5 Unbekannte, namlich

XlSI(pv h21F/1H (10.40)
Zwangsbedingungen sind nun
Xls - R . (,0
hy = 2%
Mit
'R .S )
o= = 3S'n(a) ma (10.41)
2 §m1 + 4m2

10.5 Drehimpulssatz im rotiereden, kérperfesten
Bezugssystem

. d d
L= E (L, . e/) = & (/,’jwj' . e,)

= I,'J' . LUJ'e,‘ —+ I,-J-wjé,-
Der erste Summand ist die korperfeste zeitableitung des Drehimpulses und wird

in dieser Form vom mitrotierenden Beobachter wahrgenommen. Die folgende Glei-
chung heifit Eulergleichung

L = I,'J'LUJ' e t+w X I,-J-wje,- ; Ns (1042)

Wenn man nun die Annnahme trifft, dass die korperfesten Achsen die Haupttrans-
formationsachsen sind, so ergibt sich mit

L,‘: /,"UJ,‘ (1043)

Fir die angelegten Drehmomente folgt damit nach der Eulergleichung

hwy — (2 = I3)waws = Ny
lrwy — (/3 - /1)w3w1 =N,
lsws — (11 — L)wiws, = N3
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10 Der starre Korper

Die euler’schen Gleichungen bestimmen ausschliefllich w(t). Nun fiihren wir die eu-
ler’schen Winkel ein, die eine Orientierung des starren Korpers liefern.

Vergleiche z.B. Kuypers Auflage 9 S.206 - Euler’sche
Winkel ab Seite 203

Drehungen 1-3 kommutieren nicht, die euler’schen Winkel 0, ¢, ¢ legen also die Ori-
entierung des starren Korpers fest.

Die euler’schen Winkel eingezeichnet an der rollenden Kreisscheibe

Man bezeichnet die euler’schen Winkel auf oft folgendermafien

P Eigendrehung, Eigenrotationswinkel
0 Nutationswinkel
%) Priazessionswinkel

e, hat folgende Gestalt im X, y, Z-Koordinatensystem

1 0 0 cos(p) sin(p)0 0 0
0 cos(f) sin(6) —sin(ep) cos(p) 0 0 | =[ sin(6) (10.44)
0 —sin(8) cos(0) 0 0 1 1 cos(6)
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10 Der starre Korper

ez hat im Inertialsystem die Gestalt

cos(p) —sin(p) O 1 0 0 0 sin(¢) cos(6)
sin(p) cos(p) O 0 cos(f) —sin(0) 0 | = | —cos(p)sin(h)
( 0 0 1 ) ( 0 sin(B) cos(B) ) ( 1 ) ( cos(0) )

(10.45)

Fiir Drehmatrizen (z.B. Drehmatrizen) gilt
(A-B)y'=B"1A"
A—l — AT*

Das erklarte Ziel ist also nun, die koérperfeste Winkelgeschwindigkeit w als Funktion
der euler’schen Winkel darzustellen.

Es lasst sich die folgende Beziehung fiir w ausmachen

W =wy+wg+wy (10.46)

Es gilt erstens im X, y, Z-Koordinatensystem fiir w,,

1 0 0 0 0
wy = (O cos(f) sin(H) ) ( 0 ) = ( psin(H) ) (10.47)
0 —sin(B) cos(6) © ¢ cos(6)

w, hat also im x, y, z-Koordinatensystem die Gestalt

cos(¢) sin(y) O 0 psin(y) cos(6)
( —sin(¢) cos(¥) O) ( psin(0) ) = ( @ cos(¢) sin(H) ) (10.48)
0 0 1 ¥ cos(0) ¢ cos(H)

Es gilt zweitens wg) im X, ¥, Z-Koordinatensystem

6
0 (10.49)
0
Fiir wy) im X, y, z-Koordinatensystem
cos() sin(y) O 6 6 cos(v)
( —sin(y) cos(¥) 0) (O) = ( B sin(v) ) (10.50)
0

0 0 1 0
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10 Der starre Korper

Es gilt drittens fiir wy im x, y, z-Koordinatensystem

0
wy=| 0 (10.51)
Y

Damit folgt insgesamt fiir w im x, y, z-Koordinatensystem

Wy @ cos(8) sin() + 6 cos(¥)
w=| wy | = @sin(8)cos(y) — Gsin(v) (10.52)
w3 @ cos(8) + P

Es gibt also im korperfesten System einen Zusammenhang zwischen w und den eu-
ler’schen Winkeln.

10.5.1 Kraftefreier symmetrischer Kreisel

ws ist also konstant.

Es gilt nun fiir Q2

Is =11

Q= B

w3 (10.54)
Daraus ergibt sich das Differentialgleichungssystem

wl —+ QUJQ =0

Wy + le =0

Als der allgemeine Losung kann nun fiir beide Differentialgleichungen aufgestellt
werden

wi(t) = Acos(Qt + o)
wa(t) = Asin(Qt + a)

A= \/w? + w2 (10.55)

w rotiert also mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um die Figurenachse. Da
auch die 3 Komponenten von w fest sind, hat w konstanten Betrag, rotiert also auch
gleichmiflig um die Figurenachse.
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10 Der starre Korper

Bemerkung Die Erde kann als symmetrischer, leicht abgeplatteter Kreisel mit

/3 — /1 1 2T
L300 0 T T Tag (10.56)
angenommen werden.
Fiir die Winkellage des Kreisels ergibt sich nun also
Acos(Qt + a) @sin(6) sin() + 6 cos()
Asin(Qt+a) | = | ¢sin(0)cos(¥) — Osin(P)
W3 pcos(0) + 1P
Ansatz: 6(t) = 6y = const.
Damit ergibt sich
12+ 117 — A% = ¢?sin?(6p) — sin(By)p = £A
A
p(t) = imt + ¥o
'Lp(t):—Qt—a:I:g
b=
Auflerdem gilt
. A P e
Wprs = Y = Sin(eo) v Wsymm = Q= w = /1 W3 (1057)

10.5.2 Der gefiihrte Kreisel

Vergleiche Kuypers

Man betrachte einen symmetrischen Kreisel mit konstanter Winkelgeschwinigkeit
Wsymm- Nun suche man das Drehmoment N, das zu Prazession mit wp,; bei Offnungswinkel
g fiihrt.

© = Wprz = const.
Y = Wsymm = CONSt.
6=0
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10 Der starre Korper

Damit folgt

Wy Wpra SIN() sin(P) W1 cos(y)
( Wo ) = ( Wpra sin(6) cos(v) ) — ( Wo ) = WpraWsymm sin(0) - ( —sin(y) )
w3 Wprs COS(0) + Wsymm w3 0

(10.58)

Nun stellen wir die Eulergleichungen auf

Ny = wpys sin(6)
N2 = _wpréi Sm(e) Sm(,‘/}) |:/3wsymm + (/3 - ll)wpréi:|
N3 =0

cos(9)

Wegen N ( —sin(vy) ) folgt N || ON mit ON = Knotenlinie
0

Wori
N = [/3+(/3—/1) P COS(@)] (wpra stymm) fiir wprs, Wsymm, 6 = const. (10.59)

symm

Es folgen einige Spezialfille

... Spezialfidlle nachtragen

10.6 Die Lagrangegleichung fiir den starren Kérper

Man lege w fest als

@sin(8) sin(y) + 0 cos(¥)
w= | @sin(8)cos(¥) — Bsin(y) (10.60)
@ cos(0) +
und setze w ein in Tret
Trot = lz,jw,-wj =w' Tw (10.61)

2
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10 Der starre Korper

Die Rotiationsenergie kann also nun als Funktion der eulerschen Winkel und deren
Ableitungen dargestellt werden, fiir den Symmetrischen Kreisel - auch Lagrangekrei-
sel gilt fiir die Haupttragheitsmomente im Hauptachsensystem /; = /,

2
Trot = /51 <<p2 sin?(6) + 9’2) - /53 (cp cos(9) + 1/)) (10.62)

10.7 Der schwere Kreisel
Bild im Kuypers nachgugge

Fur das Potential V/(r) gilt nun

V=m-g-z=m-g-/-cos(f) (10.63)

Die Lagrangegleichung fiir den schweren Kreisel hat nun die Form

2
L= %((/)2 sin?(6) + 92) + /53 <<p cos(8) + 1!)) — mgl cos(6)

Auffallend ist, dass ¢ und 9 zyklisch sind, also dass es Erhaltungsgréien im Problem
geben muss. Die Winkel ¢ und 9 beschreiben die Drehung um die z,-Achse und z-
Achse.

Es folgt die Bestimmung der Erhaltungsgrofien

P = 2_§ — (sin2(9)<b> + 15 ((p cos(9) + 1) cos(@)) = const. (10.64)
Py = % =15 <<p cos(9) + zp) = I3w; = const. (10.65)

Das liefert 3 gekoppelte Lagrangegleichungen fiir ¢, 8, %9, das Problem ist also nicht
analytisch 16sbar. Allerdings ist 6(t) mit Hilfe der 3 Erhaltungsgroflen p,, py und E
auf ein elliptisches Integral riickfiihrbar.

Mit[10.64{und [10.65|folgt

Py — Py cos(8) = @y sin*(8) (10.66)
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10 Der starre Korper
Damit folgt fiir ¢

Po — Py COS(6)
I, sin®(6)

G = (10.67)

Fiir 9 ldsst sich ausmachen

i Py Py Py — Py cos(0)
9) = =¥ — 10.68

Und fiir die Gesamtenergie £ gilt

2
E= /2—1<<p2 sin?(6) + 92) - /53 (cp cos(9) + 1/)) + mgl cos(9)

2
| (p(p — Py cos(theta)) >
_n

— 262+ + =% 4 mglcos(6
2 21, sin(0) 21, T M9l cos(d)

= const.

Wenn man nun substituiert v := cos(6) (und damit sin(8) = 1), erhilt man

2

. 23E —p,  2mgl (1—2)_ |Pe—Put
I/ I I

1= —2Verr (1)

Es folgt also nun fiir v

u==+ _2\/eff(u) —t—1ty = (1069)

n / ! du/

w \/ —2Verr ()
Integrale dieser Form heiflen elliptische Integrale. Das effektive Potential erméoglichte
eine qualitative Diskussion der Bewegung

1
5u?+\/eff(u) =0=E (10.70)

Bild fiir das effektive Potential des schweren Kreisels
Wahrscheinlich Kuypers
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10 Der starre Korper

Das effektive Potential Vi¢ hat zwei Nullstellen vy, v, € [—1, 1]. Eine Nullstelle liegt
bei u > 1. Die Visualisierung der Bewegung des Kreisels wird Locus der Figurenach-
se genannt, die Trajektorie des Locus kann mithilfe einer konzentrischen Kugel darg-
stellt werden, wobei der Nullpunkt der Kugel der Punkt sein muss, in dem der Krei-
sel festgehalten wird. Der DurchstofSpunkt der korperfesten Rotationsachse durch
die Kugelschale beschreibt eine Trajektorie auf der Kugeloberfldche.

X

—N—
_ Po — Py c0s(6)
I, sin*(6)

(10.71)

Falll-x>0

Bildchen einfiigen - Auflage 9 Kuypers S.214

Fall 2 - x(91) > 0,X(92) <0

Fall 3 - X(@g) =0

Spitzen treten nur auf bei 6 = 6, auf.

2
E(t=0)= 5—7’3 + mgl cos(0)

2

_/1 D2 32 Py
Tiot = 2((psm (0)+9)+2/3 >0

Epot muss also abnehmen und 6 grofser werden.

Fall4-6=0,¢ =0

6 ist offensichtlich konstant, es tritt reine Prdzession auf (Bewegung auf ,Breiten-
grad“der konzentischen Einheitskugel).
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11 Lineare Schwingungen

11.1 Der harmonische Oszillator

Der freie, gedimpfte harmonische Oszillator wird allgemein beschrieben durch

D
mi+cx+Dx=0 mit y=— |, w3 = — (11.1)
2m m
Es folgt also fiir die Differentialgleichung
X+2yx +wix=0 (11.2)

Eine erzwungene Schwingung bei einem harmonischen Osziallator bewirkt die Anderung
der Form nach

X +29x + wi = fycos(Qt)  mit wi >92 (11.3)

Es folgt in diesem Fall fiir die Bewegungsgleichung

x(t) = ae"sin | \/wi —¥2t+a |+ Acos(Qt — ¢ (11.4)
0

Die Amplitude A ist proportional zur Anregungsamplitude. Es folgt fiir A

A= fo
V(WE =) + 47202

(11.5)

Phasenverschiebung ¢ ldsst sich folgendermafien mit weiteren Systemcharakteristika
in Verbindung bringen

27Q2

A(Q2) Plot einfligen - Maximum der Funktion bei
Qr = /wi — 272 (11.7)
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mit der Amplitude A(Qg)

f
AQRr) = —— 11.8
(@) = 5 s (11.8)

11.2 Schwingungen mit mehreren Freiheitsgraden

Man betrachte mehrere ,Schwingert, deren Schwingungen aneinander gekoppelt
seien. Man nennt eine solche Anordnung von Schwingern , Koppelschwinger“. Man
kann nun wechselseitige Beeinflussungen betrachten, beispielsweise Schwebungen -
Uberlagerungen zweier Moden.

Seien N gekoppelte Oszillatoren in einer ,unmittelbaren“Umgebung des Gleichge-
wichts. Dadurch existieren ,nahezu“lineare Riickstellkrifte.

a) Eventuelle Zwangsbedingung - holonom skleronom
b) Keine Transformation auf ein ein bewegtes Bezugssystem
c) Konservative System, also keine dissipativen Krifte wie z.B. Reibung

Aus a) und b) folgt fiir die kinetische Energie, dass sie eine homogene quadratische
Form der 3N — k =: n generalisierten Geschwindigkeiten ist. Fiir T folgt also

T = Z Tiiqiq; Ty = Ti(q. ..., dn) (11.9)
iji=1

qo sei die Gleichgewichtslage des Systems, das heif3t g, ist ein (relatives) Minimum
des Potentials V(q)

vV
a=do

(sa2al...)
eleiele] a=qo

Die Hessematrix ist also positiv-definit (Kein Sattelpunkt oder dhnlicher entarteter
Punkt sondern Maximum).
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11 Lineare Schwingungen

Damit ergibt sich also

ory
9q,

Tii(q) = Tij(qo) + Z a. ..
=1 0

oV 1~ B2V

undV(q) = V(qo) + —’q/+— A | G

(9) = V() Zaq Q;quaqjo )

Es folgt also nun fiir die Lagrangefunktion der Koppelschwinger

L£(q,q) = Z {TUCIIC‘U - VUCI/CIJ} +0(q%) (11.10)
ij=1
Fiir kleine Schwingungen hat die Lagrangefunktion in generalisierten Koordinaten
die Form

L(q.q) = Z (Ijqiqj—\//jq/(b') (11.11)
-1
=q'Tq—q'Vq

In kartesischen Koordinaten hat L die Form

\'

::Z%<x2+y‘2+z‘2) (11.12)

i=1

rLv sind symmetrische n x n Matrizen, auflerdem sind sie positiv definit, was aus
der physikalischen Bedeutung klar wird.

Die Bewegungsgleichung hat also die Form

> (7—/]Ci1+\//qu) =0 (11.13)

j=1
Der nun gewdhlte Ansatz zur Losung der Bewegungsgleichung soll aussehen wie
folgt

qi(t) = Caje/@t= Jj=1,..., n (11.14)

oder

qj(t) = Cajcos(wt — 9) (11.15)
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Nach Einsetzen in[11.13]liefert nun

n

> (\/,j—UJQT,j)aj:O (11.16)

J=1

bzw.<¥—wzl>a:0 (11.17)
Fiir das Koppelschwingerproblem gibt es nur eine nicht-triviale Lésung a, wenn gilt

det(!—(fL) =0 (11.18)

Die charakteristische Gleichung (charakteristisches Polynom) oder auch Sekuldrgleichung
ist im allgemeinen vom Grad n in w? und liefert meistens n verschiedene reelle, posi-
tive Nullstellen wy, .. ., w,, die sogenannten Eigenfrequenzen.

Bemerkung Eine Entartung der Eigenfrequenzen tritt auf, wenn nicht alle w; ver-
schieden voneinander sind, allerdings wird die Entartung an dieser Stelle nicht be-
handelt werden. Die Positivitit von V und T garantiert w? > 0. Fiir den nicht entar-

teten Fall, der hier behandelt wird, bedeutet dass, dass es n Eigenvektoren ay, . . ., a,
geben muss. Wobei die Amplitudenverhaltnisse ay,, .. ., anr der r-ten Eigenschwin-
gung.

Es gilt also nun

q;r(t) = C,aj, cos(w,t —9,) Jj=1 ..., n (11.19)
bzw.q,(t) = C,a, cos(w,t — 9,) mitC,, 6,Integrationskonstantenundr =1, .. ., n
(11.20)

11.20| beschreibt die Fundamental- oder auch Normalschwingungen. Dabei schwin-
gen alle Freiheitsgrade mit einer Frequenz w,.

Die allgemeine Losung der Fundamentalschwingung hat nun die Form

q(t) = iCrarcos(wt—ér) (11.21)
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11 Lineare Schwingungen

11.2.1 Gekoppelte Oszillatoren
MMP Blatt 6 - Skizze dhnlich einfiigen

Die Bewegungsgleichung fiir 2 gekoppelte Oszillatoren hat nun die Form

may + (D + D12)q1 — D12go =0 (11.22)
méa + (D + D12)g2 — D12g1 =0 (11.23)
Ansatz
qi(t) = Cajcos(wt —6)i = 1,2 (11.24)
D + D12 — mw2 —D12 a1 i 0
(77257 poatme )(2)=(5)  m
Es gilt nun
D 4 Dy, — mw? —-D12 _0
—D15 D+ Dy — mw? |

Die Eigenfrequenzen sind nun

| D /D + 2D,
w; =14/ — : Wy =4 ———
m m

Einsetzen von [11.2.1lin[11.25|liefert

dil = di2

Anschaulich bedeutet das, dass die beiden Massen mit konstantem Abstand schwin-
gen. AufSerdem lasst sich fiir die Frequenzen ausmachen

D+2D
. W22 = le ... > dip = —a (1126)

Die beiden Massen schwingen also mit der gleichen Amplitude genau gegenphasig.

Die allgemeine Losung fiir den gekoppelten Doppelschwinger sieht also nun aus wie
folgt

q(t) = Cycos(wt — dy) - ( 1 > + Co cos(wat — d5) - < _11 > (11.27)
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11 Lineare Schwingungen

Mit den Anfangsbedingungen

a(0)=A . @0)=0 , ¢(0)=4g(0)=0 (11.28)

ergibt sich schlief3lich

a1 (t) = §<cos(w1 t) + COS(UJgt)) = Acos (w2 ; ] t) - COS (
q(t) = §<cos(w1t) — Cos(wzt)) — Asin (w2 ; w1 t) - sin (wl ;Lw2 t)

Fir Dy, < D gilt w; ~ wy. In diesem Fall schwingen beide Oszillatoren mit jeweils

“17¢2 und langsam verdnderlicher Amplitude

A cos <w2 ; “ t) bzw. Asin (w2 ; w1> (11.29)

W+ w
1 2t)

wobei fiir die Schwebungsdauer Ts gilt

2T
Wy — Wy

Ts = (11.30)

Bei ungleichen Massen und Federkonstanten tritt eine unreine Schwebung auf, wobei
die Amplitude nicht mehr auf 0 abfillt.

Hauptachsentransformation Aus|l11.16[folgt

VA =TAQP (11.31)
wobei A= (ay, ..., a,) eine symmetrische n x n Matrix ist und Q° = diag(wy, . . ., w?).
Va, =w?Ta, — alVa, = w’ala,
aVa, = wialTas

mit a;Ta, da T symmetrisch

Rechnungen nachtragen . ..

und es gilt fir g = g, 0 < ¢/ Tq, = Cw?sin’*(w,t —6,) - a,Iq,, woraus folgt

a/Ta, >0 (11.32)
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11 Lineare Schwingungen
Aus|(11.32[folgt, dass C, und a, so gewdhlt werden konnen, dass gilt

a/Ta, =1 (11.33)

Also gilt
ATTA=1
undmifl1.31ATVA = ATTAQ? = Q°
Es folgt die Transformation auf die Hauptachsenkoordinaten , fiir die gilt

a=AQ (11.34)

Damit folgt fiir die Lagrangefunktion

£(Q.Q)=qTa—q'Vq
~ Q'TAQ - QATVAQ
=Q'-Q'?Q

LQ Q=% (Qr2 - wscz%)
r=1

Fiir die Bewegungsgleichungen gilt nun

Q+w’Q, =0  Vr=1,..., n (11.35)

11.2.2 Hauptachsentransformation fiir 2 gekoppelte
harmonische Oszillatoren

3 B L 10 [ D+Dyn  —Dy
Iq+Vq=0 mﬁl-m(o 1>undl—< Dy, D+D12>

Definition
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11 Lineare Schwingungen

Damit folgt

ATTAz(l O) ., ATVA=

D 0
01 0 DyDss

3|~

Hauptkoordinatensystem

1 Q1+ Q2
=AQ=—— 11.36
1=4Q \/_2m(Q1—Q2) (11.36)
Damit folgt fiir die Bewegungsgleichung
Q+wiQi=0 , Q+wQ=0 (11.37)
mitw??l | wf = D2Du

11.3 Die erzwungene Schwingung

Skizze einfiigen
Wand - Feder - Masse - Feder (D;,) - Masse - Feder - Wand

Die Auslenkungen der beiden Massen bezeichnen wir von links nach rechts mit g;
und @,. Die Bewegungsgleichungen der schwingenden, gekoppelten Massen lauten

mg, = —Daqg; + D12(q2 - ql) + Fo COS(Qt) (11.38)
még, = —D@o — D12(q2 — q1) (11.39)

Nach Einschwingvorgang Stationires Verhalten mit Frequenz der Anregung A cos(2t).

Ansatz
qi(t) = A, cos(Q2t) (11.40)
Definitionen D D 42D D+D
w? = — 2P+t Wl = Rakag: (11.41)
m m m
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11 Lineare Schwingungen

Durch Einsetzen des Ansatzes erhdlt man

D F
(w§ — Q2> A - —2aA, =2 (11.42)
m m
D
—ﬁAﬁ <w§—§22)A2 =0 (11.43)
Das fiihrt auf die Losung
F UJ2 - Q2
A1 - EO 3 >
(-0 - (3
R w3 — Q2
m (w% — §22> (w§ — QQ)
F Do
Ap = EO 5 2
(o) ()
R w3 — w3
M (wf — §22> (w% — Q2)
- Graph einfiigen -

Konstanten A;, A, auf y-Achse, w;, wa, w3 wobei w3 von w; und w; eingeschlossen
wird, als Polstellen auf der x-Achse, auf der {2 aufgetragen wird
von —oo — wy von 0 — 0o, von w; — ws von —oo — oo und ab ws von co — 0

Al(Q = w3) =0
A(Q=ws) = ——

Die rechte Masse muss also genau in Gegenphase zur ersten Schwingen um die peri-
odischen Krifte die auf die linke Masse wirken ausgleichen zu kénnen.

Fiir den geddmpften Fall werden aus den Polstellen Maxima bzw. Minima zwischen
denen sich die Funktion A(Q2) bewegt.
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11 Lineare Schwingungen

11.4 Ubergang zum schwingenden Kontinuum

Beim Ubergang zum Schwingenden Kontinuum betrachtet man n Massen mit n — oo
und die Abstdnde der Schwinger werden bezeichnet durch /y mit /y — O.

lo — 01 =(+1)h

m — OIT =: p = const. , p ist die Massenbeschleunigungsdichte
0

D — ooD -y = const.

- Skizze einfiigen -
analog zu Skizze oben, allerdings sehr lange Feder-Masse Kette

Die Gesamtlange der Oszillatorkette werde mit / bezeichnet. Zundchst werde ein Ket-
tenschwinger mit n = 3 Massen betrachtet. Skizze analog Beschreibung oben - Immer
selbe Federkonstante D fiir alle Federn

Longitudinale Schwingung:

md; — D(qj—1 — 2g; + qj+1) =0 mity =1,2,3undggo=q: =0 Vt

Transversale Auslenkung

- Skizze dhnlich Skript-

dji+1 — G

tan(a) = i
0

Man definiert nun

F = Kraft von mj;; auf m;
F tan(a) = Kraft von M;;; auf m; in vertikaler Richtung
Ftan(a) ~ F sin(a) fiir kleine o

In erster Naherung gilt nun

. F
mdj; — o <C7]1 —2q; + qj+1) =0 (11.44)
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11 Lineare Schwingungen

Ansatz
qj(t) = Cajcos(wt — 9) (11.45)
Das fihrt auf
2D — mw? -D 0 a 0
-D 2D — mw? -D a | =0 (11.46)
0 -D 2D — mw? as 0

Nun wird die Sekldrgleichung aufgestellt und Losungen fiir die w; aufgestellt

D
wfz(z—ﬁ)E mita” = (1,v2, 1)
D .
w3 = 2— mita” = (1,0, —1)
D
w2 = (2+‘/§)E mita” = (1, —v2,1

11.4.1 Allgemein fir n Massen

mqj — D(C]j_l - 2C]J + qJ'+1) =0 mlt_j =12, ..., n do = dp+1 = ov t

Ansatz
qj(t) = Caj cos(wt —9) mitAnsatza; = sin(oy) (11.47)

Randbedingungen sin(n+1)a=0

Es folgt also eine Konkretisierung der Randbedingungen mit
(n+ 1) = beia = —_mitr = 1,2 (11.48)
n o=Tr wobela = —=—mitr = 1,2, ..., n .

Zur Uberpriifung soll nun der Ansatz eingesetzt werden

~ muw? _ e in(aef) =
{ mw +2D<1 cos(n+1>}Csm(aJ) 0

Von: sin(aj) — 2sin(ay) + sin(a(j + 1))
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11 Lineare Schwingungen

Damit folgt also

Sin(aj)(cos(a)—2+cos(a)> +COS(OtJ)(Sin(a)—sin(a/pha)> = —2(1—cos( r >

n+1
(11.49)
Damit folgt also fiir w»
2D
wzz—(l—cos( mr ))
m n+1
4D cin? mr
T m 2(n+1)
Also folgt fiir w,
mr
= 2w sin [ —— 11.50
w Wo SiN <n n 1) ( )
und fir a;r
ajr = sin (nj—r 1 j) wobei aj, die Ampiltudenvektoren der Eigenschwingungen sind
(11.51)
Validierung mit einfachem Spezialfall
2 :
n=1—w=— , n=2,n=3wiegehabt (11.52)

wo

Die allgemeine Losung ergibt sich nun durch Superposition der einzelnen Lésungen
und hat die Form

qi(t) = i C,sin (%_/) : (dr cos(w,t) + e sin(wrt)) (11.53)

d,, e, ergeben sich dabei aus den Anfangsbedingungen g;(0), g;(0).
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11 Lineare Schwingungen

Wegen der Orthogonalitat ldsst sich das ganze im Kontinuum ausdriicken mit

T . in S
I S —
n+ 1J n+1

isin(
j=1
:n+1

2 5rs

Wobei ¢ hier das Kroneckerdelta ist (!). Mit diesem Schritt folgt nun durch Multipli-
kation von

o omr
q;(0) = ;drsm <m_/>

mit

sin —WS ]
n+1J

und anschlieSender Summation tiber alle j

2 < _ S .

2 ! o)
es n+12j:1 9;(0) sin (n+1j

11.5 Ubergang zum Kontinuum

Mit (Stern - Erste Gleichung allgemein fiir n Massen) folgt

M = qi-1(t) — 2g,(¢t) + gi+1(t)
DR Y P

(11.54)

Fur [y — O ersetze Index j durch Koordinate x und Auslenkung ¢g;(t) durch 9(x, t),
wobei x = jly. Es folgt also daraus

52 — oy 1) — 29(x, b £) hso B2
Di/gﬁw(x' £ = Y(X =, t) ¢(/;2< t) +w(x+ 1l t) =0 3;20 (11.55)
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11 Lineare Schwingungen

Dabei gilt
m p 1
E=Dr = @ (11.56)
da DL/g die Dimension einer Geschwindigkeit™* hat.
Es folgt also nun
102 0%y

Dabei ist ¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle.

Fiir Longitudinalwellen gilt also dann fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit

|EA
c=\5 (11.58)

wobei sich fiir die Bestandteile ausmachen ldsst
E = Elastizitatsmodul , A = Querschnitt

Fiir Transversalwellen ldsst sich ausmachen

D=

F
— (11.59)
o

wobei gilt

F = spannende Kraft , p = lineare Massebelegung

F
c= \/; (11.60)

11.6 Lésung der eindimensionalen Wellengleichung

Also gilt bei Transversalwellen fiir ¢

Die eindimensionale Wellengleichung hat die Form
1oy _0o
c2 8t2  Ox?

Es gibt nun 2 verschiedene Moglichkeiten, die allgemeine Wellengleichung zu 16sen.

(11.61)
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11 Lineare Schwingungen

11.6.1 Die d’Alembertsche Lésung

Die d’Alembertsche Losung der Wellengleichung hat die Form

PY(x, t) = f(x £ ct) (11.62)

wobei f eine beliebige Funktion ist. Auch fortschreitende Wellen lassen sich mit die-
sem Prinzip 16sen, allerdings gibt die Losung keinen Aufschluss iiber das Spektrum
der Schwingung oder gar die Eigenschwingungen.

11.6.2 Die Bernoulli'sche Lésung

Die Losung nach Bernoulli hat die Form

P(x, t) = g(x) - h(t) (11.63)
Diese Losung liefert nur stehende Wellen.

Das Einsetzen der Bernoulli’schen Lésung in die Wellengleichung ergibt nun also

]_ . "
29h=gh
1hD) g
c2h(t)  g(x)
nur von t abhéngig nur von x abhingig

Die linke- und die rechte Seite miissen also beide konstant sein, es werde nun —k?
als diese Konstante definiert. Das fiihrt auf

o "

h=—k2ch und g = —k’g

Die Losung dazu lautet

h(t) = hy cos(kct) + hysin(kct)
g(x) = g1 cos(kx) + gosin(kx)

Die beiden Losungen folgen unmittelbar aus dem Kontinuumsgrenzwert des Ketten-
schwingers

mr
n+1

| ri ri
= iy = — - 11.64
J (n+1)/OJ° X (11.64)
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11 Lineare Schwingungen

Beide Rander des schwingenden Mediums werden festgehalten

Randbedingungen:

g(0)=g(l)=0
g=0 , kzr?z:k, mitr =1,2, ...
rmc

wr:krc:T mitr =1,2, ...

Es gibt also unendlich viele Figenfrequenzen im Kontinuum, mit den Randbedin-
gungen ergeben sich nur diskrete Eigenfrequenzen. Der Zusammenhang zwischen w
und k wird Disspersionsrelation genannt.

Die partiellen Losungen lauten dann also

rmx

P, (x, t) =sin (T) {dr cos(w,t) + e sin(wrt)}

Die Losungen der Wellengleichung werden auch die Eigenschwingungen oder Eigen-
funktionen der Wellengleichung genannt; sie sind immer stehende Wellen mit einer
Amplitude, die proportional zu sin (™) ist. Die Knoten der stehenden Wellen liegen
anden Orten 0, 1,2, .., I. Anschaulich sind Knoten die Stellen der Schwingung, an

denen die Amplitude immer O ist.
- Skizze zu Grund- und Oberschwingungen -

11.6.3 Allgemeine L6sung der linearen Wellengleichung

Durch die Superposition der einzelnen Losungen erhélt man als allgemeine Losung

P(x, t) = isin (?) {d, cos(w,t) + e sin(wrt)} (11.65)

Die Losung ist in der Zeit periodisch, da die Oberténe (w,, r > 2) ganzzahlige Viel-
fache des Grundtons w; = 7 - ¢ sind. Das steht im Gegensatz zum Kettenschwinger,
wo die Frequenzen deutlich komplizierter untereinander im Verhdltnis zueinander
stehen.
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11 Lineare Schwingungen

dr, e- werden nun durch die Anfangsbedingungen ausgedrtickt

W(x,0) = 2 d, sin (#)
W(x,0) = ilwrer sin (g)

Wenn man nun mit sin (”rx

) multipliziert, anschlieRend tiber x integriert und die
Orthogonalitdtsrelation ausnutzt, erhalt man

/ . (ITTX\ . [(STX 1
/O dxsin <T> sin ( | ) = §6rs (11.66)
Es folgt also nun fiir ds
2 [ _[STTX .
d. == | dxw(x,0)sin ( ) mits = 1,2, .. (11.67)
I Jo /
21 (1 . [(STTX ,
es = Tws ), dxap(x, 0)sin (T) mitr =1,2... (11.68)

11.6.4 Die gezupfte Gitarrensaite

Die Gitarrensaite sei eingespannt zwischen 2 Punkten

- Skizze 2 Punkte auf x Achse fiir eingespannten Abstand, y - Achse ¥(x, 0)

Die Anfangsbedingung fiir den Schwingvorgang ist die Anfangsauslenkung A.

Fiir e gilt alsodann es =0V s
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11 Lineare Schwingungen

Damit folgt also

/ /
4A (> . (TS 4A [2 . (TS
ds = 7 dxx sin <TX> + /—2/0 dx(/ — x) sin (TX>
8A1l . /sm
B <7>

Damit folgt fiir die Losung der Wellengleichung

w0 t) = 223 SUE) g (1) o5 (774 (1169
r=1

11.7 Membranschwingungen als Verallgemeinerung
der Wellengleichung auf 2 Dimensionen

Man betrachte eine diinne Membran, die elastisch wie die Saite sei und in der x, y-
Ebene eingespannt sei.

Die Wellengleichung fiir Transversalschwingungen der Membran hat die Form

10 _ o oY _
c20t2  Ox2  oy?

A (11.70)

Als Beispiel werde eine rechteckige Membran betrachtet, die an den Rindern x =
0,x=a,y =0,y = b fest eingespannt sei.

Die Bernoulli’sche Lésung des Problems hat nun die Form

Y(x,y, t) = sin(kx) sin(/?y){dcos(wt) + esin(wt)}
Der allgemeinere Ansatz fiir die Losung der Wellengleichung hatte die Form

'lp(X, Y, t) — ei(kxx-i—kyy—wt) (11'71)
Die Randbedingungen sind erfiillt, wenn fiir die k, k gilt

~ ST
k= — k= — 11.72
a ' b ( )
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11 Lineare Schwingungen

Das liefert fiir die Eigenfrequenzen w,

2 2
r L2 (11.73)

Die allgemeine Losung hat also die Form

Y(x,y, t)= i sin (r7arx> sin (57;)/) {dr,s cos(w,st) + ers sin(wr,st)} (11.74)

r,s=1

mit

dps = _/ / dxdy ¥(x,y, o) SIn( > . (WZX>
/ / dxdy ¥(x, y,0) S|n< )Sin <7TZX>

Crs = ab Wrs
Es exisitieren w;, s, die irrationale Vielfache der Grundfrequenz w; ; = mc ﬁ + é.
Beispiel flir a = b Fiir die Grundfrequenz gilt also
T2 (11.75)

W=y

Einige Beispiele anderer Frequenzen

5
W12 = §w1,1

W13 = \/§w1,1

Die allgemeine Losung ist also nicht wie im eindimensionalen Fall periodisch in der

Zeit. Es treten Entartungen auf fiir

2 1 2 2 2
=+ ===+ oder — = 11.76
2 R 2R b2 s2—s? ( )
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11 Lineare Schwingungen

Man kann festhalten, dass Entartungen nur moglich sind, wenn Z—i rational ist.

Die Knotenlinien der Eigenschwingunen

Yrs(x,y, t) = sin (M;X) sin (szy> {drs cos(w,st + es sin(wrst)} (11.77)

und sie verlaufen parallel zum Rand

a 2a
x=0-,—, ..., a
ror
b 2b
y=0-,—, ..., b

r

Im Entartungsfall gibt es mehr Knotenlinien, diese sind auch komplizierter darzu-
stellen als die Darstellung im nichtentarteten Fall.

Beispiel flir a = b Seien nur die Eigenschwingungen qi», ¢»; angeregt und es gelte

dio _ ez _.
a1 €1 - K-

Wegen wi, = wy; = @ folgt

L TxN L (2my (27X . /Ty - .
PY(x,y, t) = usin (?) sin (T) +sin <T) sin (?> : <d21 cos(wt) + ex sm(wt))
(11.78)
Daraus folgt

L COS (7r_ay) + cos (W—:) =0 (11.79)

Fiir u = £1 ist die Knotenlinie eine Diagonale tiber die Membran, fiir u # +1 ist die
Knotenlinie eine transzendente Kurve.

- Skizzen fiir verschiedene Knotenlinien einfligen, Kuypers Kapitel Lineare
Schwinungen -
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12 Hamilton’sche Mechanik

Man betrachte ein System mit N Teilchen und k holonomen Zwangsbedingungen.
Fir die Freiheitsgrade n des Systems gilt also dann nattirlich

n=3N-—k (12.1)

Daraus folgen fiir die Beschreibung des Systems mit Lagrangegleichungen 2.Art n
Differentialgleichungen 2.0rdnung. Mit der Einfiihrung der sogenannten kanoni-
schen Impulse p;, fiir die gilt

_ac

=3 (12.2)

Pi
erhdlt man bei der Beschreibung des Systems 2n Differentialgleichungen 1.0rdnung,
die das System dquivalent beschreiben wie die n Differentialgleichungen, die mit der
Lagrangemechanik gewonnen werden konnen.

Bemerkung Die kanonischen Impulse sind die verntinftigen Impulse, ein Mensch,
der andere Impulse definieren, ist verrtickt. Er benutzt dann die verriickten Impulse.

Im Allgemeinen sind die kanonischen Impulse verschieden von den kinematischen,
nur fiir geschwindigkeitsabhidngige Potentiale gilt die Gleichheit. Die Beschreibung
des Systems wird im 2n-dimensionalen Phasenraum (mit Koordinaten p und g) vor-
genommen - der Phasenraum ist verschieden vom Konfigurationsraum!
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12 Hamilton’sche Mechanik

12.1 Die Legendre-Transformation

Die Legendre-Transformation realisiert den Ubergang der Variablen (x, y) einer Funk-
tion f(x, y) zu (u, y), wobei fiir u gilt

_of

== (12.3)

L

in eine neue Funktion g(u, y). Das totale Differential gibt die infinitesimale Anderung
einer Funktion in alle Richtungen an (und entsteht in der gleich angegebenen Form
durch eine Taylorentwicklung 2.0rdnung) und hat die Form

of of
dfzadx—l—@dy:udx—kvdy (12.4)
Nun definiert man
g =ux—f

= udx + xdu — df = xdu + vdy

Die Funktion g ist also eine Funktion ausschlieSlich abhdngig von v und y

_Og dg
dy = 8udu—l— aydy (12.5)

12.1.1 Hamilton'sche Gleichungen

Die Legendre-Transformation der Lagrangefunktion £(q, q, t) auf die Variablen (q, g—s = p)
liefert also die Hamiltonfunktion

H(g, p,t) := Zp/q/ — L(q,4q, 1) (12.6)

Das totale Differential der Hamiltonfunktion hat also dann die Form

. oL oL oL
dH:Z{C//dPi-i-P' G — ~—dg; — qi}——df
Py 9 qi
. _ oL
=Z{q/dp/—p/dq/} 5.9t —Hapt)

i=1
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12 Hamilton’sche Mechanik
Weiterhin gilt

" (0H OH oOH
dH = Z0dg + ——dp; b — 2t 12.7
ﬁl{aq‘7+am p} ot (12.7)

Daraus folgt dann fiir die sogenannten hamiltonschen Gleichungen

. OH _ OH
qi—a—ql_ P/——a—qi (12.8)
Es gilt die folgende wichtige, fundamentale, grofartige Beziehung
OH oL

Merkhilfe Die Beschreibung einer eindimensionalen Bewegung irgendeines Teil-
chens hat im Hamiltonformalismus die Form

2
H="1vig) —qg=2

o — =WV (12.10)

Wie erwartet liefert das hamilton’sche Prinzip 2n Differentialgleichungen, die eine

eindeutige Losung fir 2n Anfangswerte g;(0), p;(0) eindeutig l6sbar sind.

Allgemein haben Gleichungssysteme aus dem hamilton’schen Prinzip (also Hamil-
tonsystem) die Form

. OH
Xj_a_Xl-
. OH
yi__6_><,-

Beachte Da die Hamiltonfunktion Funktion der Koordinaten und Impulse des Sys-
tems ist, enthdlt sie keine reinen Geschwindigkeiten! Driicke ¢ als Funktion von g, p
und t aus!

di(q,p, t) (12.11)
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12 Hamilton’sche Mechanik

12.1.2 Ein geladenes Teilchen im Magnetfeld B

Fiir die Lagrangefunktion eines Teilchens im Magnetfeld gilt

1
£:§mf2—e(®—1’~-A> (12.12)
Es gilt weiterhin
oL , : 1

Allerdings wird komponentenweise nach einem Vektor abgeleitet, man darf sich 2
vorstellen als den Vektor

oL (12.14)

Fiir die Hamiltonfunktion folgt also insgesamt

H=r-p—L
1
:§mr2+e<D
1
— H=—(p—€A ®
2m(p e >+e

Mit A = 0 und V' = e® gilt dann fiir die Hamiltonfunktion

_ P _
H=2_+V() (H—T+V) (12.15)

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen eines geladenen Teilchens im homogenen
Magnetfeld aufstellen. Es gelte dafiir

d=0 |, A:(O,XB,O) B = (0,0, B) (12.16)

Beim Einsetzen in dei Hamiltonfunktion erhilt man nun

1 1 2
H:%(Pz-f‘[ﬁ) +%(Py—€BX)
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12 Hamilton’sche Mechanik

und stellt fiir die Bewegungsgleichgungen fest

Gi=5-—pc=mx , p=my+wx) , p,=mz

wobei die Frequenz w den Namen Zylkotronfrequenz tragt und man fiir w ausmachen
kann

eB
W =— (12.17)
m
Es folgt
: OH _ : :
pi=gg P wlp —mwx) Py =Pz =0 (12.18)

Wenn man nun die gefundenen Beziehungen fiir ¢; und fiir p; einsetzt erhélt man

0=X—-wy
0=y +wx
0=7

Die Losung lautet dann

x(t) = rsin(wt + 9)
y(t) = rcos(wt + 9)
z(t) =z, + vt

12.2 Hamiltonfunktion und Energie

Fiir skleronome, holonome Nebenbedingungen und konservative Krafte gilt

& oT
> s aq, =2 4z (12.19)

i=1 i=1

wobei T die kinetische Energie ist. Daraus folgt dann sofort, dass fiir H gilt

H=> piGi—L=2T-T+V=T+V=E (12.20)
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12 Hamilton’sche Mechanik

weshalb die Hamiltonfunktion die Gesamtenergie des Systems ist. Fiir konservative
Krifte gilt, dass der kanonische Impuls dem kinematischen entspricht, geschwindig-
keitsabhidngige Potentiale gehoren also zu konservativen Kréften. Die totale zeitliche
Anderung (totale Ableitung) von H ist also gleich

dH < [(O0H . OH oOH
E:Z PR T (12.21)
) i i

Daraus folgt fiir die Hamiltonfunktion

dH 8H oL

9 ot ot (12.22)

H ist eine Erhaltungsgrofie, wenn H nicht explizit von der Zeit abhéngt!

Perle auf rotierendem graden Draht Zwar gilt % = 0, die Energie des Systems ist
aber nicht erhalten!

- Carsten Timm - Skizze einfiligen

Elektron im Plattenkondensator Fiir H gilt

H=— — Axt
2m
=T +V = Eg

Allerdings gilt 47 # 0

12.3 Das Hamilton’sche Prinzip

Das Prinzip der kleinsten Wirkung im Phasenraumist dquivalent zu den Hamilton’schen
Gleichungen; fiir die Wirkung S gilt

to to n
5:/ dtL(q, q, t):/ dt " dip (12.23)
t i=1

(5]

wobei ¢;p; ein Volumenelement (aufgrund der Einheiten von p und g) im Phasem-
raum ist (!) und die ist gequantelt in A.
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12 Hamilton’sche Mechanik

Variiert man mit festgehaltenen Rindern, also

6qi(t1) = dqi(t2) = dpi(tr) = dpi(t2) =0 (12.24)

so erhilt man fiir das Wirkungsintegral

& H H
5S — / dt{q,-ép,- + pidds — g—éq,- - g—ap/} (12.25)
t qai Pi

was man vereinfachen kann zu

to t2
/ dtp,éq, = —/ dtp,-éqj (12.26)
t1 ty

S = /dtZ{(q, >5p, (p/+g—g>5q,}:o (12.27)

Aufgrund der unabhingigkeit der einzelnden Variationen miissen die Klammern ein-
zeln verschwinden, daraus folgt

OH OH
.I‘ _ , -I' = —— 12.2
q op, p aq (12.28)

Bemerkung Die Hamilton’sche Mechanik ist ein wichtiges Prinzip zur Entwicklung
der Quantenmechanik und der statistischen Physik.

Die Hamilton’schen Gleichungen ergeben Fliisse im Phasenraum, die dazu benutzt
werden kénnen, geometrisch Bewegungen zu diskutieren. Im Rahmen des Hamilton-
Formalismus ist die Integrierbarkeit beziehungsweise das chaotische Verhalten leich-
ter erkennbar, allein schon dadurch dass man nur Differentialgleichungen 1.0rdnung
aus dem Hamilton-Formalismus erhdlt. Das erleichtert auch die numerische Lésung
der Hamilton-Gleichungen.

Poisson-Klammer Man betrachte eine differenzierbare Funktion (g, p, t) von g;(t), p;i(t),
wobei man f Observable nennt. Es gilt nun

or_gnfor, o\ or
dt = 4 8q,—q’ 8p,—p' ot

i=1

of OH of OH of
_2{8_67,8_01_8_/9,867,} ot = (M)
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12 Hamilton’sche Mechanik

Fiir zwei Observablen f, g definiert man nun die Poisson-Klammer

_ ~~[0f bg  of dh
{f.g} = ; {8q,— 3 aq,} (12.29)

Es gilt also nun fiir die totale Ableitung von einer Observablen im Hamilton-Formalismus

df of

— ={f H} + = 12.

iR U (12.30)
Erhaltungssédtze konnen nun sehr bequem durch die Poisson-Klammer ausgedriickt

werden. Sei f eine Observable und nicht explizit zeitabhdngig, also gelte

of
Fri 0 (12.31)
Falls nun gilt
{f.H} =0 (12.32)

folgt daraus sofort, dass die Observable f eine Erhaltungsgréfle des Systems ist. Man
kann sich nun auch davon iiberzeugen, dass gilt

o o

3q —{pi. f} ={a. 1} (12.33)

opi B

Die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen lassen sich also genauso mit der Poisson-
Klammer ausdriicken. Es gilt daftir

4i = {qi, H}
pi = {pi, H}
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12 Hamilton’sche Mechanik

Da die Poisson-Klammer eine antisymmetrische Bilinearform ist, gilt

Linearitat {af 4+ &g, h} = al{f, h} + c{g, h}

Antisymmetrie {f,.9} = —{g.f}

Existenz eines Nullelements {c,f}=0 VceR

Produktregel {fg, h} =1{g, ht+{f h}g

Jacobi-Identiit 0= {f, {9, h}} + {g, {h, f}} + {h, {f, g}}

Es gilt auch
{ai,q} ={pi.p}=0 ., {a.p} =79 (12.34)

12.3.1 Der harmonische Oszillator

Die Hamiltonfunktion des harmonischen Oszillators hat nun die Form

2
p D,
H=—+— 12.
o + 5% (12.35)
Fiir Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillator aus dem Hamilton’schen Prin-

zip folgt

x = {x H}:{x,%ﬁ—gxz}:%{ p2y =P
p={p H} = {p,% gx2} = g{p x*} = Dx
Damit ergibt sich fiir die Bewegungsgleichung
mx + Dx =0 (12.36)
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12 Hamilton’sche Mechanik
12.4 Die kanonische Transformation

Man betrachte zunachst eine Punkttransformation, fiir diese gelte

qai — Q(q, t) (12.37)

Daraus folgt dann fiir die Lagrangefunktion

£(QQ.t)= c(q(Q, t).a(Q Q. t), t) (12.38)

Fiir die Lagrangefunktion gilt aber weiterhin

!

d oL oL

EB_Q,'_ﬁ_Q/ =0 (12.39)
Fiir die Impulse p; gilt
oL " oL 8g; "
pi— P =— = —— = a;i(q, t)p; (12.40)
8@1 = aCIj 8@1 ; ’ ’
Es folgt also
ole] .
a_Q,' =: a;(q, t) (12.41)
Die Hamiltonfunktion hat dann die Form
K(Q.Pt)=> PQi(Q.P1t)~L (Q, Q(Q, P, t), t) (12.42)
i=1
Die Hamiltongleichungen lauten also dann
: Ok Ok
Qi = ) = (12.43)

“op P 0a

Die Hamiltonfunktion ist also genau wie die Lagrangefunktion forminvariant.
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12 Hamilton’sche Mechanik

Bei kanonischen Transformationen werden nun Orte und Impulse folgendermafien
transformiert

g — Qi(q.p, t)
pi — P(q,p. t)

Fiir kanonische Transformationen ist allerdings dann charakteristisch, dass die Trans-
formationen so durchgefiihrt werden, dass die Hamilton-Gleichungen fiir alle Hamilton-
Funktionen forminvariant bleiben. Das bedeutet konkret, dass gilt

k . k
_ 9 po_O (12.44)

Qi—a_pi ' i _O_Q,

mit zunichst noch unbekannter Hamilton-Funktion k(Q, P, t).

12.4.1 Das freie Teilchen

Die Hamiltonfunktion fiirs freie Teilchen lautet

H=_1_ (12.45)

Man betrachte nun

Damit ergibt sich

2
de:p:(P+Q2)

. 2
. p ) 5
P=_"__920g=-20|P 12.47
NG Q( +Q> ( )
Behauptung ,
k(Q,P) = %(P+Q2) (12.48)

liefert die Hamilton’schen Gleichungen, die mit|12.47|dquivalent sind. [12.46|ist also
eine kanonoide Transformation
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12.4.2 Teilchen im homogenen Schwerefeld

p?
H:E%—aq (12.49)

g=p , p=-a (12.50)

. -1 2
P:L—2qq:—f(P+Q2> —2Q<P+Q2)

Nun kann keine Funktion k gefunden werden, die die kanonischen Gleichungen (also
die Hamilton-Gleichungen) ergibt, denn aus ?? folgen wiirde

8%k y 0%k
0QOP ~ 0POQ

(12.51)

Es gibt nun eine Bedingung fiir die kanonische Transformation, die erfiillt sein muss,
damit es eine Funktion k geben kann, aus denen die gleichen Hamilton-Funktionen
folgen konnen. Die Transformation g, p <+ P, Q ist nur dann kanonisch, wenn gilt

VHIKVt, t, 5{ dth,q, H(p,q,t)}:

—>5{ dtz PQ;i — k(Q, P, t)}

VH3k(P,Q) : Z (p,q, ) - Z (P,-Q,- - k> = %F(q, p,Q, P t)

=1 =1

Beachte

5/tlet%F(q,p,Q,P, t):é{F(Q)—F(l)}zo (12.52)

F ist dabei , Erzeugende” der kanonischen Transformation g, p — Q, P. Dazu benétigt
werden 2n Transformationsgleichungen, deshalb kénnen von den 4n Variablen in
F(q,p,Q, P, t) nur 2n unabhingig sein.
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12 Hamilton’sche Mechanik

Im Wesentlichen gibt es 6 Moglichkeiten

F1(q. Q. 1)
Fa(q, P t)
Fs(p, Q. t)
F4(P. P, t)
Fs(q.p. t)
Fs(P,Q,t)

Die ersten 4 sind dabei die wichtigsten, die 2 Moglichkeiten mit entweder einem
kompletten alten oder neuen Koordinatensatz sind in der Regel nicht so interessant.

Die Erzeugende F;(q, Q, t)

dFy <~ [OF . OF . OF
dt _;{Gq, "’+aQ,Q’}+ Bt (12.53)
Daraus folgt dann
- ‘ . OF . OF . OF
iqi—H = PQi+ -6+ 75Qi) — ar .
> Z( O+ Pt goo) —k+ G azsy

gi, Qi sind unabhingig bedeutet, dass auch die g;, Q; unabhingig sind; eine Gleichheit
ist also nur dann méglich, wenn gilt

pi:%&i@'f) | R:_%{f’f) | k:HJr% (12.55)
Beispiel
a)
Fi1(q.Q) = —% (12.56)
Das fihrt auf
p= %—/;1 = % —Q = pg’
E
o I SO
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12 Hamilton’sche Mechanik

b) Es sei gegeben

Q=In(p) ., P=—agp (p.g>0) (12.57)
oF
e =» —A@QY = [dap(a@)+e@1
=qe? + 9(Q, t)
Ok, ok _Q _
aQ_P_ ap —>8Q =qge¥ — g(Q, t) = g(t)

Nach Rechnung siehe Skript gilt

R, R R
=3¢+ Q=5p o k=H+g (12.58)

Pi
Beispiel
a) Gegeben sei
Q=In(p) . P=-—qgp (12.59)

Finden Sie eine Erzeugende dazu!

F2(q, P) = [dap(q, P) + g(P) = —PIn(q) + g(P)

s %% — _In(q)+ 2 = Q(q.P) =1In (—g

— 2 —In(=P) — g(P) = PIn(—P) — P — Fy(q, P) = P[In (£) - 1}
Der Zusammenhang zwischen Fi(q, Q, t) und F(q, P, t):

n

d
iqi— PQ; )| —H+k=— Fi(q. Q. t
wegen ;(Pq Q) + i 1(9,Q, t)
n . d n
d iqi —PQi | —H+k=— Fo—» PQ;
un ;(Pq Q) + 9 (2 ; Q)
ist F1:F2—ZP/Q/
i—1
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12 Hamilton’sche Mechanik

Das bedeutet, dass f; die Legendre-Transformierte zu F, ist und umgekehrt. Analog
sind F3, F, ebenfalls Legendre-Transformierte von F;.

Fi(p.@.t) = F1(a(p,Q), Q. t) — Z ai(p, Q. t)p;

=1
Fa(p, P.t) = Fi(q.Q.t) = Y QP = aip;

Es gilt bei allen 4 Erzeugenden

oF;
K=H+— .
+ 55 (12.60)

das heifdt fir nicht explizit zeitabhédngige Transformationen gilt K = H, Transforma-
tionen sind genau dann kanonisch wenn

k _ . dF
Z (P/Cl/ - P/Q/) =4r bzw. Z (Pidq/ - P/dQ/‘) =dF (12.61)

i=1 i

Die linke Seite ist ein vollstdndiges Differential, d.h.

op; . oP;

Zusammenfasssung Fiir die Erzeugendenfunktionen gilt zusammenfassen

Fi(q.Q.1) p:%_’;l p:_g_lc—;l K:H+%
Fa(q. P, t) p:%_zz Q:% K=H+%
Fs(p, Q. 1) q:_aa_lj P:_g_/(:; K:H_i_%
Fa(p, P, t) q:_%_’;ét Q:% K:H+%

12.4.3 Der harmonische Oszillator

2 m _ D
H= 2/)_m - Ewgcf mitw; = — (12.63)
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12 Hamilton’sche Mechanik

Fir die erste Erzeugende gilt

m
Fi(a.Q) = 3woq2 cot(Q) (12.64)
Es folgt
OF:
p= a_ql = mwjq cot(Q)
p_ OFR mwiq®
T 8Q  2sin?(Q)

Daraus folgt

q=1/ rij sin(Q) ., p=+/2mwuP cos(Q) (12.65)

F1 ist nicht explizit zeitabhdngig, also gilt K = H.

K(Q,P) = H(G(Q, P), p(Q, P)) = woP (12.66)

Damit gilt fiir die Hamiltongleichung

R=wy —Q=uwit+a

. K E
P =0 —- P=— = — = const.
Wo Wo
2E |
q(t) = o sin(wot + o) (12.67)

0

12.4.4 Vertauschung von Koordinaten und Impulsen

Qi=p . P=-—q (12.68)

Obige Transformation ist kanonisch, da gilt
F = Z qiQ; oder Fy= Z pi P (12.69)

Das zeigt, dass in der Hamilton’schen Mechanik der Ort und der Impuls g, p eines
Teilchens vollig gleichberechtigt sind und durch kanonische Transformationen in-
einander tiberfiihrbar sind.
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12.4.5 Punkttransformationen

Qi(g, t) =f(q,t) miti=1,..., n

ist kanonisch, da gilt
Fa(a, P t) =) fi(q, t)P
i=1
Hierzu

oF;

—_— = f = i
P 1(q. 1) =Q
oF, of;
=== P —nr
P aq; I oq; ’ —
12.5 Kanonische Invarianzen
Phasenraumtransformation
g — Qi(q.p. t)
pi — P(q.p. t)

(12.70)

(12.71)

Es gibt nun 2 Methoden, nachzupriifen, ob die obige Transformation kanonisch ist,

oder nicht:

1. Kontruieren einer Erzeugenden

2. Fir nicht explizit zeitabhidngige Transformationen testen, ob > ,(p;dg; — P,dQ))

ein vollstdndiges Differential ist

Es gilt aber allgemein der wichtige Satz

Fiir eine kanonische Transformation

g—Qi . pi—F

gilt

{QirQJ’}q,p:O ' {PI-PJ}CJ,D:O ' {Q/:Pj}q,pzéij

Das bedeutet, die Poissonklammer ist eine kanonische Invariante!
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12 Hamilton’sche Mechanik

Beispiel
Q =q?cos(bp) , P =q?sin(bp) (12.74)

Nachrechnen mit der Poissonklammer liefert

0QoP 0QOP
@ P =50 apoaq

= aq® ' cos(bp)g®bcos(bp) + g°bsin(bp)ag®*sin(bp)

N NI

= abg®®! -1 — ist also erfiillt, wenn {

S QL

12.6 Invarianz des Phasenraums
-Phasenraumdiagram Vol V (Bohne) auf Vol V’ (Ringel Lyoner) einftigen -

Es gilt nun bei kanonischen Transformationen fiir Volumen V' und transformiertes
Volumen V

V=V (12.75)

Es soll also gelten
W e I’/HdQ,d/D,:/qu,dp,~D (12.76)
[V (Vi
mit

(12.77)

F={(p.q)} . D=det

Die Behauptung, die beiden Volumina seien identisch ist dquivalent zu D =1

Bemerkung

= u(x) Oyi _ N~ Oy Oug
v 0x; 4~ Ouk 0x;

_ (a(yl ..... o) O(un, ..., uk))'

147
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Beweis flir D =1

0(Q1, ..., Qi P, ..., Pn)> (a(ch ----- Gn; Q1v -+ Qn))
D=d .d
t (8(611 ..... an Q1. ..., Qn) t o(aqr, ..., Qn; P1. - - - Pn)

~evren(Ger e (G e )

0(Qq, ..., Qn))
- det
Q=const. © (8([)1 ----- Pn)

g=const.

Nun gilt - da es sich um eine kanonische Transformation handelt

8PJ . 62/‘_1 Gpj 82F2 . GP,

— = - nd = = —
8g:  9g0Q, ' 8Q;  8Q0q _ 0q,

(12.78)

Und es gilt allgemein

det (M) = det (a(yl—y”)) B (12.79)

Damit folgt

Also gilt insgesamt

D:(—l)zn-det{H}-det{<H) }:1 (12.80)

12.7 Satz von Liouville
Man betrachte die zeitliche Entwicklung eines Phasenraumvolumens

- Bild einfiigen -
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Definition Phasenfluss Die Abbildung in den Phasenraum

gt =T
{q(0), p(0)} — {a(t), p(t)}

wobei {q(t), p(t)} Lésung der Hamiltongleichungen mit den Anfangsbedingungen

{C/(O)v p(0)} zur Zeit t = 0 sind.

Der Phasenfluss erhidlt das Phasenraumvolumen eines jeden Bereiches D C [ des

Phasenraums, d.h.V t : V(D) = V(D).

Beweismoéglichkeiten

1. g'ist eine kanonische Transformation
Beweis: Kuypers

2. Divergenzfreiheit des Phasenflusses
Beweis: hier

09'(p. q)

Esist V(t):/ dpdq:/ dqdp:/ dpdgdt det ————=
D 4:D(0) D) o(p. q)

Betrachte allgemein

x = f(x)

als System gewohnlicher Differentialgleichungen 1.0rdnung mit x € R".

R™ — R"
x(0) — x(t)

wobei x(t) Losung von mit Anfangsbedingungen x(t = 0) = x(0)
Nun gelte

J'(x) =x +f(x) -t +0O(t?)
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Das fiihrt auf

o0g9'x of 5
% —I+a—x't+0(f)

t

0g'x\ of 5
—>det< o ) —1+t-spur(&>+0(t)

allgemein gilt

det(Z + At) = 1+ t - spur(A) + O(t?) (12.84)

Daraus folgt fur V/(t)

8 t
v(t)=/ dxz/ dx:/ dxdet(gx)
D(®) 9°D(0) D(0) Ox
:/ dx (1 + t - divf + O(t2))
D(0)

— v = / dx divf
dt D(0)

Wenn +f = 0 folgt, dass ‘i—‘{ =0

Hier gilt x = (p, q), wegen Hamiltongleichung

, 0 oH 0 (OH
=25~ %) aal3n) =

Es gelte

f= ( }%_g ) (12.85)
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12.8 Hamilton-Jacobi-Theorie

Bemerkung Wenn

: oK

Q,——a—PI_—O — ; = const.

: oK

R__G_Q,-_O — P, = const,

Suche nun kanonische Transformation, die Q; und P, zu Konstanten der Bewegung
macht. Eine solche Transformation ist gefunden, wenn die Hamiltonfunktion K iden-
tisch 0 ist, dann

. 0K : oK
= = , P=——x = 12.
Qi=5p =0 20 = ° (12.86)
Suche Erzeugende F die K = 0 zur Folge hat
oF oF
K_H+§ ., K=0 H(q,p,t)+§_o (12.87)
Wihle F = F»(q, P, t) — p; = %—?. Das liefert
OF2 oF; oF;
H e O —.t - = .
(QL I e 3. )+ 5 =0 (12.88)

Diese Gleichung heif$st ,Hamilton-Jacobi-Gleichung” und ist eine nichtlineare, par-
tielle Differentialgleichung 1.0rdnung in den n + 1 Variablen gy, ..., gn, t fir die
Erzeugende F,.

Nach Berechnung von F, ergeben sich die Bahnen g;(t), pi(t) durch

0Fx(q, P) 0F»(q, P)
=t = —=1 7 12.89
P 9q; @ oF; ( )
Beachte P, ..., P, sind Konstanten der Bewegung, sind also die Integrationskon-

stanten der Hamilton-Jacobi-Gleichung. Vollstindige Losung der Hamilton-Jacobi-
Gleichung heifit Prinzipalfunktion oder Hamilton’sche Wirkungsfunktion.

Theorie der partiellen Differntialgleichungen legt nahe, dass die Lésung der Hamilton-
Jacobi-Gleichung n+1 Integrationskonstanten wegen der n+1 Variablen enthilt. Eine
dieser Konstanten ist rein additiv, d.h. S und S + a sind Losung

S=5(q,..., Qn, a1, ..., o, t) (12.90)
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Q; und P, sind nach Forderung Erhaltungsgroien, o, = Q; — F1,8; = —F, oder
a; =P — F,, 8, = Q; und in beiden Fillen 5, = _asg;&?,t).

Die a;, B; sind also aus den Anfangsbedingungen bestimmbar

o = ai(qo, po, t = 0)
Bi = Bi(qo, po, t =0)

12.8.1 Gebrauchsanweisung

Stelle die Hamiltonfunktion H(p, g, t) auf

p; in H durch g—j ersetzen und ‘Z—f addieren
!

%H(q%j)+%20

Falls moglich (!) vollstandige Seperation

— neindimensionale Integrationen liefern n Integrationskonstanten S(q, . . ., gn Op
- Lose % = (B, = const. nach Koordinaten g;(ay, ..., an B, ..., B, t) auf.

AnschlieRend fracdS(q, o, t)dq = p; ergibt Impuls p;(g(a, B, t), t) = p(a, B, t)

Die 2n Konstanten «;, 8; sind durch die Anfangsbedingungen bestimmt.

12.8.2 Der harmonische Oszillator

_ D 2
- H=25+349
2
1 (as o5 _
L) 450
- Ansatz: S(q, a1, t) = W(q, a1) — a1 t Seperationsansatz
2
= 5= (a_vg) + 2¢* = a; Offenbar gilt a; = E mit E Gesamtenergie wegen
ow
‘aq — P

—+S=W—-Et=vVmD [dq /%5 — ¢>— Et
- Integration leicht moglich, aber nur % gebraucht
9s _ 05 _ /m d _
“a=e=Vo | g t=h
—t+06, = \/garcsin < %q)

— q(t) = \/%sin(wot+51) mit wo = \/g
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12 Hamilton’sche Mechanik
12.8.3 Zentralkraftbewegung
- H:%<p3+f—§’> + V(r)
1 85\2 1 (85 as
- H=5: (%) "‘ﬁ(%) +V(N+5 =0

- Ansatz: S(r, @, a1, 02, t) = W(r, @, a1, 2z) — a1t mit o; Integrationskonstante
2 2
S @ () v -a -k

By
Ansatz: W(r, o, E, a,) = Wi(r, E, as) + Wh(e, E, as)
— (%—%) =2mr?[E — V(r)] — r? (%)2 Yo, r

W Bruch und 2mr? konstant == a, — Wsh = /ooy , Wi = [dr\/2m(E-V(r) — %
% =P, = ag/gg =/

—>f:W1-|-W2—E-t:fdr\/Zm[E—V(r)]—':—;2’+P(p<p—E-t

‘%Zg—i—=fdr\/ = = —t=0

2mlE-V/(r)]—-2

°N) P
—_— == = — d L2 =
oP, J r\/Qm[E—V(r)]_”w +o =05

2

12.9 Allgemeiner Seperationsansatz

Nicht explizit zeitabhdngige Hamiltonfunktion H(q, p) : S(q, o, t) = W(q, o) — oyt
liefert

ow

Eine hinreichende Bedingung fiir den nachfolgenden Separationsansatz ist, dass fiir
H gilt

H(q1, ..., Qn, P1, - .-, pn, t) = Z H1(q1, p1) (12.92)
i=1
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12 Hamilton’sche Mechanik

Einsetzen in die Hamiltonfunktion liefert

ow; oV, .
HJ(C/jva—q_J>:a1— Z Hf(q,',a—q_) Vyi=2,..., n
) i

i=1,i%j
= const. = q;

ow “
undHl (ql, a—ql> = Q1 — ;Olj

Die Summenseperation fiir die Hamilton-Jacobi-Gleichung ist sehr verwandt mit der
Produktseperation fiir die Schrédingergleichung in der Quantenmechanik.

Die Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung ist nicht eindeutig.

5= [ ot 2ot a¥). ) = S(a(0). a(t). 0 (12.93)

to

ist ebenfalls Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung. Der Beweis dazu findet sich im
Kuypers (6.Auflage) auf Seite 366.

Man betrachte nun die Anderung von S bei infinitesimalen Verinderungen dt der
Endzeit.

", 38S oS
ds = I_El a—ql_in(t)+ Edt
8S <~ . ©0S . 8S
S TPt Mgy =L

:;P/‘(t)q/’(t)—ﬁﬂLE: H+ 57

12.10 Winkel- und Wirkungsvariablen

Die Bestimmung von Frequenzen f; von periodischen Bewegungen ist moglich, ohne
die Bahnen g;(t) zu kennen. Dazu sind verschiedene Voraussetzungen nétig

Voraussetzung 1 System vollstindig seperabeler Variablen: S = ). Wi(q;, o) —a; -t
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12 Hamilton’sche Mechanik

Daraus ergibt sich

BCOERCRES _ OWi(gi, @)
peto=2 {;vvj(qj,oo ant] = 258 (12.94)

System periodisch a) Schwingung im Phasenraum p(q) geschlossen

Skizze
b)
Skizze
490 : p(a+q0) = p(q) Vg (12.95)
Definition: Wirkungsvariable
Ji= 7{/3/ dg, = JQ{ %Zi’a)dq/ (12.96)
Ji=Ji(a) = Ji(og, az, ..., a,) miti=1,..., n sind Erhaltungsgroien des Problems.

Die J; sind alle invertierbar, das bedeutet man kann die «; bijektiv auf die J; abbilden

o = Oé,'(Jl, JQ, J3 ..... Jn) (1297)

Damit folgt fiir die charakteristische Funktion

W(q, a(J)) =W(q,J) = ZW,(q,-, J) (12.98)

Die Erzeugende F»(q, J) einer kanonischen Transformation mit J statt « als neuen
kanonischen Impuls. Daraus folgt

- Wi(g,a) oW (g, J)

P olef olef
L W (q,1) . .
Q= ) Winkelvariable
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12 Hamilton’sche Mechanik

Die Transformation lautet dann
i, Pi = @i, Ji (12.99)

Die Bewegungsgleichung fiir J und ¢

» w
K=H+ aa_t = H (da W nicht explizit zeitabhiingig) ; H <q’ %_q) -

das heif3t die neue Hamiltonfunktion hdngt nur von den Wirkungsvariablen ab

, K
J,-:—a——O—>J = const.
Oy,
. oK .
Q; = E const. = f, —> ; = f; -t +0; wobeif;Grundfrequenz
Wegen
BW(q, J)
j= 1 12.100
® 2 ( )

hangt ¢; im Allgemeinen von allen g; ab.

Behauptung ¢; ist periodisch in g; fiir / # j und wéchst monoton mit g; und
wi(qi + q.a.3) = pi(g,q J)+1 (12.101)

Beweis Betracht Bewegung, in der jede Koordinate g; nach K; Umldufen zur selben
Zeit auf ihre Anfangsposition zuriickkehren

6, 82\/\/
Ap = fdw, %Z q fz8qjﬁj
:ﬂ;f{a_%dqf:a;fpjdqua—JI_;KJ-Jj:k,

156



12 Hamilton’sche Mechanik

Daraus folgt
1. Schwingungen: gj(¢1 + k1, . . ., ©n+ kn, J) = qi(1, ..., ©n J)

2. Rotationen: q;(¢1 + k1, . . ., ©n+ kn,J) = qi(e1, ..., ©n J) + Kkiqo

Definition
a:(p, J) = qi(e, J) — vidio
_W;((Pl"'kl ----- ©n+ kyJ) = q;(cpl ..... ©nJ)

0= 3 gt

(J)e27”(m161 ..... mpdn)

Die Bewegung ist dann nicht notwendigerweise periodisch in der Zeit. Hinreichende
Bedingungen fiir zeitliche Periodizitit von ¢;(t), g;(t) sind

1. Die Bewegung ist eindimensional

2. Wi(q,J)=Wi(q,J;)) — ;= aW(q, 9 — ,(g;, J;) und W;(j # i) unabhédngig von
Ji

3. f; = k;f; , wobei k; ganzzahlig

Die Bewegung des ganzen Systems ist periodisch in der Zeit, wenn gilt

f - 5 £
kl N k2 - k
—_— q,(t Z b """" mn(J' 6)627r/(m1k1+"'+mnkn)f-t
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12 Hamilton’sche Mechanik
12.11 Intgrable und Nicht-Integrable Systeme, Chaos

Ein Hamilton’sches System heif3t integrabel, wenn die Lésung der Bewegungsglei-
chung auf die Berechnung von eindimensionalen Integralen zurtickgefiihrt werden
kann - dabei ist die analytische Losbarkeit der eindimensionalen Integralen nicht ge-
fordert. In diesem Fall ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung vollstindig separierbar.

12.11.1 Satz von Liouville

Ein beschridnktes Hamilton’sches System mit n Freiheitsgraden ist integrabel, wenn

(g, p)i=1,..., n Funktion von @, p, nicht von t mit

d
1)Ji(q, p) sind Erhaltungsgrofien , d.h. aJ,-(q, p)={J,H} =0

Wi j:{JJ}=0
oJ; 0J;
3)ds = 5 2 dg + 22 dpy
— Odx Opk

Beispiele fiir integrable Systeme

Sphérisches Pendel: E, F,
- Teilchen im Kreiskegel: E, P,
Rollpendel: E, Py

Ebene Zentralkraftbewegungen: E, P,
- Schwerer Kreisel: E, P, Py

Beispiele fiir nicht-integrable Systeme

- Federpendel (wobei Feder auch Kreisbewegungen zusatzlich zur Dehnung und
Streckung ausfiihren kann)

- Doppelpendel

Beachte Differentielle Zwangsbedingungen oder Reibungskrifte konnen in Hamil-
ton’schen Systemen nicht auftreten!

Beachte Ist 1-3 nicht erfiillt, kann das System fiir bestimmte Anfangsbedingungen
und Parameter chaotisches Verhalten zeigen.

Es gilt: Ist 1-3 erfillt, ist die Bewegung auf n-dimensionalen Unterraum im 2n-dimensionalen
Phasenraum beschridnkt — n-dimensionaler Torus.
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12 Hamilton’sche Mechanik

12.11.2 Stabilitdtsanalyse dieser Tori

Annahme H(q, p) sei ein integrables System, dann folgt aus der Hamilton-Jacobi-
Theorie, dass eine kanonische Transformation auf die Wirkungs- und Winkelvaria-
belen existiert

(p.q) — (L @) mitd;=const. , @, ="fit+9; (12.102)
Dabei parametrisieren ¢, ..., ¢, einen Torus, die urspriinglichen Koordinaten g, p
sowie H(q, p) sind periodische Funktionen von ¢4, ..., ©p.

Stérungstheorie Beteachte ,kleine” Stérungen eines integrablen Systems

H(p, J) = Ho(J) + eHi (0, J) (12.103)

Suche nun kanonische Transformation (¢, J) — (¢, J') mittels Erzeugender S(p, J)

_8s , 85

" Tae 0 YT ag

(12.104)

so dass H ((,0, %) = Ho(J + €H; <<p, %) = H'(J) nur von neuen Wirkungsvariablen
abhangig

Ansatz S(p,J)=3,0:J +€Si(p, J) + O(?)
Das liefert

0S; , oS,
15, T ey,
_0s _ . 05
YTl TP T fhy
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13 Spezielle Relativitatstheorie

Das Ergebnis des Experiments Michelson-Morley-Experiments hat als Konsequenz
die Aussage, dass die Lichtgeschwindigkeit ¢ konstant und hat den selben Wert in
allen Inertialsystemen ist.

13.1 Blitzeinschlag im Flugzeug

Skizze Beobachter in der Mitte des Flugzeugs, auf beiden Enden schldgt gleichzeitig
der Blitz ein

Der Beobachter im Flugzeug sieht die Blitze gleichzeitig vorne und hinten einschla-
gen.

Skizze Beobachter steht auSerhalb des Flugzeugs und ist in Ruhe und sieht beide
Blitze vorne und hinten einschlagen, wahrend er den Mittelpunkt des Flugzeugs
betrachtet

Der Beobachter auflerhalb des Flugzeugs sieht den Blitz zuerst vorne eintreffen, dann
hinten.

— Relativitdt der Gleichzeitigkeit

13.2 Zeitmessung im ,Inertialsystem”- die
Lampen-Spiegel-Uhr

Unbewegt

Skizze - Lichtquelle — Licht — gegeniiberliegender Spiegel — Detektor - Abstand
der beiden: D

Aty = — (13.1)
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13 Spezielle Relativitatstheorie

Bewegt

Die Lampe-Spiegel-Uhr bewegt sich nun mit Geschwindigkeit v nach rechts, L sei ein
horizontaler Abstand von Symmetrieachse zu Spiegel bzw. Detektor
2L = vAt (13.2)

Damit folgt dann fiir ¢

oVDET 2 2\/D*+%E
CcC = =

At X (13.3)
Fir At folgt dann
2D 1
At = ———— (13.4)
c [1_»
c2
d.h.
At
At = 2 (13.5)
12

Die Zeit im bewegten Bezugssystem scheint von auflen gedehnt.

13.3 Raumschiff auf dem Weg zum Neptun
Skizze Erde — Raumschiff = Neptun - Abstand Erde Neptun: Ly, Geschw. v
Ruhesystem Erde: Reisezeit: At = L—VO

Skizze <— Erde - Rakete < Neptun

Ruhesystem Rakete: Reisezeit Aty = At - /1 — Z—j — L =vAty = vAt /1 — %

c2

13.4 Die Lorentz-Transformation

Betrachte Lorentz-,Boost“: S sei ein ruhendes Inertialsystem , S’ ist gegeniiber S be-
wegtes Inertialsystem mit Geschwindigkeit v in x-Richtung.

161



13 Spezielle Relativitatstheorie

Transformation
!
X = X
t =t

muss wegen der Homogenitat des Raumes linear sein.

X/ = a;nX + appt "‘/Cf

!

t 2821X+322t+/0j
y =y
7=z

Man wihle die Koordinatensystem nun so, dass gilt

to=1t, =0

!
Xo =X, =0

Betrachte die Bewegung des Koordinatenursprungs von S’ in S, also x' = 0

0= aiiX + appt
X aio

V===

t a1l

Es gilt also x' (0) = a;1(v)(x — vt), (S bewegt sich relativ zu S’ mit —v) anderseits

x = an(—v)(x +vt)

Da S und S’ gleichwertig sind, folgt a;;(v) = a;;(—v) (Invarianz unter Zeitspiege-
lung)

— ay = a1 (v?)
Bestimmung von a;;(v?) tiber Konstanz der Lichtgeschwindigkeit:

Lichtblitz bei x = x' = 0 zum Zeitpunkt t =t =0
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13 Spezielle Relativitatstheorie

x = ann (V) (X + vt) X = an(v3)(x — vt)
N/ Vv 5 v
311(V )X < + c 311(V )X c
2 /2
’ o 2 ’
— XX = (all(V )) (1 — ?) - XX
1
— 211(V2) e -
-7
Zudem wegen —32 = v gilt a, = —vay; = ;VV2
T2
Also folgt
/ — vt
e (13.6)

c2
, Cct—Ix
— Cct =
2
1-2
Entsprechend:
v 1 1
do1 = ) doo =

c V2 2
c? 2
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13 Spezielle Relativitatstheorie

Zusammengefasst
/ X_Vt / t_LQX / /
— — C J— —
X = t = y =y zZ =z
_ v _ v
c2 c2
!
X + vt t+ 5x ' /
_ v _ v
c2 c2

Bei der Herleitung wurden benutzt

1. Homogenitdt und Isotropie des Raumes
2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ¢ = ¢
3. Relativitdtsprinzip

13.5 Messvorschriften und Gleichzeitigkeit von
Ereignissen

13.5.1 Bewegte Uhren

Koordinatensystem von S

Skizze - Koordinatensystem / y= ct ; x = x - Lineare Funktion f(x) = x - ¢; sogenannte
Weltlinie der mittleren Geschwindigkeit v in x-Richtung gleichférmig bewegter
Uhr; Steigungswinkel 0 ; 6 = arctan (%) ; zeichne 6 > 45°.

— Koordinatensystem von S'

Skizze - Weltlinie der Uhr parallel zur Zeitachse - xy Achse: t = 0

Lorentztransformation fiir ty:
v v
th=—%— — ct= EX d.h.tan(p) = p (13.7)

Betrachte nun 2 Ereignisse: £; = 1. Schlagen der Uhr ; E,: 2.Schlagen der Uhr

Skizze
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13 Spezielle Relativitatstheorie

toe, + 2z Xoe

tEl -
%
-2
toe, + 22 Xoe

tE2 -
%
-2

tOE tOE

2 1

— tEg - tEl =

v2

T2

— Zeitdilatation

Wird dagegen die Information tiber das Auslésen des Kontakts bei xg, von xg, nach
xg, mit Licht zurtickgeschickt, dann ergibt sich

Xe, — Xg, _ VloE, — ok,
AthEl = = —

C C V2
a2

mit
X VioE,
xe, = 20E 1 VioE, (13.8)
v2
V-~
Daraus folgt
1+ 2
TEE, = tE2 — tE1 = At52 — tEl + AtElEQ = 1 _ v toE2 — tOEl (139)
C
Definition der Schlagfrequenz
1 1
v = . Vg = (13.10)
ToE 1 E> ToE, E>
Das fiihrt auf den relativistischen Dopplereffekt
Y s 13.11
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13 Spezielle Relativitatstheorie

13.6 Bewegte Maf3stabe

1. Korper leuchtet fiir kurzen Moment auf (Gleichzeitigkeit in Sy)
2. Korper leuchtet stindig auf und wird in S fotografiert (Gleichzeitigkeit in S)

3. Korper wird vom Beobachter kurz beleuchtet

Fall 1

Skizze einfiigen

/:X2 — X1
Xoi — Vioe
1=1,2 X, =
_ v
C2
/ Xo2 — Xo1 o
v2 v2
= =

Das heifit fp = /1 — 5/

Die Linge Iy im Ruhesystem erscheint gegentiber / verkiirzt, die gleichzeitig gemes-
sene Lange |y erscheint kiirzer!

Fall 2
Skizze einfiigen

nun ist

Xoj = —F—= miti=1,2

Es tritt also nun Langenkontraktion auf. Wieder gilt: Die gleichzeitig gemessene Lange
| erscheint kiirzer!
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Fall 3

Skizze einfiigen

Wegen x; = ct; folgt

Xi
=2
c
und deshalb gilt
Xj — X,'Z
Xoi = <
-5
1t
— b= (2 —x) -
-5
Das heifst
RERN E- (13.12)
0= 1Y .
13.7 Vierervektoren und die Lorentzgruppe
Definition
x* = (ct,x,y,z,) = (x° x', x*, x%) (KontravarianterVektor)
Xo = JapXP = (ct, —x, —y,—z) (KovarianterVektor)
Es gilt, die einsteinsche Summenkonvention zu beachten! Es gilt
1 0 0O O
Jop = 8 _01 _01 8 (MetrischerTensor) (13.13)
0 0 0 -1
Wellenfronten von elektromagnetischen Wellen definiert durch
xo‘xa:c2t2—x2—y2—22$0 (13.14)
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Im gleichférmig bewegten Bezugssystem S’ gilt

!

X% = 2t? —x2—y?2 7210 (13.15)

a

Eine Transformation x — x' sei isotrop und nicht singulir (also linear). Dann gilt

XY = Lgfx[3 oder X;L = L/M = L,x (13.16)

Die Lichtausbreitung soll invariant unter der Transformation [13.16|sein wenn x%x,
eine Invariante der Transformation ist. Dann muss gelten

xVx, = LV1P =P
— LB =P (13.17)

13.17|definiert die Gruppe aller Lorentztransformationen (dhnlich wie OO = 7 die
Gruppe der dreidimensionalen Drehungen).

Die Drehgruppe ist Untergruppe der Lorentzgruppe (d.h. die Lorentztransformatio-
nen sind die Verallgemeinerung der dreidimensionalen Drehgruppe).

110 0 0
0
L(Drehung) = 0 O (1318)
0
Das bedeutet
Ly =03
Li=0; miti,j=12,3
mitO,-jOjk =ik

Spezielle Lorentztransformationen sind die Transformationen auf gleichférmig be-
wegte Bezugssysteme, sogenannte Lorentz-Boosts.
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Beispiel Lorentz-Boost in x-Richtung mit Geschwindigkeit v

ct = Act + Bx

x = Cct + Dx
y =y
Z,:Z

Das fiihrt auf

ct ct
X B X
y y
7 z

Es folgt also, dass gelten soll

(Ct’)Q _X’2 _y’2 _Z’2 — (Ct)2 _X2 _y2 . Z2
A2(ct)? + B2 + 2ABctx — C2(ct)? — D?x® — 2CDctx = (ct)? — X2
Das fiihrt dann auf
AP—ct=1

B> - D?*= -1
— A=D =cosh(p) , B=C=sinh(p)AB-CD =20

Es ergibt sich damit fiir L

cosh(p) sinh(p) [0 O

_ | sinh(yp) cosh(yp) |0 O
L= 5 5T 6 (13.19)

0 0 01

13.7.1 Die physikalische Bedeutung des Parameters ¢

x" = 0 bedeutet x cosh(p) = —ctsinh(¢). Dieser Nullpunkt bewegt sich im System S

. _odx sinh(¢)
mit v = dt Ccosh((p)

169



13 Spezielle Relativitatstheorie

Damit ergibt sich also fiir ¢

%
tanh(p) = ——
anh(p) = ——
Nun ist
cosh(p) ! nd sinh(¢p) = tanh(y) - cosh(p)
= —— U i = :
v 1 — tanh?(y) v v v
Damit ergibt sich nun
1 . v
cosh(p) = ——= = und sinh(p) = 2
Es ist also L
vy —Zv|0 0
| =y vy |00
N 0 0O |10
0 0 [0 1
also
/ X — vt , Ct—Ix

X:—2 , Ct:—2
J1-% J1-%

(13.20)

(13.21)

(13.22)

(13.23)

(13.24)

Analog lassen sich Boosts in y und z-Richtung (mit v,, v,) zeigen und die Boosts in
allgemeinen Richtungen v = (v, v, v,) (analog zu Drehungen in drei Dimensionen

mit Winkel a = (ay, oy, o).

13.8 Addition von Geschwindigkeiten

Skizze einfiigen

S’ bewege sich hierzu gegeniiber S mit v; in x-Richtung, S” bwegt sich gegeniiber S’
mit v, in x-Richtung. Lorentztransformationen sind wie Drehungen um einen ima-
gindren Winkel (cosh(y) = i cos(¢)) und bei Drehungen addieren sich die Winkel.

tanh(p1) +tanh(p,) 2+ %2

% = tanh(p) = tanh(y; + ©2) =

170
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Es gilt dann fiir die Geschwindigkeit v

i+ W
1+ 2g

c2

(13.26)
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