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26. [12 Punkte] Operatoren und Kommutatoren

(a) Seien A und B lineare Operatoren und A € C. Beweisen Sie die folgenden Identitéiten:

i.

i,
MA+B) _ MNB — A (A, B]
unter der Voraussetzung, dass [[A, B], A] = [[4, B], B] = 0.
iii. Fiir die Operatorfunktion f(B) und ihre Ableitung f’(B) nach B gilt:

[A, f(B)] = [A, B]f'(B),
falls [[A, B], A] = [[A, B], B] = 0.

(b) Berechnen Sie

1 0
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iii. [2, e].

(p: Impulsoperator; &: Ortsoperator).

27. [6 Punkte] Heisenberg Bild
Berechnen Sie fiir die Auf- und Absteigeoperatoren a' und @ des harmonischen Oszillators die Heisenberg-
Operatoren &L(t) und dp(t) auf folgende zwei Arten:

(a) Verwenden Sie Aufgabe 26 a) mit A = 1 bei der Berechnung von ay(t) = eacp(%]:lt) &exp(—%flt).
(b) Losen Sie die Bewegungsgleichung
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28. [7 Punkte] Zeitentwicklung von Operatoren im Heisenberg-Bild
(a) Zeigen Sie, dass gilt:

d - - . -
ih=Au(t) = [An() Hu(t)] +ih (9 As(1)) .
wobei A (t) = ﬁg(t,to)ﬁs(t)ﬁg(t,to) und Ug(t, tg) der Zeitentwicklungsoperator ist. Vergleichen
Sie mit der klassischen Bewegungsgleichung fiir die Funktion A(g; p;t) mit den kanonisch konjugier-
ten Variablen ¢ und p.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von Teil a) £ (t) und py(t) fir ein freies Teilchen in einer Dimension,
wenn Schrédinger- und Heisenberg-Bild zum Zeitpunkt ¢ = ¢ty zusammenfallen. Berechnen Sie die

Kommutatoren [pg(t1), prr(t2)], [Prr(t1), Zm(t2)] sowie [Zy(t1), 2 (t2)].

29. [8 Punkte] Spur eines Operators
Die Spur eines Operators A beziiglich eines vollstdndigen Orthonormalsystems (VONS) {|n)} ist definiert
durch:

Sp(d) = 3 (n[AJn).

n

(Die Konvergenz der Reihe sei vorausgesetzt. Alle folgenden Aussagen sind beweisbar z.B. fiir Hilbert-
Schmidt-Operatoren, fiir die gilt: -, . [(n|A[m)]* < c0.)

(a) Zeigen Sie, dass die Spur von A unabhéangig von der Wahl des VONS ist.
(b) Berechnen Sie die Spur von {A, E}

[22] [ro] [ro] [r]

)
(¢) Berechnen Sie die Spur von A beziiglich einer Basis von Eigenzustéinden von A.
)

(d) Zeigen Sie, dass gilt: Sp(in(A)) = In(det(A)), wobei det(A) = det(A) mit: A, = (n|A|m).
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