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Motivation und Herleitung Einleitung Herleitung der Boltzmann-Gleichung

Wozu iiberhaupt kinetische Theorien ?

@ kinetische Theorie = mikroskopische Theorie von
Transportvorgangen

@ Erkldrung und quantitative Berechnung von
Transportphanomenen aus StoBprozessen von Atomen bzw.
Quasiteilchen

@ Beschreibung durch Einteilchenverteilungsfunktion und deren
zeitlicher Entwicklung
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Einleitung Herleitung der Boltzmann-Gleichung

Motivation und Herleitung

Betrachtete Systeme

@ einatomiges klassisches Gas

_ 2mh _ -1 _V
° /\T—i%ka undv=n"" =5
1
A K n”3
trotz mikroskopischer Theorie klassische Beschreibung der
Prozesse!

@ StoBdauer 7. ~ %=

@ StoBzeit T ~ —5
nriv

1
7. K 7 erfiillt, wenn r, K n”3
StoBe von mehr als 2 Teilchen vernachlassigt
= Boltzmann-Gleichung = kinetische Gleichung fiir verdiinnte

Gase
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Motivation und Herleitung Einleitung Herleitung der Boltzmann-Gleichung

Herleitung der Boltzmann-Gleichung

Definition

Die Einteilchen-Verteilungsfunktion f(Z,v,t) ist definiert durch
f(&,v,t)d>xd>v = Zahl der Teilchen, die sich zur Zeit ¢ im
Volumenelement d3x um den Punkt & und d3v um die
Geschwindigkeit ¥ befinden.

[ dzd3vf(Z,v,t) = N

f(:f, ﬁ,t) = Nfd3$2d3vg PN fd?’de?’va(f, 17, ey fN, UN,t)

Bemerkung:
@ 43z und d3v Klein gegen makroskopische Abmessungen und mittlere Geschwindigkeit

@ ABER: Volumenelemente groB auf mikroskopischer Skala, damit viele Teilchen innerhalb des Elements
liegen
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Motivation und Herleitung Einleitung Herleitung der Boltzmann-Gleichung

Herleitung der Boltzmann-Gleichung

Verfolge Bewegung eines Volumenelements im 6-dim p-Raum im
Zeitintervall [¢,t + dt]

Volumenerhaltung
Satz von Liouville: d32/d3v' = d®xdv
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Motivation und Herleitung Einleitung Herleitung der Boltzmann-Gleichung

Herleitung der Boltzmann-Gleichung

Fiir nichtwechselwirkende Teilchen gilt Teilchenzahlerhaltung:
F(Z+Tdt, T+ LFdt,t + dt)d>z' &' = f(Z,7,t)d>xd>v J
Entwicklung bis zur ersten Ordnung in dt:
(2 +7 Vo + LF(@) Vo] 1(7.5,8) =0 J

Einfiithrung von Wechselwirkung in Form von St6Ben fiihrt zu
Teilchenzahlanderung

G+t E@ V] s@a0 =) @ J
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Motivation und Herleitung Einleitung Herleitung der Boltzmann-Gleichung

Herleitung der Boltzmann-Gleichung

@ Zahl der Teilchen, die wihrend dt durch StoB in d3zd%v
gestreut werden: gd3zd3vdt

@ Zahl der Teilchen, die wahrend dt durch StoB mit Teilchen der
Geschwindigkeit ¥ herausgestreut werden: vd®zd>vdt

@ dv so klein, dass jeder StoB hinausfiihrt

ﬂ) oy
) o5 ©

Boltzmannscher StoBzahlansatz

ﬁ) _
ot Stofl

fd3U2d3U3d3’U4W(’U7 62;63a64) [f(f7 1737t)f(fa U4at) - f('fa 77’ t)f(f7 ﬁQvt)]

W (¥, Ua; U3, Uy) = Ubergangswahrscheinlichkeit ¥, vy — 3, Uy
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Motivation und Herleitung Einleitung Herleitung der Boltzmann-Gleichung

Herleitung der Boltzman-Gleichung

Aus StoBzahlansatz und (*) folgt:

Boltzmann-Gleichung

(2 +7 Ve + LF@) V] £(7,5,0) =

Anmerkung: Molekulares Chaos

Annahme: Zu jedem Zeitpunkt ist Zahl der Teilchen mit ¥'3 und ¥4, bzw. ¥ und ¥ unkorreliert. = Statistisches
Element
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Motivation und Herleitung Einleitung Herleitung der Boltzmann-Gleichung

Symmetrieeigenschaften von W

@ Vertauschbarkeit der Teilchen:

<3
p‘\ B S / W (T, v2; U3, V) = W (02, U; Ta, U3)
_— BR) 5 =
U i . . .
— @ Rotations- und Reflexionsinvarianz:
n/ @ 0 / W (D%, D; D3, D7) =
W (U, U2; U3, Us)
P‘\ P 2 P . .
) T~ @ Inversionssymmetrie:
—_— — — — — = = = =
52/4 }; % 3 W (=0, —U; —U3, —0a) = W (U, U2; U3, Va)
4 h P
@ Zeitumkehrinvarianz:
AN A A W (T, Ba; B, Ta) = W (—Ta, —a; —F, —2)
/7 (T) / . )
/ \4*-—:;/ ~_ @ Zeitumkehr + Inversion:
P2 2 P. — - = = _ e —
P ; W (Us, Ua; U, V2) = W (U, Ua; Vs, Ua)

Mit Energie- und Impulserhaltungssatz folgt:
(1717172;173717): _Q N _Q
(01, g3 U3, U1)6 ) (P + P — s — Pa)0 <p1 ook~ p74)

=

Q

2m
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H-Theorem H und seine zeitliche Ableitung Beweis des H-Theorems und |
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H-Theorem H und seine zeitliche Ableitung Beweis des H-Theorems und |

Einflihrung von H und dessen Zeitableitung

Im Folgenden sei: f; = f(Z, v;,t) mit ¥) =0

Definition

= [d3vf(Z,7,t)log f(Z,7,t)

Zeitableitung, Einsetzen der Boltzmann-Gleichung, Auswertung

H(Z,t) = —V, [ dv(flog f)¥ — I mit
I = [ d3vidPvadPvsd®vaW (01, Ua; T3, 0a) (f1.f2 — fafa)(1 + log f1)

Mit Symmetrieeigenschaften von W folgt

I =1 [ dvidPoodPvsd®oaW (81, 02 T3, T) (f1.f2 — f3.f1) log F2
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H-Theorem H und seine zeitliche Ableitung Beweis des H-Theorems und |

Einflihrung von H und dessen Zeitableitung

Mit der Ungleichung (z — y) log & > 0 folgt dann:

I1>0 )
Definition
jH = deUflogff)’

H(fa t) = _v:ﬂjH(fa t) -1 J

Wir zeigen nun H(Z,t) < 0 und damit die Zunahme der
Boltzmannentropie S o« —H

Christian Thome Kinetische Theorien



H-Theorem H und seine zeitliche Ableitung Beweis des H-Theorems und |

Beweis des H-Theorems fiir F/(&) = 0

Ohne 3uBere Kraft F(Z) folgt f(Z,7,t) = f(7,t) und damit:

VIJH(E, t) = 0 und somit

H=-1<0

= Abnahme von H zu einem Minimum, an dem f in
Maxwell-Verteilung

mv2

(@) =n (%) xp(=5p7)

Njw

ibergeht.
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H-Theorem H und seine zeitliche Ableitung Beweis des H-Theorems und |

Beweis des H-Theorems fiir F(Z) # 0

Abgeschlossenes System mit Volumen V:

/ BV, T (F.1) = / d07(#,1) = 0
1% o)

Folgerung
%Hwt = % fV d3zH(Z,t) = — fv A3zl < 0 = lrreversibilitit
trotz Herleitung aus Newtonscher Mechanik

ideales Gas

S =-VkH — kN(3log Z — 1)

S(%,t) = —kH(Z,t) — k(3 log 27t 1)n(_’ t)
Js(Z,t) = ~kju(Z,t) - k(Slog mh _1)j(Z,t
S =—Vjs(Z,t) + kI
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Weitere Folgerungen  StoBinvariante und lokale Maxwell-Verteilung Erhaltungssitze
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Weitere Folgerungen  StoBinvariante und lokale Maxwell-Verteilung Erhaltungssitze

ErhaltungsgroBen

o Teilchenzahldichte n(Z,t) = [d®vf

o Impulsdichte mj(Z,t) = mi(Z,t)d(Z,t) = m [ d>vT
° Energiedichte n(Z,t) [M + e(Z,t) } fd3 m” mu f —
J dPvg (@ + ) f
Hierbei sind

o (%, t) die mittlere lokale Geschwindigkeit
@ e(Z,t) die innere Energie pro Teilchen

o ¢=0— i die Relativgeschwindigkeit
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Weitere Folgerungen  StoBinvariante und lokale Maxwell-Verteilung Erhaltungssitze

StoBinvariante

StoBintegral I und StoBterm in Boltzmann-Gleichung
verschwinden, wenn

° fifo— f3fa=0 also
o log f1 +log fo = log f3 + log f4
Wegen Impuls-, Energie- und Teilchenzahlerhaltung wird dies
erfiillt durch jede der fiinf StoBinvarianten:
o ' = mu;, 1=1,2,3
2

muv
2

o xt=¢ =

o’ =1

log fY(Z, 0,t) = oa(Z,t) + B(Z, t) (@(Z,t)m¥ — Z7?)  oder

3
11@,,8) = n(@,1) (selg )" ox0 (— ety (0 - €& )?)
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Weitere Folgerungen  StoBinvariante und lokale Maxwell-Verteilung Erhaltungssitze

Erhaltungssatze

Mit StoBinvarianten aus Boltzmann-Gleichung
Kontinuitatsgleichungen fiir ErhaltungsgroBen herleiten:

o n(Z,t) fd3vx
o mji(Z,t) = mn(Z, t)u;(Z,t) = [ dBox'f
o n(%,t) MJre(x t} = [dBoxf

Erhlatungssatze allgemein

[ doxe(@) [2 + 5V, + %ﬁ(f)vv] £(&,5,t)=0
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Weitere Folgerungen  StoBinvariante und lokale Maxwell-Verteilung Erhaltungssitze

Erhaltungssatze

Einsetzen von x° liefert:

Teilchenzahlerhaltung

2n+Vji=0

Fir X1’2’31

Impulserhaltung

”Lff?tjz’ + Tg (mnusuj + Pj;) = nF; mit Drucktensor
J
Pji = Rij = mfd%q&iqﬁjf

Fiir x*:

Energieerhaltung

% [n(Bu? +e)] + Vi [nui(Bu? +€) + u;Pji + ;] = 7F mit
Warmestromdichte ¢ = [ d*vd(2¢?) f

Christian Thome Kinetische Theorien




Weitere Folgerungen  StoBinvariante und lokale Maxwell-Verteilung Erhaltungssitze

Erhaltungssatze

Impuls- und Energieerhaltungssatz als Gleichung von 4 und e:

mn(% + Ujvj')uz‘ = —V,;Pj; + nKk;
liefert im hydrodynamischen Limes die Navier-Stokes-Gleichungen !

n (§u;Vj) e+ V§=—P;Viu; |
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Weitere Folgerungen  StoBinvariante und lokale Maxwell-Verteilung Erhaltungssitze

Anwendungen

Model beschreibt
@ Elektronen und Lécher in Halbleitern
@ Diffusion von Defekten in Festkorpern

@ Diffusion von leichten geldsten Molekiilen in Ldsungen mit
schweren Losemittelmolekiilen

@ Neutronendiffusion in einem Moderator

Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit !
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