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Definitionen und elementare kinematiscl
Definitionen:

e Konfiguration
Unter einer Konfiguration k von B versteht man eine stetige,
eindeutige Zuordnung der Teilchen von B zu Punkten im
physikalischen Raum R,

e Referenzkonfiguration x,: Konfiguration bei t = 0

vw:B —R3: X X:X(X)
o Momentankonfiguration x;: Konfiguration bei ¢
vw:B —R: X I=Z(X,1)
e Bewegung
B:R*— R¥: X~ Z=2xX,t)
Spezialfall der Starrkérperbewegung:
Z=QMt)X +&t) mit det(Q(t)) =1
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Definitionen und elementare kinematiscl

Vektoren der Referenzkonfiguration werden mit groBen Buchstaben und
groBen Indizes geschrieben, so seien z.B. die Basisvektoren gegeben durch
E4 (A =1,2,3). Kleine Buchstaben werden fiir die Momentan-
konfiguration verwendet, hier : _'Z (z =1,2,3). Entsprechendes gelte fiir
Operatoren, also Grad¥ = >~ , -2 aX - E4 und grad¥ =5 2

5 8:1: c €.

materielle (Lagrangesche) Darstellung:

Hier wird die Referenzkonfiguration , zugrundegelegt, also:
U= <X’ ¢

rdaumliche (Eulersche) Darstellung:

Hier wird die Momentankonfiguration x; zugrundegelegt, also:
U=V (Z 1)
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Definitionen und elementare kinematiscl

. d ov (X,t)
materielle Zeitableitung: ¥ = %\If =
. . . 0V 9V (Z,1)
lokale (rdumliche) Zeitableitung: F i v
OF ()Z , t)

hwindigkeit: v=4=——.—+
Geschwindigkei Uv=2a 5

B hl i . id=1) = —~ 7
eschleunigung: d=1v 57

Reisegleichung

d ov =
E\I} =5 T (grad¥) - ¢
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Definitionen und elementare kinematiscl

N 63:1 (X, t)
Deformationsgradient: F := Grad f(X,t) bzw. F; 4 = —————~
’ 0X 4
=dZ¥ = F-dX
Jacobideterminante: J = detF

dv=JdV = dv = (divd) dv
Inkompressibilitatsbedingung:

raumlicher Geschwindigkeitsgradient: L :=grad?

1
D = §(L + LT)  Verzerrungsgeschwindigkeitstensor
1
W = §(L —LY) Spintensor
= L=D+W
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Definitionen und elementare kinematiscl
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Reynoldssches Transporttheorem Allgemeine Volumenbilanz

noldssches Transporttheorem

Sei w € K ein materielles Volumen und U (&, t) eine beliebige
skalar-, vektor- oder tensorwertige FeldgroBe. Dann gilt:

\I/d /dv—i—jé U7 fida
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Reynoldssches Transporttheorem Allgemeine Volumenbilanz
Allgemeine Volumenbilanz

Sei j(w,t) eine beliebige physikalische GroBe im materiellen
Volumen w.
zeitliche Anderungen durch:

o Fluss F(Ow,t) durch Rand Jw,
e Produktion P(w,t) im Volumen w,

e Zufuhr Z(w,t) im Volumen w,

%j(w,t) = —F(0w,t) + P(w,t) + Z(w, 1)
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Reynoldssches Transporttheorem Allgemeine Volumenbilanz

Allgemeine Volumenbilanz

Sei j(w,t) eine beliebige physikalische GroRe im materiellen

Volumen w. jlw.t)= [ g(Zt)dv
zeitliche Anderungen durch:

1, t)d
o Produktion P(w,t) im Volumen w, P(w.t) = [ p(Z,t)dv
o Zufuhr Z(w,t) im Volumen w,  Z(w,t) = [ =z (& t)dv
d
dtj(w’t) = —F(0w,t)+P(w,t)+ Z(w,1)
jt/g(f,t)dv = - f(i;’,ﬁ,t)da+/p(f,t)dv+/z(f,t)dv
w Ow w w
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Reynoldssches Transporttheorem Allgemeine Volumenbilanz
Allgemeine Volumenbilanz

Volumenbilanzgleichung in globaler Form

Volumenbilanzgleichung in lokaler Form fiir skalares ¢

Zi——div(tf—i-gU)—i-p—i-z

Volumenbilanzgleichung in lokaler Form fiir vektorielles §
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Reynoldssches Transporttheorem Allgemeine Volumenbilanz

Massenbilanz

Fiir ein materielles Volumen w gilt:

d_
i | =0

Verglelch mit der globalen Volumenbilanz liefert:
g_p,<I>—0 p=02z=0

lokale Massenbilanz (Kontinuitatsgleichung)

ap d o
a—kdlv() 0 bzw. E%—pdlv(v)_o
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Reynoldssches Transporttheorem Allgemeine Volumenbilanz

Impuls- und Drehimpulsbilanz

w sei erneut ein vektorielles Volumen und § = p - ¥ die Impulsdichte.
= p'= 0, da Impuls ErhaltungsgroRe

P, 7=7
Betrachten wir Newton fiir das materielle Volumen w:
d o
— p(f,t)ﬁ(f,t)dv:% t(f,t)-ﬁda—l—/fem(f,t)dv
dt w Ow w

e t(&,t): Cauchyscher Spannungstensor [t] = %
0 fewt (Z,1): Kraftdichte [fon] = 2

Vergleich mit globaler Volumenbilanzgleichung liefert: ® = t(Z, t),
Z= fe:vt
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Reynoldssches Transporttheorem Allgemeine Volumenbilanz
Impuls- und Drehimpulsbilanz

lokale Impulsbilanzgleichung

a(pv) ., . g
7 + div (pU'UT) = div (t) + fe:ct
bzw.

dv . 2
pd—: =div(t) + fext

Drehimpulsbilanz liefert zusatzlich:

t=t7 J
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Reynoldssches Transporttheorem Allgemeine Volumenbilanz
Impuls- und Drehimpulsbilanz

lokale Impulsbilanzgleichung

820:) +div (pve") = div (t) + pfe
bzw.
dv . -
pgy = div(t) +pfs

Drehimpulsbilanz liefert zusatzlich:

t=t7 J
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Reynoldssches Transporttheorem Allgemeine Volumenbilanz

Energiebilanz

Bilanz der kinetischen Energie

g (o =div(t-7)—Sp(t-L)+pf -0
e g= p% (kinetische Energiedichte)
o d=—t-7 (Leistung der Spannungen)
e p=-Sp(t-L) (-p: Dissipationsleitungsdichte)
o z=pfs T (Leistung der Volumenkrafte)

Erinnerung: L = grad ¢
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Reynoldssches Transporttheorem Allgemeine Volumenbilanz
Energiebilanz

Bilanz der inneren Energie

d .
P = _div() +Sp(t-L)
dt
e g=p (u + %) (u: spezifische innere Energie)
e b=q—t -7 (¢: Warmefluss)

e p=0

oz:pf;'ﬁ
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Reynoldssches Transporttheorem Allgemeine Volumenbilanz
Zusammenfassung

d o 7

?i = —pdiv (9)

dv ; -

P = div (t) + pfs

du .
S —div(q) +Sp(t-L)

d.h. aus den allgemeinen ErhaltungsgroRen ergeben sich obige 5
Gleichungen fiir 14 FeldgroRen (1 x p, 3 x ¥, 6 x t, 1 X u, 3 X q)

= Annahme zusétzlicher (idealerweise lokaler) Relationen fiir die
FeldgroRen, sogenannte Materialgleichungen

Karsten Schwarz Makroskopischer Transport



Reynoldssches Transporttheorem Allgemeine Volumenbilanz
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Zerlegung des Spannungstensors Eulergleichung Inkompres

Zerlegung des symmetrischen Spannungstensors t

t=o0,1+t° mit o, =-Sp)

@ isotroper Kugeltensor o,,1:

o mittlere Normalspannung o,
o diagonal in jeder Basis wegen Dreifachentartung

e Spannungsdeviator t”:
o Sp(tP) =0
o diagonal in der Diagonalbasis von t

t=—pl +tP" mit pP=—0m

Ruhende Fluide kénnen keine Schubspannungen aufrecht erhalten,
d.h. t;; =0 fiir i # j und t;; = t;;. D.h. t ist im stationdren Fall
ein isotroper Kugeltensor und der Deviator verschwindet.
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Zerlegung des Spannungstensors Eulergleichung Inkompres
ideale Flissigkeiten

Einfacher Fall: inkompressible (p =const) ideale Fliissigkeit:

Es ergibt sich folgendes Differentialgleichungssystem fiir den Druck
p und die Geschwindigkeit ¥ aus Impuls- und
Massenbilanzgleichung:

Eulergleichung

dv —
pd*: = —gradp+pfs
0 = div(?)
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Zerlegung des Spannungstensors Eulergleichung Inkompres

linear-viskose inkompressible Fliissigkeiten

Die notwendige Materialgleichung zur Bestimmung von p und ¥ sei
gegeben durch:

't =—p(&t)1+2D|

Es ergibt sich folgendes Differentialgleichungssystem fiir den Druck
p und die Geschwindigkeit ¥ aus Impuls- und
Massenbilanzgleichung:

inkompressible Navier-Stokes-Gleichung

p— = —gradp—i—ndiv(gradﬁ)—i—pf:
0 = div(?)
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Zerlegung des Spannungstensors Eulergleichung Inkompres

linear-viskose kompressible Fliissigkeiten

Die notwendige Materialgleichung zur Bestimmung von p und ¥ sei
gegeben durch:

[t =—p(p)1 + 24D + A\Sp(D)1 |

Es ergibt sich folgendes Differentialgleichungssystem fiir die Dichte
p und die Geschwindigkeit ¥ aus Impuls- und
Massenbilanzgleichung:

kompressible Navier-Stokes-Gleichung

dv -
pd—: = —gradp(p) + ndiv(grad @) + (A + n) grad (div(0)) + pfs

dp o

E = —pdlv (U)
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Randanlagerung mitschwimmender Teilchen

p% — —gradp + ndiv(grad @) + pfs
0 = div(?)
Jdc : . o
pril D div(grad(c)) — div(c - 7)
-
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