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Ihre Losung ist bis zum 04.05.2016 um 12 Uhr in das Postfach
von Prof. Dr. Heiko Rieger im Erdgeschoss von Gebaude E2 6 einzuwerfen.

1. [6 Punkte] Orthonormierte Funktionen
Im Raum £2([a,b]) der komplexwertigen, im reellen Intervall a < 2 < b quadratisch integrierbaren
Funktionen ist das Skalarprodukt definiert als

b
(flg) = / dz f*()g(x), Vg€ L2(ab])

wobei ,x“ fiir die komplexe Konjugation steht.
Die Funktionen fy, fo,..., f, heiflen orthonormiert, falls gilt:

0 fallsi#j
1 fallsi=

(fil f5) = {

(a) Die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators eines Teilchens im unendlich tiefen Potentialtopf
mit den Randbedingungen ¢, (z = 0) = ¢, (z = L) = 0 sind gegeben durch

2 . /nrx .
d)n(x):\/zsm(T) mit n=1,2,...

Zeigen sie, dass die Funktionen ,, orthonormiert sind.

(b) Sei ¥(z) eine allgemeine Funktion, die auf dem Intervall [0, L] definiert ist und die an den
Réandern die Funktionswerte Null besitzt (¥(z = 0) = (2 = L) = 0). Stellen Sie die Funktion
U(x) als (unendliche) Linearkombination der Funktionen v, dar. Wie lauten die entsprechenden
Entwicklungskoeffizienten?

2. [14 Punkte] Rand- und Eigenwertproblem

Wir verwenden wieder das Skalarprodukt aus der vorangegangenen Aufgabe im Raum L£2([—¢,/]).
Betrachten Sie einen Unterraum F derjenigen Funktionen, deren erste und zweite Ableitungen eben-
falls in £2([—/,{]) liegen und deren Funktionswerte auf dem Rand von [/, ¢] verschwinden. Es gelte
also f(—¢) = f(¢) = 0. Ferner sei der lineare Operator A = % mit dem Definitionsbereich F
gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass A in F hermitesch ist, d. h. <g|A = (A glf), Vg, f € F.

Ist der Differentialoperator D = % in F auch hermitesch?

(b) Betrachten Sie das Eigenwertproblem von —A. Es handelt sich also um die Differentialgleichung

~Au=Xu mit ue€F und AER . (%)

Unterscheiden Sie drei Félle: A = 0, A = —k? < 0 und A = k? > 0. Bestimmen Sie die Eigenwerte
und die zugehorigen normierten Eigenfunktionen fiir die Félle, in denen eine nichttriviale Losung
u(x) # 0 der GL (%) existiert. Die Eigenfunktion von —A zu dem Eigenwert A, (n = 1,2,...)
wird als u, (x) bezeichnet.

(¢) Zeigen Sie, dass die Eigenfunktionen von —A orthogonal sind, d. h. (up|um,) = 0 fir n # m.
Skizzieren Sie die Eigenfunktionen zu den drei kleinsten Eigenwerten.

(d) Entwickeln Sie f(z) = z(I — |z|) fir =l < 2 < [ in eine Reihe (die Fourierreihe) nach den
Eigenfunktionen u, (z) von —A. Benutzen Sie die Orthonormalitit der Eigenfunktionen, um die

Entwicklungskoeffizienten zu bestimmen, wobei alle auftretenden Integrale ohne Nutzung von
Integraltabellen oder Computern ausgewertet werden sollen.
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3. [6 Punkte] Impulsoperator im Ortsraum
Der Impulsoperator ist in der Ortsdarstellung gegeben durch p = %V.

(a)

Zeigen Sie, dass fiir den Kommutator der Orts- und Impulsoperatoren
7, Pr] = 116, 1

gilt, wobei #; (pr) die z-, y- oder z-Komponente von & (p) ist. Zeigen Sie ferner die Vertau-
schungsregel

bj, k] =0

Hinweis: Zur Berechnung der Kommutatoren sollten Sie diese immer auf eine Funktion f anwenden,
berechnen Sie also [A4, B]f .

Bestimmen Sie die Kommutatoren
[&,p7] und (2, p7]
Dabei bezeichnet p, die z-Komponente von p und Z die x-Komponente von r

Hinweis: Verifizieren Sie zuerst die niitzliche Kommutatorrelation [A, BC] = [A, B|C + B[A, C] fiir drei
beliebige Operatoren /1, B und C.

4. [14 Punkte] Zeitentwicklung des Erwartungswerts einer Observable

(a)

()

Der Erwartungswert einer Observable A im Zustand ¢ wird gegeben durch

(A) = (| Ay) = / drap* (v, 1) A (x, 1)
Zeigen Sie unter Benutzung der Schrédingergleichung, dass die Bewegungsgleichung

(A= LA, A + () (4.1)

=

gilt, wobei H der Hamiltonoperator ist.

Mithilfe der Bewegungsgleichung (4.1) untersuchen wir die Zeitentwicklung der Orts- und Im-
pulsunschérfen eines freien Teilchens der Masse m in einer Dimension. Zeigen Sie, dass die
Relationen

2
(B = (B + 2 [ i+ 29), — (2 ()| £+ o002 (42)
und
(An)? = (ap)3 (4.3

gelten, wobei der Index ¢ fiir einen Zeitpunkt ¢ > 0 und der Index O fir den Zeitpunkt ¢ = 0
stehen.

Wenden Sie Gl. (4.2) und Gl. (4.3) auf ein Teilchen an, das zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch das Wel-
22
lenpaket ¢ (z) = ﬁtfﬁﬂkow beschrieben wird. Wie entwickelt sich die Breite des Wellen-

pakets? Alle auftretenden Integrale sollen ohne Nutzung von Integraltabellen oder Computern
ausgewertet werden.
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