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1. [6 Punkte] Runge-Kutta
Waéhrend der Prisenziibung haben Sie das Programm ode.py kennen gelernt, dass die gewohnlichen
Differnetialgleichungen

U = rU — puv

v = —SsU+quu (1)
(r,s,p,q > 0) mithilfe der SciPy- Routine “odeint” 15st.
(a) 1. Zeigen Sie analytisch, dass fiir alle Trajektorien u(t) und v(t), die Gleichung (1) erfiillen, auch

V(u(t),v(t)) = ¢H (u) + pG(v) = konstant

mit H(u) = uglogu —u und G(v) = vglogv — v gilt.
ii. Zeigen Sie schlielich analytisch, dass die Trajektorien im Phasenraum (u(t),v(t)) in der Nahe
des Fixpuntes (us = g, Vg = %) die Ellipsengleichung

erfiillen und begriinden Sie warum A, B positiv sind. Verwenden Sie die Koordinaten
(u=1+us,v =0+ vs) und die Entwicklung log (1 4+ z) ~ 2 — ‘"”2—2

(b) Fiigen Sie nun an der vorbereiteten Stelle das Euler-Verfahren zum Lésen allgemeiner Gleichungen

ein. Fiigen Sie die Bewegungsgleichungen in der Funktion equation0DE ein und nicht explizit in

die Funktion Euler.

(¢) Fligen Sie nun an der vorbereiteten Stelle das Runge-Kutta-Verfahren 4. Stufe ein. Benutzen Sie
die Bewegungsgleichungen aus der Funktion equationODE und fiigen Sie sie nicht explizit in die
Funktion rk ein.

(d) Vergleichen Sie die Losungen des Euler-Verfahrens und des Runge-Kutta-Verfahrens in der Nihe
des elliptischen Fixpunktes mit dem Ergebnis aus (a). Wahlen Sie hierfiir verschiedene Startwerte
und variieren Sie die Grofle des Zeitschrittes. Welche Groflenordnung sollte man fiir die Groflie
der Zeitschritte mindestens fiir die drei verschiedenen Methoden (odeint, Euler und Runge-Kutta)
wahlen?

2. [4 Punkte] Hopf-Bifurkation
Nun betrachten wir ein erweitertes Volterra-Lotka Model:

« = ru(l—u)— pue
1+mu
. quv
= - 2
0y sV 4 Tp— (2)

(r,s,p,q,m > 0)
(a) Bestimmen Sie analytisch alle stationéren Punkte des Systems.

(b) Setzten Sie p = ¢ =5, = 1/2,r = 1 und untersuchen Sie nun die stationdren Punkte analytisch.
Bestimmen Sie deren Art fiir m =1 und m = 2.

(¢) Implementieren Sie die Gleichungen (2) fiir allgemeine Parameter in der Funktion GleichungODE,
um Sie mithilfe ihres Runge-Kutta-Algorithmuses zu 16sen.

(d) Setzen Sie von nun p = q¢ = 5,s = 1/2,7 = 1. Untersuchen Sie numerisch das Verhalten des Sys-
tems im Phasenraum (x(¢),y(¢)) in Abhéngigkeit von m. Veranschaulichen Sie die Hopf-Bifurkation
mithilfe von zwei Bildern des Phasenraums und erldutern Sie.

Weitere Infos finden Sie unter: http://www.uni-saarland.de/fak7 /rieger /homepage/teaching.html
Bei Fragen E-Mail an: thierry@lusi.uni-sb.de



