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Vorbemerkung

Die Spinoren
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stellen die allgemeinen Lésungen der freien Dirac-Gleichung dar. Dabei gilt in natiirlichen Einheiten
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Somit beschreibt beispielsweise ¢£})(w, t) ein Teilchen mit positiver Energic E = +E,, Impuls p und

Spin s =1 und LZJ(__;T(m,t) ein Teilchen mit negativer Energie £ = —FE,,, Impuls p and Spin s =1. Mit
der Slash-Notation p = v#p,, gilt:
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wobel
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Diese sind iiber Lorentz-Transformation abgeleitet von den Losungen der Dirac-Gleichung fiir ein ruhen-
des Teilchen.

1. [12 Punkte] Orthogonalitétsrelationen der Vierer-Spinoren
(a) Zeigen Sie, dass y#T = 40H~0,
(b) Beweisen Sie die Orthogonalitétsrelationen

Ur(p)us(p) = 0ps,  Ur(P)vs(p) =0, p(p)vs(p) = —6rs, Vp(P)us(p) =0,

wobei i, (p) = ul(p)y°. Verwenden Sie dazu die Definitionen aus der Vorbemerkung.

(c) Zeigen Sie, dass fiir die Spinoren 1) ein Skalar ist und dass die Dichte p = j° = 1)1 hingegen
keine Lorentz-Invariante darstellt.
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2. [12 Punkte] Lorentz-Transformation von Spinoren

@ (a) Zeigen Sie ausgehend von den Angaben aus der Vorbemerkung, dass die Losungen der freien
Dirac-Gleichung gegeben sind durch
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@ (b) Transformieren Sie den Spinor eines freien Elektrons mit p = pe, in ein mit Geschwindigkeit

v = § = p/E, in z-Richtung bewegtes Bezugssystem. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem
Elektron in Ruhe und iiberpriifen Sie, ob die Norm erhalten ist.
Hinweis: Nach Vorlesung transformieren sich die Vierer-Spinoren wie

P = S mit S=1 coshg — a, sinh g, tanhn = 3, 0y = ( 0 Ug;>
unter Lorentz-Transformation in z-Richtung.

3. [10 Punkte] Ladungskonjugation
Sei ¢ eine Losung der Dirac-Gleichung
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mit skalarem Potential ¢ und Vektorpotential A.
(a) Zeigen Sie, dass der ladungskonjugierte Zustand ¢ = Ct* mit
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die Dirac-Gleichung mit entgegengesetzter Ladung erfiillt:
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= |a-(p+eA) = ep+mb|vC.

(b) Die Wellenfunktion w(ﬂ(a:, t) beschreibt ein Teilchen mit positiver Energie, Impuls p und Spin
s, wihrend 1/)1(37_) s(x, 1) einem Teilchen mit negativer Energie, Impuls —p und Spin —s entspricht.
Ziel der Ladungskonjugation ist es eine Beziehung zwischen dem Zustand mit negativer Energie
und dem des Antiteilchens herzustellen. Zeigen Sie mit Hilfe der Darstellung aus Aufgabe 2 (a),
dass gilt:
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4. [6 Punkte] Herleitung der Dirac-Gleichung aus der Lagrange-Dichte
Betrachten Sie die Lagrange-Dichte

L = () ("6, — m)ip(x).
Dabei ist ¢ (z) ein komplexwertiges Feld.

(a) Zeigen Sie, dass es sich bei obiger Lagrange-Dichte um die Lagrange-Dichte eines komplexwer-
tigen Dirac-Feldes handelt, indem Sie zeigen, dass die Euler-Lagrange-Gleichungen den Dirac-
Gleichungen entsprechen.

(b) Bestimmen Sie die konjugierten Felder 7(x) und 7(z) sowie die Hamilton-Funktion H.
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