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1. [8 Punkte] Bogoliubov-Transformationen
In der Vorlesung wurde fiir ein System von schwach wechselwirkenden Bosonen die Bogoliubov-
Néherung besprochen, im Rahmen derer das System durch den Hamiltonian
T k? At N2 N PP N ot gt o
H =~ Zk(#o) %akak + W‘/O + v Zk(;ﬁo) Vkakak + v Zk(#o) (akaik + aka_k)
beschrieben wird. Dieser Hamiltonian wird durch die Bogoliubov-Transformation diagonalisiert, die

lautet:
G = Uurdy + vkdik : &L = de;r( + vkG_ mit up —vp =1 .
(a) Verifizieren Sie, dass &y und dl wieder Bose-Operatoren sind, indem Sie [du, dy/] = [&L, aL,] =0
und [y, dL,] = Ok zeigen.

(b) Beweisen Sie, dass die folgenden Umkehrtransformationen gelten:
ézk = ukdk — Uk&f_k ) @L = uk&L — de—k .

(¢) Zeigen Sie, dass sich der angegebene Hamiltonoperator fiir den Fall tiefer Temperaturen, wenn
es zur Bose-Einstein-Kondensation kommt, in Bogoliubov-Naherung wie folgt darstellen lésst:

H= —NQVO Z < + Vk> {ukakak + vkakaL + Uk Uk (aLaT K T okéa k)]
k(z£0)
N
+ 7 Z Vi [(Uk +’Uk) (OZLOéJf k + Qb k) + 2upc vk (OzJr ax + & T)} .
k(£0)

(d) Verifizieren Sie fiir ein Kontakt-Potential V(r) = £d(r) die in der Vorlesung angegeben Dichte
n' =NV = ’"3/2 (§n)3/2 der Teilchen aufierhalb des Kondensats.
2. [8 Punkte] Teilchen im periodischen Potential
Betrachten Sie ein Kristallgitter, welches aus raumlich streng periodisch angeordneten und als ruhend
angesehenen Atomen aufgebaut ist. Ein einzelnes Elektron bewegt sich folglich in einem elektrischen
Feld V (x), das von den Atomkernen erzeugt wird. Aufgrund der periodischen Gestalt des Gitters
gilt V (x) = V (x + R) mit R = nja; + nqas + nzag, wobei die a; die Gittervektoren darstellen und
die n; ganze Zahlen sind. Dieses Problem wird beschrieben durch die Schrodingergleichung

00 = {584V ()} 0 ) = B x)

Wir definieren den Translationsoperator Tl, um die Periodizitdt von V (X) im Folgenden einfacher
ausnutzen zu konnen. Angewendet auf eine beliebige Funktion F (x) gilt 1 F' (x) = F (x + 1).

(a) Zeigen Sie, dass H und Tr kommutieren.

(b) Eigenfunktionen ¢ (x) von H sind somit auch Eigenfunktionen von Tg:

Try (x) = ¢ (R) ¢ (x)
Zeigen Sie, dass die Eigenwerte multiplikativ sind: ¢ (R1) ¢ (R2) = ¢(R1 + Ra).

(c) Diese Eigenschaft konnen wir iiber einen Exponentialansatz beschreiben, sodass fiir die Gitter-
vektoren a; gilt
c(a;) = exp (2mz;)

mit z; € C. Geben Sie ¢ (R) fiir einen beliebigen Punkt R an. Folgern Sie, warum fiir R und
einen beliebigen reziproken Gittervektor k die Aussage des Bloch-Theorems erfiillt ist:

Tre (x) = exp (1k - R) ¢ (x)

Das Bloch-Theorem sagt also aus, dass die Losung einer Schrédingergleichung mit periodischem
Potential als ¢ (x) = uy (x) e’¥* geschrieben werden kann, wobei uy (x) = ux (x + R).
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3. [14 Punkte] Kronig-Penney-Modell
Betrachten Sie das eindimensionale periodische Potential

x) = —v025(x—na)

mit vg > 0, also attraktive Delta-Peaks an den Gitterplatzen na.

(a) Losen Sie die Schrodingergleichung fiir gebundene Zustande. Nutzen Sie dabei den Ansatz
" (.13) — C«nen(z—na) + Dne—fc(x—na)

fiir na < < (n+ 1) a. Wie hingt « mit den gesuchten Eigenenergien zusammen?

(b) Nutzen Sie das Bloch-Theorem, um einen Zusammenhang zwischen den Koeffizienten C,,, D,
und C,,_1, D, _1 zu erhalten und leiten Sie ein homogenes Gleichungssystem fiir C;,_; und D,,_1
her. Wann hat dieses nicht-triviale Losungen?

(¢c) Zeigen Sie, dass zwischen k und k die Beziehung

h;/o sinh (ka) = k cos (ka)

kcosh (ka) —

erfiillt sein muss, damit Eigenwerte existieren.

(d) Zeigen Sie, dass nicht fiir jede Energie eine Losung existiert.

(e) Zeichnen Sie die Energie als Funktion des Impulses. Bestimmen Sie die Position der Liicken im
Spektrum und schétzen Sie deren Breite ab.

4. [10 Punkte] Hartree-Fock-Ansatz fiir Kristallelektronen
Die Schrodingergleichung fiir Elektronen auf einem Kristallgitter lautet:

2

[ et {qu+mﬂ>}¢@»+;//w%ffﬁww¢Wfrii—¢@0¢@>@w:E@>

x — x|

Die Feldoperatoren ¢ (x) und ' (x) fiir die Elektronen werden nach Funktionen g (x) entwickelt
P =D apr (), DT =D alei ()
k k

wobei die ¢y (x) orthonormiert, aber nicht notwendigerweise Losungen einer bestimmten Schrédin-
gergleichung seien. Bei Viz (x) handelt es sich um das gitterperiodische Potential aus Aufgabe 2. Die
Bestimmung der ¢y, (x) erfolgt iiber das Hartree-Fock-Verfahren.

(a) Nutzen Sie die angegebene Entwicklung von ¢ (x) und 9" (x), um den Erwartungswert (®| H |®)

fiir die Energie des Systems zu berechnen, wobei der Zustand als |®) = vazl dLi |0) angesetzt

ist. Bestimmen Sie dazu zunichst die Erwartungswerte (®|al a; |®) und (| d:fndzrdpdm/ | D)
(b) Die Einzelwellenfunktionen sollen nun derart bestimmt werden, dass der Erwartungswert der

Energie extremal wird. Zur Beriicksichtigung der Nebenbedingung der Orthonormiertheit der

Wellenfunktionen werde der Lagrange-Parameter E eingefiihrt. R

Fiihren Sie unter Beachtung der Nebenbedingung die Variationsableitung von (®| H |®) nach

¢} (x) aus, um folgende Schrédingergleichung zu erhalten:

h? -
{ #7600+ 709 .00 = 3 Aws ) v () = B 9
mlt V Zk’ fdg |90k:’ )|2 \x x,l und Ak’ fdgl‘/ (pk/ ( ) ‘x32xl|<pk (X/).

V (x) bebchrelbt das elektrostatische Potential, daﬁ von den Ladungsverteilungen der Elektronen
in den Zustdnden k" herrithrt. Ay j (x) ist die Coulombsche Austauschwechselwirkung.
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