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1. [8 Punkte] Bogoliubov-Transformationen
In der Vorlesung wurde für ein System von schwach wechselwirkenden Bosonen die Bogoliubov-
Näherung besprochen, im Rahmen derer das System durch den Hamiltonian
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beschrieben wird. Dieser Hamiltonian wird durch die Bogoliubov-Transformation diagonalisiert, die
lautet:

âk = ukα̂k + vkα̂
†
−k ; â†k = ukα̂

†
k + vkα̂−k mit u2k − v2k = 1 .

(a)2 Verifizieren Sie, dass α̂k und α̂†k wieder Bose-Operatoren sind, indem Sie [α̂k, α̂k′ ] = [α̂†k, α̂
†
k′ ] = 0

und [α̂k, α̂
†
k′ ] = δkk′ zeigen.

(b)2 Beweisen Sie, dass die folgenden Umkehrtransformationen gelten:

α̂k = ukâk − vkâ†−k ; α̂†k = ukâ
†
k − vkâ−k .

(c)2 Zeigen Sie, dass sich der angegebene Hamiltonoperator für den Fall tiefer Temperaturen, wenn
es zur Bose-Einstein-Kondensation kommt, in Bogoliubov-Näherung wie folgt darstellen lässt:
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(d)2 Verifizieren Sie für ein Kontakt-Potential V (r) = ξδ(r) die in der Vorlesung angegeben Dichte

n′ = N ′/V = m3/2

3π2 (ξn)
3/2

der Teilchen außerhalb des Kondensats.

2. [8 Punkte] Teilchen im periodischen Potential
Betrachten Sie ein Kristallgitter, welches aus räumlich streng periodisch angeordneten und als ruhend
angesehenen Atomen aufgebaut ist. Ein einzelnes Elektron bewegt sich folglich in einem elektrischen
Feld V (x), das von den Atomkernen erzeugt wird. Aufgrund der periodischen Gestalt des Gitters
gilt V (x) = V (x + R) mit R = n1a1 + n2a2 + n3a3, wobei die ai die Gittervektoren darstellen und
die ni ganze Zahlen sind. Dieses Problem wird beschrieben durch die Schrödingergleichung

Ĥϕ (x) =

{
− ~2

2m
∆ + V (x)

}
ϕ (x) = Eϕ (x) .

Wir definieren den Translationsoperator T̂l, um die Periodizität von V (x) im Folgenden einfacher
ausnutzen zu können. Angewendet auf eine beliebige Funktion F (x) gilt T̂lF (x) = F (x + l).

(a)2 Zeigen Sie, dass Ĥ und T̂R kommutieren.

(b)2 Eigenfunktionen ϕ (x) von Ĥ sind somit auch Eigenfunktionen von T̂R:

T̂Rϕ (x) = c (R)ϕ (x) .

Zeigen Sie, dass die Eigenwerte multiplikativ sind: c (R1) c (R2) = c (R1 + R2).

(c)4 Diese Eigenschaft können wir über einen Exponentialansatz beschreiben, sodass für die Gitter-
vektoren ai gilt

c (ai) = exp (2πıxi)

mit xi ∈ C. Geben Sie c (R) für einen beliebigen Punkt R an. Folgern Sie, warum für R und
einen beliebigen reziproken Gittervektor k die Aussage des Bloch-Theorems erfüllt ist:

T̂Rϕ (x) = exp (ık ·R)ϕ (x) .

Das Bloch-Theorem sagt also aus, dass die Lösung einer Schrödingergleichung mit periodischem
Potential als ϕ (x) = uk (x) eık·x geschrieben werden kann, wobei uk (x) = uk (x + R).
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3. [14 Punkte] Kronig-Penney-Modell
Betrachten Sie das eindimensionale periodische Potential

V (x) = −v0
∑
n

δ (x− na)

mit v0 > 0, also attraktive Delta-Peaks an den Gitterplätzen na.

(a)3 Lösen Sie die Schrödingergleichung für gebundene Zustände. Nutzen Sie dabei den Ansatz

ψ (x) = Cne
κ(x−na) +Dne

−κ(x−na)

für na < x < (n+ 1) a. Wie hängt κ mit den gesuchten Eigenenergien zusammen?

(b)4 Nutzen Sie das Bloch-Theorem, um einen Zusammenhang zwischen den Koeffizienten Cn, Dn

und Cn−1, Dn−1 zu erhalten und leiten Sie ein homogenes Gleichungssystem für Cn−1 und Dn−1
her. Wann hat dieses nicht-triviale Lösungen?

(c)3 Zeigen Sie, dass zwischen κ und k die Beziehung

κ cosh (κa)− mv0
~2

sinh (κa) = κ cos (ka)

erfüllt sein muss, damit Eigenwerte existieren.

(d)2 Zeigen Sie, dass nicht für jede Energie eine Lösung existiert.

(e)2 Zeichnen Sie die Energie als Funktion des Impulses. Bestimmen Sie die Position der Lücken im
Spektrum und schätzen Sie deren Breite ab.

4. [10 Punkte] Hartree-Fock-Ansatz für Kristallelektronen
Die Schrödingergleichung für Elektronen auf einem Kristallgitter lautet:[∫
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∫ ∫
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]
|Φ〉 = E |Φ〉 .

Die Feldoperatoren ψ̂ (x) und ψ̂† (x) für die Elektronen werden nach Funktionen ϕk (x) entwickelt

ψ̂ (x) =
∑
k

âkϕk (x) , ψ̂† (x) =
∑
k

â†kϕ
∗
k (x) ,

wobei die ϕk (x) orthonormiert, aber nicht notwendigerweise Lösungen einer bestimmten Schrödin-
gergleichung seien. Bei VG (x) handelt es sich um das gitterperiodische Potential aus Aufgabe 2. Die
Bestimmung der ϕk (x) erfolgt über das Hartree-Fock-Verfahren.

(a)6 Nutzen Sie die angegebene Entwicklung von ψ̂ (x) und ψ̂† (x), um den Erwartungswert 〈Φ| Ĥ |Φ〉
für die Energie des Systems zu berechnen, wobei der Zustand als |Φ〉 =

∏N
i=1 â

†
ki
|0〉 angesetzt

ist. Bestimmen Sie dazu zunächst die Erwartungswerte 〈Φ| â†mâl |Φ〉 und 〈Φ| â†mâ
†
l âl′ âm′ |Φ〉

(b)4 Die Einzelwellenfunktionen sollen nun derart bestimmt werden, dass der Erwartungswert der
Energie extremal wird. Zur Berücksichtigung der Nebenbedingung der Orthonormiertheit der
Wellenfunktionen werde der Lagrange-Parameter E eingeführt.
Führen Sie unter Beachtung der Nebenbedingung die Variationsableitung von 〈Φ| Ĥ |Φ〉 nach
ϕ∗k (x) aus, um folgende Schrödingergleichung zu erhalten:{

− ~2

2m
∆ + VG (x) + Ṽ (x)

}
ϕk (x)−

∑
k′

Ak′,k (x)ϕk′ (x) = Eϕk (x)

mit Ṽ (x) =
∑
k′

∫
d3x′ |ϕk′ (x′)|2 e2

|x−x′| und Ak′,k (x) =
∫
d3x′ ϕ∗k′ (x′) e2

|x−x′|ϕk (x′).

Ṽ (x) beschreibt das elektrostatische Potential, das von den Ladungsverteilungen der Elektronen
in den Zuständen k′ herrührt. Ak′,k (x) ist die Coulombsche Austauschwechselwirkung.
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