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1. [14 Punkte] Feldoperatoren und Impuls des Strahlungsfeldes

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass der Operator des Vektorpotentials gegeben ist durch

ZZ 23202 ( k)e,(k.r—wkt) + d;(k)e—l(k'r—wkt)) 'u,)\(k)
k

(a) Berechnen Sie die Feldoperatoren E(r,t) und B(r,t) des elektrischen bzw. magnetischen Feldes
in Coulomb-Eichung,.

(b) Der Operator fiir den Impuls des elektromagnetischen Feldes ist

~ 1 ~ ~
P=—[(ExB)d
4me / (B x B) dr
und der fiir den Spin-Anteil des Drehimpulses lautet

1

L =—
4dme

(E x A) dr
Zeigen Sie, dass gilt
. R R A k /. R . ~
p= Ek: EA: hkal(k)ax(k) wnd L= zk: he (ai(k)a+(k) - ai(k)a,(k))

mit d (k) = ¥ (@ (k) = 1aa(k)).

2. [14 Punkte] Kommutatorrelationen des elektromagnetischen Feldes

[6]

Da die Leiteroperatoren nicht kommutieren, werden die Feldoperatoren A(r, 1), E(

r,t) und B(r,t)
im Allgemeinen auch nicht kommutieren.

(a) Zeigen Sie zunéchst die folgenden Relationen zwischen dem Wellenvektor k und den zugehorigen
Polarisationsvektoren uy (k):
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fir I, m, n € {z,y, 2z}, wobei €, der Levi-Civita-Tensor ist.
(b) Zeigen Sie damit die folgenden Kommutatorbeziehungen der kartesischen Feldkomponenten
Ey(r,t), Bi(r,t) in Coulomb-Eichung:
[Er(r,t), Ep(r', )] = [Bi(r,t), B (v, 1)] = 0
B,

[Ey(r,t), B (', )] = —4mich €imn %5(1- —r')
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3. [12 Punkte] Emission und Absorption von Photonen
Zur Untersuchung der Wechselwirkung zwischen Strahlungsfeld und Materie betrachten wir den

Hamiltonian des Gesamtsystems R R . A
H= Hem + Hmat + HIa

wobel

) 1 . P’ o
Hem sz:ﬁwk (Nk+2> ) Hiat :ZQmj + V(r1, 72, .0).
Im Folgenden soll das Wasserstoffatom betrachtet werden, sodass die Summation im Materiehamilton-
ian iiber das Proton und das Elektron erfolgt:
52 -2 2
Hmat = pp + - .
2m,  2m. |rp —7|

(a) Zeigen Sie, dass in Dipolndherung die Wechselwirkung zwischen Strahlungsfeld und Wasserstoff-
atom mit Minimalsubstitution in Coulomb-Eichung gegeben ist durch:

2
A A A N e ~
Bi=AY+ B =3 A0 b+ Y 2o (A, 1)°
I I + I - mjc (T‘], ) p]+ ij2( (ij ))

2

—iA(R,t) Bt (A(R,t))2.

pac?

Fiihren Sie dazu Schwerpunkts- und Relativkoordinaten wie folgt ein:

M = my, 4+ me, u:%,
R:%rp—i—%re, T="Ty,— T,
P=MR, p = pur.

(b) Nun soll die Wirkung von ﬁl(l) auf einen Anfangszustand |i) = |¢;) ® |[{ng}) mit
f{mat|€i> = €i|€i>7

Honlna}) = S o (a4 3 ) ),
k

bestimmt werden. Betrachten Sie die folgenden Zusténde:
L i) = le:) ®0),
i |i) = le:) @ |1k),
Welche photonischen Prozesse kénnen folglich ablaufen?
Welche photonischen Prozesse werden allgemein durch IA{I@) induziert?

(¢) Setzen Sie im Folgenden R = 0 und vernachléssigen Sie fII@).
i. Bestimmen Sie die Ubergangsrate von einem Anfangszustand |i) = |e;) ® |0) in einen End-
zustand |f) = |ef) @ |1k).
ii. Fithren Sie den thermodynamischen Limes aus um die mittlere Lebensdauer des Anfangs-
zustandes zu bestimmen.
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