Theoretische Physik V Theoretische Physik (NT)

Fortgeschrittene QM 8. Ubung Universitat des Saarlandes
SS 2017 Prof. Dr. HEIKO RIEGER

Ihre Losung ist in Form einer Einzelabgabe bis zum 14.06.2017 um 12 Uhr in das Postfach
von Prof. Dr. Heiko Rieger im Erdgeschoss von Gebaude E2 6 einzuwerfen.

1. [8 Punkte] Kanonische Quantisierung des Strahlungsfeldes

Die

Lagrangefunktion eines elektromagnetischen Feldes, in dem keine Ladungen und Strome wirken,

kann in Coulombeichung dargestellt werden als
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L &k (A*(k)A(k) - c2k:2A*(k)A(k))

Hierbei sind A(k) und A*(k) die Fourier-Transformierten von A(r) bzw. A*(r).

(a)

Zeigen Sie, dass die Lagrangegleichung

dafocy (ory
dt\ oA 0A)
der Lagrangedichte £ auf eine Wellengleichung fiir A(k) fithrt. Verifizieren Sie, dass der Ansatz

Ak) =4/ — (ake*“"kt + al*(e“‘”“t) uyk

diese Gleichung 16st.

Wir fithren nun den kanonisch konjugierten Impuls ein:

- (%)

Berechnen Sie diesen und driicken Sie ihn durch die Entwicklungskoeffizienten ax und aj, aus.

Im Zuge der Quantisierung werden A und II zu Operatoren A und fI, fiir deren Komponenten
die folgenden kanonischen Kommutatorrelationen gelten:

[An (k), A (k)] = 0
[Hn(k)vnm(k/)] =0
[An (k)a Hm(k/)] = Zh571m5kk’

Nun seien die Entwicklungskoeffizienten ax und &L ebenfalls Operatoren. Zeigen Sie, dass sich
diese komponentenweise in der Form

() = i (w110 +111,0) (k) =

1

oI (kain(k) — Zﬁn(k))

darstellen lassen und beweisen Sie durch iiberpriifen der Kommutatorrelationen, dass es sich
um bosonische Auf- und Absteigeroperatoren handelt.
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2. [10 Punkte] Greensche Funktionen
Wir betrachten nun zeitabhéngige Teilchenzustéinde in der Feldoperatordarstellung. Dazu transfor-
miert man den anfénglichen Feldoperator mit dem Hamiltonoperator Hy = Zk hakdl&k:

(a)

(b)

()

0y (e,1) = R () e 10!

Zeigen Sie durch Entwicklung von z/AﬂL (r), dass die Feldoperatoren wie folgt dargestellt werden
konnen:

R 1 1
wT (I‘, t) _ e—1k~rdT 67.€kt : wo (I‘, t) — ezk-rdke—zskt
Die Anfangskoordinaten bzw. -zeit seien r, und t,. Man definiert:

(0 (2 2) 5 (v ) 05 (s 1) o (2.1) ) [ (0)) = 1G (x, i) |2(0))

Leiten Sie die folgende Darstellung des sogenannten Propagators fir t > ¢, her:
1

v
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ezk- (r—rq)—tex(t—tq)

GO (ra ta rg, ta) =

Go (r,t;14,1,) beschreibt die Ausbreitung eines freien Teilchens von r, ¢, nach r,¢ und ist 0 fiir
t < t,. Zeigen Sie, dass der Propagator mithilfe des Zeitordnungsoperators als

Go (v, t; 10, t0) = —1(0] Ty (v, ) P (ra, ta) |0)
geschrieben werden kann, wobei fiir den Zeitordnungsoperator 7' gilt:

T (e, ) 91 (') = () 9T (', ) © (¢ =) = P (', ) D (x,0) O (¢ —t)

3. [13 Punkte] Lorentz-Transformationen

(a)

2

Verifizieren Sie explizit die Invarianz von s? = ¢?t? — r? unter der in der Vorlesung angegebenen

Standard-Lorentz-Transformation.

Sind normale Drehungen (im 3-dim. Raum) Lorentz-Transformationen? Wie steht es mit Zeit-
und Raumspiegelungen?

Kommutieren zwei hintereinander ausgefiihrte Lorentz-Transformationen?

Wieviele Parameter hat eine Lorentz-Transformation?

Welche Werte kann die Determinante det A einer Lorentz-Transformation A = (A}) , anneh-
men?

Zeigen Sie, dass die Lorentz-Transformationen bzgl. der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe
bilden.

Zeigen Sie, dass das Skalarprodukt a,b* zweier Vierervektoren a,, b* invariant unter Lorentz-
Transformation ist.

4. [9 Punkte] Vierervektoren

(a)

Wir definieren den Energie-Impuls-Vierervektor p* = (%, p)T. Nutzen Sie die Lorentz-Transfor-
mation, um das Transformationsverhalten von E sowie der Komponenten des Impulses zu be-
stimmen. Gehen Sie dabei von den bekannten Werten fiir einen ruhenden Korper aus. Bestimmen
Sie anschlielend die Invariante des Energie-Impuls-Vierervektors.

In Analogie zum klassischen Fall definieren wir den Vierervektor der Geschwindigkeit geméaf
p* = mou*. Bestimmen Sie die Invariante des Geschwindigkeitsvierervektors. Nutzen Sie an-
schlieBend die Definition der Eigenzeit 7 iiber s* = z,2* = ¢*72, um zu zeigen, dass v/ = df:
gilt.

Zeigen Sie ausgehend von dem bekannten Ausdruck fiir die Lorentzkraft F; = ¢ (E + ¥ % B),
dass der Vierervektor der Lorentzkraft die Gestalt Ff' = 4 [v, (O*AY) — %] hat. Multiplizie-

ren Sie dazu Fr mit dem Lorentzfaktor v und nutzen Sie den Vierergradienten 0, = % =

(%%,V)T sowie das Viererpotential A* = ((;ZA)T mit dem skalaren Potential ¢ und dem
Vektorpotential A. Vereinfachen Sie den Ausdruck fiir F}.
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