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1. [12 Punkte] Schrödingergleichung eines freien Teilchens
Die Schrödingergleichung lautet

ı~
∂

∂t
Ψ(r, t) = − ~2

2m
∇2Ψ(r, t) .

(a)2 Zeigen Sie, dass die ebene Welle Ψ(x, t) = Aeı(kx−ωt) eine Lösung der SGL in 1D für ein freies
Teilchen ist. Welche Relation besteht zwischen ω und k?

(b)3 Betrachten Sie nun zwei Lösungen Ψ1(x, t) = Aeı(k1x−ω1t) und Ψ2(x, t) = B eı(k2x−ω2t) der SGL
mit m1 = m2 = m. Das Betragsquadrat der Wellenfunktion eines Teilchens entspricht dessen
Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Zeigen Sie am Beispiel von Ψ1(x, t), dass die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit im gesamten Raum konstant ist.
Zeigen Sie, dass die Superposition beider Lösungen Ψ1(x, t) und Ψ2(x, t) wieder eine Lösung
der SGL ist und bestimmen Sie die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Falle der Superposition.
Was fällt dabei auf?

(c)3 Um räumlich lokalisierte Wahrscheinlichkeitsdichten zu erhalten, muss die Superposition un-
endlich vieler ebener Wellen betrachtet werden, die man als Wellenpaket darstellen kann.
Zeigen Sie dazu zuerst, dass die Deltafunktion durch das folgende Integral dargestellt werden
kann:

2πδ(x) =

∫ ∞
−∞

dk eıkx.

Hinweis: Führen Sie diese Form der Deltafunktion durch Ergänzung eines quadratischen Terms
(−εk2, lim

ε→0
, ε > 0) im Exponenten auf die bekannte Darstellung der Deltafunktion

δ(x) = lim
a→0

1√
πa
e
− x2

a2 , a > 0

zurück.

(d)4 Der Zustand eines freien Teilchen zum Zeitpunkt t = 0 sei gegeben durch die Wellenfunktion

Ψ(x, 0) =

√
a

(2π)3/4

∫ ∞
−∞

e−
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2

eıkxdk .

Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte des Teilchens bei t = 0 der Gaußverteilung

|Ψ(x, 0)|2 =

√
2

πa2
e−

2x2

a2

entspricht.
Hinweis:

∫∞
−∞ e

−α2(ξ+β)2dξ =
√
π
α

2. [9 Punkte] Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeitsstromdichte für ein Gauß-Wellenpaket
Gegeben sei ein eindimensionales Gaußsches Wellenpaket

ψ(x, t) =
N

b(t)
eık0(x−r(t))e

− (x−r(t))2

4b2(t) (N ∈ R)

mit r(t) = x0 +
~k0
m

t , b2(t) =
1

4a2
+ ı

~t
2m

.

(a)3 Bestimmen Sie N so, dass gilt:

∫ ∞
−∞

dx |ψ(x, t)|2 = 1 .
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(b)3 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte ρ(x, t) und daraus den Erwartungswert 〈x〉.

(c)3 Berechnen Sie die Ortsunschärfe ∆x =
√
〈(x− 〈x〉)2〉.

3. [4 Punkte] Lineare Operatoren und Kommutatoren
Der Kommutator zweier Operatoren Â, B̂ ist durch

[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â gegeben.

(a)2 Drücken Sie den Kommutator
[
ÂB̂, Ĉ

]
der drei linearen Operatoren Â, B̂, Ĉ durch die

Kommutatoren
[
Â, Ĉ

]
und

[
B̂, Ĉ

]
aus.

(b)2 Zeigen Sie die Gültigkeit der Relation[
Âm, B̂

]
= mÂm−1[Â, B̂]

falls
[[
Â, B̂

]
, Â
]

= 0 für m ∈ N gilt.

4. [15 Punkte] Diagonalisierung hermitischer Matrizen

(a)5 Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren folgender 5× 5 Matrix:

M =


3 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 3 0 0
0 0 0 1 −ı
0 0 0 ı 2

 .

(b)5 Bestimmen Sie die spurfreie 3× 3 Matrix A, deren Eigenvektoren

v1 =
1

2

 1

−
√

2
1

 und v2 =
1

2

 1√
2

1


mit den zugehörigen Eigenwerten λ1 = 2 und λ2 = −1 lauten.

(c)5 Die 2× 2 Matrix B sei gegeben durch:

B =

(
3 2ı
−2ı 1

)
.

Berechnen Sie eıB .
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