Theoretische Physik Il Theoretische Physik (FR NT)

Quantenmechanik 1. Ubung Universitat des Saarlandes
SS 2018 Prof. Dr. HEIKO RIEGER

Ihre Losung ist bis zum 18.04.2018 um 12 Uhr in das Postfach
von Prof. Dr. Heiko Rieger im Erdgeschoss von Gebiude E2 6 einzuwerfen.

1. [12 Punkte] Schrbdingergleichung eines freien Teilchens
Die Schrodingergleichung lautet
0 h?
—U = - — VU
zhat (r,t) va (r,t)
(a) Zeigen Sie, dass die ebene Welle ¥(x,t) = A e'k*=%!) ¢ine Losung der SGL in 1D fiir ein freies
Teilchen ist. Welche Relation besteht zwischen w und k7

(b) Betrachten Sie nun zwei Losungen Uy (z,t) = A e*F12=91) und Wy(x, t) = B e**22=<21) der SGL
mit m; = mg = m. Das Betragsquadrat der Wellenfunktion eines Teilchens entspricht dessen
Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Zeigen Sie am Beispiel von ¥q(x,t), dass die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit im gesamten Raum konstant ist.

Zeigen Sie, dass die Superposition beider Losungen Wy (z,¢) und Wo(x,t) wieder eine Losung
der SGL ist und bestimmen Sie die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Falle der Superposition.
Was fillt dabei auf?

(¢) Um rdumlich lokalisierte Wahrscheinlichkeitsdichten zu erhalten, muss die Superposition un-
endlich vieler ebener Wellen betrachtet werden, die man als Wellenpaket darstellen kann.
Zeigen Sie dazu zuerst, dass die Deltafunktion durch das folgende Integral dargestellt werden
kann:

27 (x) = / dk e***.

— 00

Hinweis: Fiihren Sie diese Form der Deltafunktion durch Ergdnzung eines quadratischen Terms
(—ek?, lir%,s > 0) im Exponenten auf die bekannte Darstellung der Deltafunktion
e—

1 =22
2, a>0

d(xz) = lim

e a
a—0 ma

zuriick.

(d) Der Zustand eines freien Teilchen zum Zeitpunkt ¢t = 0 sei gegeben durch die Wellenfunktion

\/6 a2 (h—kg)? kx
\I/(l',O) = (27T)3/4 7006 t-(k—ko) ek dk

Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte des Teilchens bei ¢t = 0 der Gaufiverteilung

2 2 2.2
|W(z,0)] =\ 72 a?

entspricht.
. . 2 2
Hinweis: [ e~ ¢+ ¢ = ¥=

2. [9 Punkte] Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeitsstromdichte fiir ein GauB-Wellenpaket
Gegeben sei ein eindimensionales Gaufisches Wellenpaket
(z—r(1)?

w(x’ t) — %e’lko(w—T(t))e_ 162 (1) (N € R)

1 ht

hko I
4a? 2m

. _ o 2 —
mit  r(t) = zo + mt , bA(t)

oo

(a) Bestimmen Sie N so, dass gilt: / dz [(z,t))* =1
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(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z,t) und daraus den Erwartungswert (x).

(c) Berechnen Sie die Ortsunschérfe Az = /{(z — (x))?).

. [4 Punkte] Lineare Operatoren und Kommutatoren

Der Kommutator zweier Operatoren A, B ist durch [/Al, B] = AB - BA gegeben.

(a) Driicken Sie den Kommutator [AB, C’] der drei linearen Operatoren A, B, C' durch die
Kommutatoren [A,CA’} und [B,C’] aus.

(b) Zeigen Sie die Giiltigkeit der Relation
A, B] = mAm=1[4, B]

falls [[/1, é],/l] =0 fir m € N gilt.

. [15 Punkte] Diagonalisierung hermitischer Matrizen

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren folgender 5 x 5 Matrix:

3 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 0
M=]10 -1 3 0 O
0 0 0 1 —
o 0 0 =+ 2

(b) Bestimmen Sie die spurfreie 3 x 3 Matrix A, deren Eigenvektoren

1 1 1 1
vp==|-v2 und ve == [ V2
2 2
1 1
mit den zugehorigen Eigenwerten A\; = 2 und Ay = —1 lauten.

(c) Die 2 x 2 Matrix B sei gegeben durch:

Berechnen Sie e*B.
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