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Theoretische Physik Il Theoretische Physik (FR NT)

Quantenmechanik 5. Ubung Universitat des Saarlandes
SS 2018 Prof. Dr. HEIKO RIEGER

Ihre Losung ist bis zum 16.05.2018 um 14 Uhr in das Postfach
von Prof. Dr. Heiko Rieger im Erdgeschoss von Gebaude E2 6 einzuwerfen.

1. [12 Punkte] Kohédrente Zustinde des harmonischen Oszillators
Die Eigenzustédnde des Vernichtungsoperators ¢ werden auch als kohérente Zusténde bezeichnet:

dlay =ala) mit acC . (%)
(a) Zeigen Sie, dass
o) = New'®" o)

ein Eigenzustand von @ mit Eigenwert o’ € C ist.

(b) Schreiben Sie |a) als normierte Superposition der Energieeigenzustéinde |n).

(c) Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, |n) in |a) zu messen, einer Poissonverteilung geniigt.
Was ist der wahrscheinlichste Wert fiir n?

(d) Bestimmen Sie die Unschérfe von Z und p fiir den Zustand |«). Zeigen Sie, dass es sich dabei
um die minimal mogliche Unschérfe von £ und p handelt.

(e) Zur Zeit t = 0 sei ein Teilchen im harmonischen Potential im kohdrenten Zustand |ag). Geben
Sie den Zustand des Teilchens fiir ¢t > 0 an. Zeigen Sie, dass sich das Teilchen fiir alle Zeiten ¢t > 0
in einem Zustand der Form (%) mit o # o befindet und damit weiterhin in einem Eigenzustand
zu @ ist. Bestimmen Sie den Eigenwert o fiir ¢t > 0.

(f) Beschreiben Sie unter Ausnutzung der bisherigen Ergebnisse, wie sich die Erwartungswerte (Z)
und (p) in einem kohédrenten Zustand mit der Zeit dndern. Zeigen Sie weiter, dass kohérente
Zusténde zu allen Zeiten die minimale Orts-Impuls-Unschérferelation erfiillen.

2. [8 Punkte] Anfangswertproblem des harmonischen Oszillators
Gegeben sei ein harmonischer Oszillator, der sich zur Zeit ¢ = 0 in einem Zustand befindet, der einer
Wellenfunktion ¢ (x,0) = ¢o(z — o), wobei ¢o(x) den Grundzustand des Oszillators darstellt, d. h.

(a) Zeigen Sie, dass

Y(x,0) = e” 7P g ()
gilt, wobei p der Impulsoperator ist.
Hinweis: Entwickeln Sie die Exponentialfunktion in einer Taylorreihe.
(b) Schreiben Sie v(z,0) mithilfe des Aufsteigeoperators a' als

W(x,0) = e 1e Vi go(x)

Hinweis: Nutzen Sie die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel eAtB — ABo—3lA.B]

(¢) Schreiben Sie #(x,0) als Summe iiber Eigenzustéinde ¢, des harmonischen Oszillators und
berechnen Sie ¢(z,t) mithilfe der allgemeinen Losungsformel:

G(a,t) =Y ene 7, ()

n=0

(d) Berechnen sie den Erwartungswert (), des Ortes als Funktion der Zeit.

Info: http://www.uni-saarland.de/fak7/rieger/homepage/teaching.html 1/3
Dr. Zeinab Sadjadi, E2 6, Zi.4.23 Johannes Sicks, E2 6, Zi.4.24
sadjadi@lusi.uni-sb.de johannes@lusi.uni-sb.de



3. [6 Punkte] Zeitentwicklung eines harmonischen Oszillators
Betrachtet wird ein eindimensionaler harmonischer Oszillator mit Masse m und Frequenz w beschrie-
ben durch den Hamiltonoperator
]32
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D mw? o
— T
2m + 2

Zur Zeit t = 0 befinde sich der harmonische Oszillator in seinem Grundzustand.

(a) Zu einem bestimmten Zeitpunkt wird die Frequenz des Oszillators ,,plétzlich von w nach v/2w
veréindert, sodass das Potential Vi (#) = mw?#? ist. Eine Messung der Energie wird zu diesem
Zeitpunkt durchgefithrt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, den Oszillator in seinem

Grundzustand fiir V(&) anzutreffen.

(b) Nach der Anderung des Potentials von V; nach Vi werde keine Messung durchgefiihrt. Nach
einer Zeit 7 kehrt das Potential nach Vj (entspricht der Frequenz w) zuriick. Unter welcher
Voraussetzung bzgl. der Grofle von 7 kehrt der Oszillator mit Sicherheit in den Grundzustand
fiir Vo(&) zurtick?

4. [6 Punkte] Kommutator-ldentitdten
Im Rahmen dieser Aufgabe wird eine wichtige Operatoridentitdt hergeleitet, die in der Quanten-
mechanik zahlreiche Anwendungen hat, etwa bei der Berechnung von Matrixelementen oder bei der
Zeitentwicklung. Der Kommutator zweier linearer Operatoren X und Y ist definiert durch

X.9]= XV - ¥ %
A und B seien lineare Operatoren, die im selben endlichdimensionalen Hilbertraum wirken.

(a) Die Ableitung eines Operators, der explizit von einem Parameter ¢ abhiingt, ist definiert als

dA(t) _ lim At +e) — A1)
dt e—0 €
i. Zeigen Sie zunéchst, dass
d,oaon dA®) A . dB(t)
SAWBW) = B0 + A0

ii. Zeigen Sie mithilfe vollsténdiger Induktion, dass gilt:

[A [121, [1217 e [/1, E] L= Z (Z) (_1)(”—k)AkBA(n,—k)

k=0

n-mal

(b) Beweisen Sie schliefilich:

A e A _ By A Bl + <;> A A B+ + YA A A A B ]+

n!

Hinweis: Fiihren Sie eine Taylorentwicklung durch und nutzen Sie obige Formel.
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5. [8 Punkte] Orts-Impuls-Unschirferelation / Wellenpakete minimaler Unschirfe

(a) Fiir das Skalarprodukt zweier beliebiger Wellenfunktionen ¢ und 1 gilt die
Schwarzsche Ungleichung

(ele) Wlv) > | {ely)

Sie folgt aus der Tatsache, dass die Norm einer Wellenfunktion nicht negativ ist, sodass
(p + M|p + M) > 0, VA € C. Leiten Sie die Schwarzsche Ungleichung her und diskutieren Sie,
unter welcher Bedingung Gleichheit erfiillt ist.

(b) Zeigen Sie unter Verwendung der Schwarzschen Ungleichung, dass fiir die Orts- und Impuls-
unschérfe gilt

Az Ap > (k)

[N

(¢) Fiir ein minimales Wellenpaket gilt Az Ap = % Formulieren Sie die Bedingungen fiir das
Gleichheitszeichen in der Relation (xx) als eine Differentialgleichung fiir eine Wellenfunktion,
die (Z) = xo und (p) = po als gegebene Parameter enthiilt. Bestimmen Sie deren Losung.
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