Theoretische Physik V Theoretische Physik (NT)

Fortgeschrittene QM 13. Ubung Universitat des Saarlandes
SS 2019 Prof. Dr. HEIKO RIEGER

Bitte werfen Sie Ihre Lésung bis zum 10.07.2019 um 12 Uhr in das Postfach von Prof. Dr. Heiko Rieger im
Erdgeschoss von Geb3ude E2 6 ein. Die Abgabe sollte in Zweiergruppen erfolgen.

1. [8 Punkte] Feldoperatorrelationen des quantisierten Dirac-Feldes
Fiir die Feldoperatoren des quantisierten Dirac-Feldes gelten die folgenden Antikommutatorrelatio-
nen:

{0, @', t)} = {00 0)} =0,
{P@.0). 9@ 0} =6 - ).

Nutzen Sie diese, um

(@, yurd(a, ), 0! uatb(@, 1) = 0 fiir @ # @

flir beliebige 4 x 4-Matrizen u;, us zu zeigen.

Hinweis: Zeigen Sie dazu zuerst die folgende Kommutatorrelation

[AB,(}D] :A{B,O}f)—flé{é,f)} —O{A,D}B+ {O,A} DB

2. [8 Punkte] Erwartungswerte des EM-Feldes
Die Komponenten des Viererpotentials A* sind in Lorentz-Eichung 9, A* = 0 im quellfreien Fall
gegeben durch

A d3k kA —ikx
Auz/m{e af, (k) +e " a, (k) },

wobei k = (w, k), w = |k|, kx = k*z, = wt — k- und die Operatoren den in der Vorlesung gezeigten
Bose-Vertauschungsrelationen geniigen. Im Zuge eines Basiswechsels werden die Operatoren

1

Aty o L oat . ) — o gt
&) (k) = —(ay(k) —es-a'(k)), ai(k):=e;-a'(k),

}(k) = —(a] ) = e al (k) (k) = e1-al(k)

. . . 1
af(k) := ez - al(k), af(k) = —=(ah(k) + e5 - a' (k)

V2
mit af = (&I, &;, EL;) eingefiihrt. Dabei bilden die Einheitsvektoren eq, es, e3 := % ein orthonormales

Dreibein mit e; -e; = d;;. In der Vorlesung wurde im Rahmen des Gupta-Bleuler-Verfahrens gezeigt,
dass af(k) = eléq(k) + e2a) (k) gilt. Zeigen Sie, dass fiir die Erwartungswerte von Energie p® und
Impuls p in einem beliebigen physikalischen Zustand gilt:

3 2
" =5 | G <Z (a1 )astk) + du(h)a] <k>)> ,

; N
(p) = % / (2:)752“ k <Z (dj(k)di(k) + di(k)df(k))> :
1=1

Hinweis: Verwenden Sie dazu p° = [ d®z 1[E*(x) + B?(x)] und p = [ dz E(x) x B(x).
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3. [8 Punkte] Wick’s Theorem
A, B,C, ..., Z bezeichne Feldoperatoren, T'(-) das zeitgeordnete Produkt und N(-) das normalgeord-
nete Produkt sowie in der Vorlesung definiert. Definitionsgeméaft verschwindet der Vakuum Erwar-
tungswert von normalgeordneten Produkten

< O0|N(ABC...Z)|0 >=0
Wir definieren “die Kontraktion” zweier Feldoperatoren als:
]
AB :=T(AB) — N(AB)
Als Wick’sches Theorem bezeichnen wir die Aussage:
T(ABC...Z) = N (ABC...Z + alle moglichen Kontraktionen ) (1)

(a) Bestimmen Sie alle moglichen Kontraktionen der vier Operatoren ABCD.

[22] [r]

(b) Nehmen Sie an es handelt sich bei dem vier Operatoren ABC'D um bosonische Operatoren.
Wie vereinfacht sich der Vakuumerwartungswert < 0/7(ABCD)|0 > ?

[+]

(c¢) Nun nehmen wir die sechs Dirac-Spinoren 1,13, 1~, Vs, e, ¥y, an.
Vereinfachen sie den folgenden Ausdruck:

<OIT (Yo (1)U (22) 1y (23)hs (24)the (25) 8y (26)) [0 >

Hinweis: Verwenden Sie < 0T (¢ (z1)¥5(22)) |0 > —iSp(x1 — x2), siche Aufgabe 4b)

4. [8 Punkte] Feynman-Propagator
(a) Zeigen Sie analog zum Vorgehen in der Vorlesung, dass fiir den Photon-Propagator gilt:

. d*k k(m—) — G
(OIT (A (2) Ay (1))[0) = 19, D (& — y) = lim / emhle=y) W

e+o ) (2m)t k2 + e
mit o
(0]A,(2)Au(y)[0) = =g / &y ﬂeflk(ajfy).
(b) Das zeitgeordnete Produkt zweier Dirac-Spinorkomponenten ist definiert iiber

T(Wu(x)¥u(y)) = 0(z° =y )t (@)u (y) — 0(y° — 2V (y) (@)
Zeigen Sie, dass fiir den Propagator des freien Elektrons gilt:

o(p+m)

p2 —m? +1e

(0T (¢ (x)Y(y))]0) = —2Sp(z —y) = lim / (;lﬁi;e—w(w—y)

e——+0

5. [8 Punkte] Streuamplitude
Fiir die Streuamplitude gilt in n-ter Ordnung

(—e)”

(f15™i) = T/d4w1---d4wn<f|T(i G A(z)d(@1) oo () Az (@n) 2)]).

Betrachten Sie Compton-Streuung aus einem Anfangszustand |i) = b;f,au()) in einen Endzustand
|f) = bl,a],10).

(a) Driicken Sie die Streuamplitude in zweiter Ordnung in e als Integral {iber ein Produkt von
Propagatoren aus. Werten Sie dazu das Matrixelement mittels Vertauschungsrelationen aus.
(b) Verwenden Sie das Wick’sche Theorem um die Streuamplitude in vierter Ordnung in e als

Integral iiber ein Produkt von Propagatoren zu schreiben.
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