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1. [6 Punkte] Paarverteilungsfunktion
Wegen des Pauli-Prinzips sind auch nicht wechselwirkende Fermionen mit demselben Spin unterein-
ander korreliert. Ein Maf fiir die Korrelation ist die Paarverteilungsfunktion g,, (r — r’) mit:

n\ 2 B
(5) gga/('r'f’l" V2 Zze e k roelas q <¢0|ako' Lg/aq a”ak/ ‘¢0>

k.,k’ q,q’

Zeigen Sie die folgenden Relationen:
(a) goor(r—1r') =1 fiir o # o’.
() (3)" goor (r =) = (3)" = (Go(r —1"))" fir 0 = 0.
2. [15 Punkte] Bogoliubov-Transformationen

In der Vorlesung wurde fiir ein System von schwach wechselwirkenden Bosonen die Bogoliubov-
Néherung besprochen im Rahmen derer das System durch den Hamiltonian

H =~ Yk(0) 3 G‘Ica’k + 57 Vo + ¥ ¥ Ck(0) Vicdlne + 3y Vv 2 k(£0) (aka K T ki k)
beschrieben wird. Dieser Hamlltonlan wird durch die Bogoliubov-Transformation diagonalisiert, die

lautet:

ax = uxQy + Uk(jéik ; d;r( = ukdl + v &_y mit ui — 1}12( =1.

ur und vy sind dabei reelle, symmetrische Koeffizienten.
(a) Verifizieren Sie, dass &y und olL wieder Bose-Operatoren sind, indem Sie [dy, dyer] = [d};, aL,] =0
und [dy, OQL,] = Ok zeigen.

(b) Beweisen Sie, dass die folgenden Umkehrtransformationen gelten:
S T e S
Ak = UkAk VkG_y 5 O = UkQy VkA_k -

(c) Zeigen Sie, dass sich der angegebene Hamiltonoperator fiir den Fall tiefer Temperaturen, wenn
es zur Bose-Einstein-Kondensation kommt, in Bogoliubov-N#herung wie folgt darstellen lésst:

H = —NZVO Z < + Vk> [uidf(@k + Uﬁdkd}; + ukVk (@L@ik + @k&—k)}

toy Z Vi [(Ui + vit) (O‘Lo‘ik + ako‘—k) + 2ucve (a‘iak - akal)} .
k(#0)

(d) Verifizieren Sie fiir ein Kontakt-Potential V(r) = £d(r) die in der Vorlesung angegeben Dichte

n' =NV = 7”3/2 (é“n)g/2 der Teilchen aulerhalb des Kondensats.
Hinweis: Zelgen Sle dass

;1 /dk 2¢6%m?2n?
- 3
(27) K2 (k2 + dgmn + (K2 + 26mn) /1 + 45'”")

gilt. Sie diirfen fiir die Berechnung dieses Integrals z.B. Mathematica benutzen.
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3. [7 Punkte] Teilchen im periodischen Potential

Betrachten Sie ein Kristallgitter, welches aus raumlich streng periodisch angeordneten und als ruhend
angesehenen Atomen aufgebaut ist. Ein einzelnes Elektron bewegt sich folglich in einem elektrischen
Feld V (x), das von den Atomkernen erzeugt wird. Aufgrund der periodischen Gestalt des Gitters
gilt V (x) = V (x + R) mit R = nja; + nqas + ngas, wobei die a; die Gittervektoren darstellen und
die n; ganze Zahlen sind. Dieses Problem wird beschrieben durch die Schréodingergleichung

o) = {484V () (0 = B (0

Wir definieren den Translationsoperator 73, um die Periodizitit von V (x) im Folgenden einfacher
ausnutzen zu kénnen. Angewendet auf eine beliebige Funktion F (x) gilt 1 F' (x) = F (x + 1).

(a) Zeigen Sie, dass H und Tr kommutieren.

(b) Eigenfunktionen ¢ (x) von H sind somit auch Eigenfunktionen von Tg:

Tre (x) = ¢(R) p (x)
Zeigen Sie, dass die Eigenwerte multiplikativ sind: ¢ (R1) ¢ (R2) = ¢(R1 + Ra).

(c¢) Diese Eigenschaft konnen wir iiber einen Exponentialansatz beschreiben, sodass fiir die Gitter-
vektoren a; gilt
c(a;) = exp (2mua;)

mit z; € C. Geben Sie ¢ (R) fiir einen beliebigen Punkt R an. Folgern Sie, warum fiir R und
einen beliebigen reziproken Gittervektor k die Aussage des Bloch-Theorems erfiillt ist:

Trep (x) = exp (k- R) ¢ (x)

Das Bloch-Theorem sagt also aus, dass die Losung einer Schrédingergleichung mit periodischem
Potential als ¢ (x) = uy (x) e®* geschrieben werden kann, wobei uy (x) = uy (x + R).

4. [12 Punkte] Hartree-Fock-Ansatz fiir Kristallelektronen

Die Schrodingergleichung fiir Elektronen auf einem Kristallgitter lautet:

{/fxw {~—A+Wﬂ)}¢( 3 [ [ drds i it o)

|x — x|

2

D (x)d (x)| @) = E|®)

Die Feldoperatoren ¢ (x) und ' (x) fiir die Elektronen werden nach Funktionen g (x) entwickelt

p(x) = arpr (x) , T (x) =D aler(x)
k k

wobei die @, (x) orthonormiert, aber nicht notwendigerweise Losungen einer bestimmten Schrédingergleichung

seien. Bei Vi (x) handelt es sich um das gitterperiodische Potential aus Aufgabe 3. Die Bestimmung
der ¢y, (x) erfolgt tiber das Hartree-Fock-Verfahren.

(a) Nutzen Sie die angegebene Entwicklung von ) (x) und ¢/ (x), um den Erwartungswert (®| H |®)
fiir die Energie des Systems zu berechnen, wobei der Zustand als |®) = Hfil dL,- |0) angesetzt
ist. Bestimmen Sie dazu zunichst die Erwartungswerte (®|a! a; |®) und (| &Indzrdl/dm/ |D)

(b) Die Einzelwellenfunktionen sollen nun derart bestimmt werden, dass der Erwartungswert der
Energie extremal wird. Zur Beriicksichtigung der Nebenbedingung der Orthonormiertheit der
Wellenfunktionen werde der Lagrange-Parameter E eingefiihrt.

Fiihren Sie unter Beachtung der Nebenbedingung die Variationsableitung von (®| H |®) nach
¢} (x) aus, um folgende Schrédingergleichung zu erhalten:

{—;jﬂA-ﬁ-Vg(X)—‘y—V( } ZAk’ x) prr (x) = By (x)

mit V Zk’ de | ( )|2 Tx—x'T x’| und Ap fd?’x/ P (x ) \xizx’l(pk (x').
14 (x) beschrelbt das elektrostatische Potential, das von den Ladungsverteilungen der Elektronen
in den Zustidnden k' herrithrt. Ay j (x) ist die Coulombsche Austauschwechselwirkung.
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