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Theoretische Physik V Theoretische Physik (NT)

Fortgeschrittene QM 4. Ubung Universitit des Saarlandes
SS 2019 Prof. Dr. HEIKO RIEGER

Bitte werfen Sie lhre Losung bis zum 08.05.2019 um 12 Uhr in das Postfach von Prof. Dr. Heiko Rieger im
Erdgeschoss von Gebiude E2 6 ein. Die Abgabe sollte in Zweiergruppen erfolgen.

1. [10 Punkte] Kronig-Penney-Modell
Betrachten Sie das eindimensionale periodische Potential

V(x):—v()z&(x—na)

mit vy > 0, also attraktive Delta-Peaks an den Gitterplédtzen na.

(a) Losen Sie die Schrodingergleichung fiir gebundene Zusténde. Nutzen Sie dabei den Ansatz
w (JJ) — Cnen(w—na) + Dne—fi(a:—na)

fiir na < x < (n+ 1) a. Wie hiingt x mit den gesuchten Eigenenergien zusammen?

(b) Nutzen Sie das Bloch-Theorem, um einen Zusammenhang zwischen den Koeffizienten C,,, D,,
und C,,_1, D, _1 zu erhalten und leiten Sie ein homogenes Gleichungssystem fiir C,_; und D,,_1
her. Wann hat dieses nicht-triviale Losungen?

(¢) Zeigen Sie, dass zwischen x und k die Beziehung

k cosh (ka) — % sinh (ka) = k cos (ka)

erfiillt sein muss, damit Eigenwerte existieren.

(d) Zeigen Sie, dass nicht fiir jede Energie eine Losung existiert.

(e) Wie viele Energiebénder gebundener Zusténde existieren? Zeichnen Sie die Energie als Funktion
des Impulses. Was passiert bei grofler werdenden Potentialstérken?

2. [15 Punkte] Teilchen im periodischen Potential - Teil 2
In Aufgabe 3 der 3. Ubung wurde ein Teilchen in einem periodischen Gitterpotential betrachtet und
mit Hilfe des Bloch-Theorems ein Losungsansatz fiir die Wellenfunktion des Teilchens hergeleitet.
An dieser Stelle fithren wir nun die Betrachtung dieses Systems fort.

(a) Leiten Sie ausgehend von der Schrédingergleichung folgende Differentialgleichung fiir uy (x) her:

2
{2hm (k2 — 2k -V — A) + V(X)} ux (x) = Fxux (x)
Fiir ein gegebenes k existieren unterschiedliche Energieeigenwerte,
die die Differentialgleichung erfiillen. Die Energien héngen somit
nicht nur von der kontinuierlichen Wellenzahl k ab, sondern auch von
einem weiteren diskreten Wert j. Hierdurch ergibt sich eine energeti-
sche Bandstruktur, wobei j die einzelnen Bander durchnummeriert.
Diese Energiebénder werden dem Pauli-Prinzip entsprechend mit
ansteigender Energie mit Elektronen aufgefiillt. Das oberste voll be-
setzte Band wird als Valenzband bezeichnet, das erste leere oder nur
teilweise gefiillte Band als Leitungsband. Dies ist in nebenstehender
Abbildung veranschaulicht.

.

(b) In der Néhe einer Bandkante kann man die Energie nach k entwickeln. Unter der Bandkante
versteht man den hoéchsten bzw. niedrigsten Energiewert (Bandober- bzw. Bandunterkante),
den ein Elektron innerhalb eines Bandes annehmen kann. Fiir kleine k-Werte erhélt man

h2k?
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Hierbei ist m* die effektive oder scheinbare Masse eines Elektrons. Ihre Bedeutung soll im
Folgenden untersucht werden. Dazu beweisen wir folgenden Satz:

Elektronen im periodischen Kristallfeld, die sich am unteren Ende des Leitungsbandes befinden,
verhalten sich unter dem Einfluss zusétzlicher, langsam verénderlicher Felder wie Elektronen im
freien Raum, aber mit einer scheinbaren Masse m*.

Zum Beweis des Satzes sind folgende Definitionen erforderlich:

e W (x): Potential der Zusatzfelder, das sich nur langsam iiber den Kristall hinweg &ndert
und innerhalb einer Gitterzelle als konstant betrachtet werden kann
o ¢y (x): Losungen der Schrodingergleichung fiir V' (x) ohne W (x)

2
{8+ 09 f 0 = B ()

. 1 okoxc
mit gk (x) = ﬁuk (x) e®*  (Bloch-Theorem)
Dabei ist N die Anahl der Gitterzellen des Kristalls und wuy (x) ist auf eine Gitterzelle
normiert.

Hiermit kann der zu beweisende Satz mathematisch formuliert werden:
Die Energieeigenwerte und Wellenfunktionen des vollstandigen Problems

h2
{38+ VO W 0 o) = B %
konnen durch die Energieeigenwerte und Wellenfunktionen des Problems
h2
{B0- g+ W00 b o 0 = B0 (+4)

bestimmt werden. Dabei werden folgende Annahmen getroffen:

e Die Energiecigenwerte £ und E’ stimmen iiberein.

e In der Entwicklung von ¢ (x) nach Blochwellen und der Entwicklung von ¢ (x) nach ebenen
Wellen stimmen die Entwicklungskoeffizienten cy iiberein:

6zk~x ,

1
p(x)= i zk: cruk (X)

_ i c ezk-x
w(x) - \/‘721(: k

i. Setzen Sie die Entwicklung von ¢ (x) in () ein, um eine Gleichung fiir die Koeffizienten cy
zu erhalten.

ii. Nutzen Sie die Voraussetzungen iiber W (x) und Ey, um die Gleichung zu vereinfachen.

iii. Zeigen Sie unter Verwendung der Entwicklung von 1 (x) nach ebenen Wellen, dass die
gewonnene Gleichung fiir die Koeffizienten cx dquivalent zu (xx) ist.

3. [15 Punkte] Hartree-Fock Gleichungen fiir ein Elektronengas
Wenden Sie die atomaren Hartree-Fock Gleichungen auf ein Elektronengas an, das sich innerhalb
eines Atomgitters befindet.

(a) Zeigen Sie, dass die Hartree-Fock Gleichungen durch ebene Wellen gelost werden.

(b) Ersetzen Sie die Kerne durch einen positiven homogenen Hintergrund gleicher Gesamtladung

und zeigen Sie, dass sich der Hartree-Term gegen die Coulomb-Anziehung durch den positiven
Hintergrund kompensiert.
Die elektronischen Energie-Niveaus ergeben sich dann zu

hk)? 1 4mre?
e(k) = (k) - V;W@(kF —q).

2m
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