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Bitte werfen Sie lhre Lésung bis zum 22.05.2019 um 12 Uhr in das Postfach von Prof. Dr. Heiko Rieger im
Erdgeschoss von Gebiude E2 6 ein. Die Abgabe sollte in Zweiergruppen erfolgen.

1. [6 Punkte] Dynamische Suszeptibilitiat und Leistungsaufnahme eines gedampften harm. Oszillators
(a) Die Bewegungsgleichung eines klassischen, geddmpften harm. Oszillators lautet allgemein
d? d 9
(dtz +’Y% +w0> os(t) = K(t)/m

mit der Masse m, der Frequenz wg, der Ddmpfungskonstanten « und einer externen, zeitabhéngigen
Antriebskraft K (¢). Bestimmen Sie die Funktionen x(w), x'(w), x”(w) und G~ (w).
Anleitung: Losen Sie dazu die Bewegungsgleichung im Fourierraum und bestimmen Sie die

dynamische Suszeptibilitéit aus y(w) = 5;2((”;)).
(b) Nun betrachten wir den Spezialfall eines periodisch angetrieben Oszillators mit der Antriebskraft

K(t)/m = Ecos(wt).

i. Zeigen Sie, dass die Amplitude der Schwingung proportional zum Betrag der linearen Re-
sponsefunktion || des Oszillators ist. Losen Sie dazu die Bewegungsgleichung im komple-
xen Fall fiir z = 2 4+ 1y mit K(t) = £ und leiten Sie daraus die statische Losung
z(t) = Acos(wt + ¢) ab.

ii. Die Leistungsaufnahme eines Oszillators ist definiert als P(t) = K(t) - (¢).

Zeigen Sie, dass die mittlere Leistungsaufnahme P = (P(t)) = + fOT dt P(t) des Oszillators
proportional zur Intensitéit der Anregung k2 und dem Imaginirteil der linearen Response-
funktion ist.

2. [10 Punkte] Kohidrente Zusténde
Unter einem kohiirenten Zustand |a) versteht man einen Zustand, fiir den gilt:

bla) = aa)

Um einen Ubergang zur makroskopischen Elektrodynamik zu erreichen, kann man Zustéinde mit
verschiedenen Teilchenzahlen linear kombinieren zu:

)= F Y Ly
n=0 \/7?

(a) Zeigen Sie, dass der oben angegebene Zustand |«) in der Tat ein kohérenter Zustand ist.

(b) Zeigen Sie die Aquivalenz obiger Darstellung der kohérenten Zustéinde zu folgender Darstellung
mithilfe des Verschiebungsoperators D (a):

@) = D (a) 0) = (@' ="0) |o)

(¢) Berechnen Sie den Uberlapp (a|o/) sowie dessen Betragsquadrat |(a|a’)|? fiir zwei kohéirente
Zustdnde |a) und |a’). Was geschieht im Grenzfall |« — o’| > 1 mit dem Betragsquadrat?
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Beweisen Sie die Vollstédndigkeitsrelation der kohdrenten Zustéinde:
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Hinweis: o = |a|e? | o dbe =0nn dgp"e " =T (n+1) = n!
s
0 0
(e) Nutzen Sie die Resultate der beiden vorherigen Teilaufgaben, um zu begriinden, weshalb ein

kohérenter Zustand |o) nach den anderen |o) entwickelt werden kann, und fithren Sie die
Entwicklung konkret durch. Was bedeutet dies fiir die Basis der kohdrenten Zustinde?

(f) Bestimmen Sie die Zeitentwicklung |o (£)) eines kohéirenten Zustandes sowie |(a (0) | (£))[*. Wie
lautet der Maximal-, wie der Minimalwert von |( (0) |a (£))|*?
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3. [14 Punkte] BCS-Theorie der Supraleitung

Betrachten Sie ein System, dessen Elektronen nur iiber ein spinunabhéngiges Potential miteinander
wechselwirken. Die BCS-Theorie zur Beschreibung der Supraleitung in dem betrachteten System
beschrankt sich auf die Wechselwirkung zwischen Elektronenpaaren mit verschwindendem Gesam-
timpuls und entgegengesetzten Spins, sodass sich der Hamiltonoperator vereinfacht zu

N . . 1 — . . R R
H = Z EkCLLUCLk’J + V Z kak’ aLTaT_k,ia,k/’\Lak/’T
k,o K,k
Wir betrachten den BCS-Hamiltonoperator im Folgenden in der Mean-Field Néherung. Dabei ergibt
sich unter Vernachlassigung konstanter Terme:

- At A . At . 1 = . R
H= ZekaL,gak,a + Z (Akafk,iak,T + AkaLTaT_k,J mit  Ag = v Z Vi (G—w  ax 1)
k,o k K/
Der Erwartungswert (G_x |ax +) ist dabei im Grundzustand des Systems zu bilden.
- a
(a) Zeigen Sie, dass mithilfe des Nambu-Spinors ¥y = (di’T ), dass der BCS-Hamiltonoperator
—k,|
unter Vernachlissigung einer Konstante auf die Gestalt H =, \I/L”H\I/k gebracht werden kann
und geben Sie die (2 x 2)-Matrix H explizit an.

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte Ax von H und die unitire Transformation U = (1;1: _uﬁk> ,
k k
sodass UFHU diagonal ist. Beachten Sie dabei eine mégliche Phase in uy und wvy.
c) Zeigen Sie, dass der BCS-Hamiltonoperator ausgedriickt iiber die transformierten Operatoren
(c) Zeig : P g P
Okt P . ) ) . , , )
t =U ot diagonal ist. Welcher Bedingung miissen die Phasenfunktionen in

Pk| Okl
den Phasenfaktoren von uy und vy geniigen, damit die Transformation kanonisch ist, d. h. die

transformierten Operatoren wiederum Fermioperatoren darstellen?
(d) Zeigen Sie, dass der Zustand |BCS) = [[, (1+ Z—Edik7¢&L7T) |0) Grundzustand des BCS-
Hamiltonoperators ist.

(e) Nutzen Sie (dL +0act) = n(Ex), um eine Selbstkonsistenzgleichung fiir die Energieliicke Ay
herzuleiten. Diese Gleichung wird auch als BCS-Gleichung bezeichnet.

4. [10 Punkte] Hamiltonfunktion des Strahlungsfeldes

Wir verwenden den iiblichen metrischen Tensor g" mit der Signatur diag(+ — ——),die Einsteinsche
Summenkonvention und die Vierervektoren {z*} = (¢, %), {A*} = (¢, A), {i*} = (p, ).

Damit kénnen die Vierervektoren von ihrer kontravarianten Form in die kovariate Form durch:

x# = gM¥x, iberfithrt werden und die Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes geschrieben
werden als: £ = —w%FWF’“’ — A, j". Der Feldstérketensor F,, = 0,4, — 0, A, ist dabei gegeben

durch
0 E1 E2 ES

| =B, 0 -By B
(Fuv) = —Fy; Bs 0 —B;
—FE3 —Bs B 0
(a) Leiten Sie die inhomogenen Maxwellgleichungen

0, F = dmj

mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichungen her.
(b) Bestimmen Sie den kanonisch konjugierten Impuls IT# und die Hamiltondichte H

" = @, H=1"A, - L,
DA,

und zeigen sie damit, dass die Hamiltonfunktion H des freien Strahlungsfeldes eine aus der
Elekrodynamik bekannte Form annimmt:

=L /(E2 + B?)dr.
8w
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