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Bitte werfen Sie Ihre Lösung bis zum 29.05.2019 um 12 Uhr in das Postfach von Prof. Dr. Heiko Rieger im
Erdgeschoss von Gebäude E2 6 ein. Die Abgabe sollte in Zweiergruppen erfolgen.

1. [14 Punkte] Feldoperatoren und Impuls des Strahlungsfeldes
In der Vorlesung wurde gezeigt, dass der Operator des Vektorpotentials gegeben ist durch

Â(r, t) =
∑
k

∑
λ

√
2π~c2
V ωk

(
âλ(k)eı(k·r−ωkt) + â†λ(k)e−ı(k·r−ωkt)

)
uλ(k).

(a)4 Berechnen Sie die Feldoperatoren Ê(r, t) und B̂(r, t) des elektrischen bzw. magnetischen Feldes
in Coulomb-Eichung.

(b)10 Der Operator für den Impuls des elektromagnetischen Feldes lautet

P̂ =
1

4πc

∫
(Ê × B̂) dr

und der Operator für den Spin-Anteil des Drehimpulses lautet

L̂ =
1

4πc

∫
(Ê × Â) dr.

Zeigen Sie, dass gilt

P̂ =
∑
k

∑
λ

~k â†λ(k)âλ(k)

und

L̂ =
∑
k

~
k

k

(
â†+(k)â+(k)− â†−(k)â−(k)

)
wobei

â±(k) = ± 1√
2

(â1(k)± ıâ2(k))

2. [14 Punkte] Kommutatorrelationen des elektromagnetischen Feldes
Da die Leiteroperatoren nicht kommutieren, werden die Feldoperatoren Â(r, t), Ê(r, t) und B̂(r, t)
im Allgemeinen auch nicht kommutieren.

(a)6 Zeigen Sie zunächst die folgenden Relationen zwischen dem Wellenvektor k und den zugehörigen
Polarisationsvektoren uλ(k): ∑

λ

uλ,luλ,m = δl,m −
klkm
|k|2

,

∑
λ

(k × uλ)l
|k|

(k × uλ)m
|k|

= δl,m −
klkm
|k|2

,

∑
λ

uλ,l
(k × uλ)m
|k|

=
∑
n

εlmn
kn
|k|
.

für l, m, n ∈ {x, y, z}, wobei εlmn der Levi-Civita-Tensor ist.

(b)8 Zeigen Sie damit die folgenden Kommutatorbeziehungen der kartesischen Feldkomponenten

Êl(r, t), B̂l(r, t) in Coulomb-Eichung:

[Êl(r, t), Êm(r′, t)] = [B̂l(r, t), B̂m(r′, t)] = 0

[Êl(r, t), B̂m(r′, t)] = −4πıc~ εlmn
∂

∂xn
δ(r − r′)
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3. [12 Punkte] Induzierte Emission, spontane Emission und Absorption von Photonen
Zur Untersuchung der Wechselwirkung zwischen Strahlungsfeld und Materie betrachten wir den
Hamiltonian des Gesamtsystems

Ĥ = Ĥem + Ĥmat + ĤI,

wobei

Ĥem =
∑
k

~ωk

(
N̂k +

1

2

)
, Ĥmat =

∑
j

p̂2
j

2mj
+ V (r̂1, r̂2, ...).

Im Folgenden soll das Wasserstoffatom betrachtet werden, sodass die Summation im Materiehamilton-
ian über das Proton und das Elektron erfolgt:

Ĥmat =
p̂2p

2mp
+

p̂2e
2me

− e2

|rp − re|
.

(a)4 Zeigen Sie, dass in Dipolnäherung die Wechselwirkung zwischen Strahlungsfeld und Wasserstoff-
atom mit Minimalsubstitution in Coulomb-Eichung gegeben ist durch:

ĤI = Ĥ
(1)
I + Ĥ

(2)
I = −

∑
j

ej
mjc

Â(rj , t) · p̂j +
∑
j

e2j
2mjc2

(Â(rj , t))
2

= − e

µc
Â(R, t) · p̂ +

e2

2µc2

(
Â(R, t)

)2
.

Führen Sie dazu Schwerpunkts- und Relativkoordinaten wie folgt ein:

M = mp +me, µ =
mpme

M
,

R =
mp

M
rp +

me

M
re, r = rp − re,

P = pp + pe, p =
mepp −mppe

M
.

(b)4 Wir wollen im Folgenden die erlaubten Prozesse in 1. Ordnung der Störungstheorie untersuchen.
Dazu benutzen wir Fermi’s goldene Regel

Γi→f =
2π

~
δ (Ei − Ef ) | 〈f | Ĥ |i〉 |2

und nehmen die Operatoren

Ĥmat|εi〉 = εi|εi〉,

Ĥem|{nk}〉 =
∑
k

~ωk

(
nk +

1

2

)
|{nk}〉.

mit den jeweiligen Eigenzuständen |εi〉 und |{nk}〉 an. Betrachten Sie nun die Wirkung von Ĥ
(1)
I

auf einen gemeinsamen Anfangszustand. Die drei folgenden Zustände sollen diskutiert werden:

i. |i〉 = |εi〉 ⊗ |0〉,
ii. |i〉 = |εi〉 ⊗ |1k〉,

iii. |i〉 = |εi〉 ⊗ |nk〉.
Welche photonischen Prozesse können folglich ablaufen?

Welche photonischen Prozesse werden allgemein durch Ĥ
(2)
I induziert?

(c)4 Setzen Sie im Folgenden R = 0 und vernachlässigen Sie Ĥ
(2)
I .

i. Berechnen Sie nun die vollständige Übergangsrate von einem Anfangszustand |i〉 = |εi〉⊗|0〉
in einen Endzustand |f〉 = |εf 〉 ⊗ |1k〉 .

ii. Führen Sie anschließend den thermodynamischen Limes aus um die mittlere Lebensdauer
des Anfangszustandes zu bestimmen.
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