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Anmerkungen:

(i) Die Energie in Hartree-Fock-Näherung kann noch kürzer erhalten werden, wenn
man im Hamilton-Operator die folgende Näherung einführt
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(ii) Die störungstheoretische Entwicklung nach der Coulomb-Wechselwirkung führt
auf eine Potenzreihe (mit logarithmischen Korrekturen) in rs. Diese Struktur kann
man aus der folgenden Skalierung des Hamilton-Operators
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erkennen. Dazu führen wir eine kanonische Transformation r′ = r/r0 p′ = p r0

durch. Die charakteristische Länge r0 ist durch 4π
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Die Coulomb-Wechselwirkung wird im Vergleich zur kinetischen Energie umso un-
wichtiger, je kleiner r0 bzw. rs ist, d.h. je dichter das Gas ist.

2.3 Hartree-Fock Gleichungen für Atome

In diesem Abschnitt betrachten wir (möglicherweise ionisierte) Atome mit N
Elektronen und der Kernladungszahl Z. Der Kern wird als fest angenommen,
dann ist der Hamilton-Operator in zweiter Quantisierung

Betrachte ein Atom mit N Elektronen und Kernladungszahl Z	
-> Hamiltonoperator in zweiter Quantisierung	
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die kinetische Energie eines Elektrons, das auf ein Elektron wirkende Kern-
potential und die Coulomb-Abstoßung zweier Elektronen darstellen. Die
Hartree-Näherung und die Hartree-Fock-Näherung wurden zwar schon in
Kap. 13.312 diskutiert. Es soll hier dennoch die Ableitung der Hartree-Fock-
Gleichungen dargestellt werden, die im Formalismus der zweiten Quantisie-
rung übersichtlicher als mit Slater-Determinanten ist.

Für den Zustand der N Elektronen machen wir den folgenden Ansatz:

|ψ⟩ = a†
1 . . . a†

N |0⟩ . (2.3.3)

Hier ist |0⟩ der Vakuumzustand ohne Elektronen und a†
i ist Erzeugungsope-

rator für den Zustand |i⟩ ≡ |ϕi, msi⟩ , msi = ± 1
2 . Dabei seien die Zustände

|i⟩ aufeinander orthogonal und die ϕi(x) noch zu bestimmende Einteilchen-
wellenfunktionen. Zunächst berechnen wir den Mittelwert ohne spezielle Be-
zugnahme auf das Atom für den allgemeinen Hamilton-Operator (2.3.1)
⟨ψ|H |ψ⟩. Für die Einteilchenbeiträge findet man sofort
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⟨ψ| a†
ia

†
jamak |ψ⟩ = ⟨ψ| (δimδjka†

ma†
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= (δikδjm − δimδjk)Θ(m, k ∈ 1, . . . , N)

ergibt. Der erste Faktor besagt, daß der Erwartungswert verschwindet, falls
sich die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren nicht kompensieren. Der
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Für den Grundzustand machen wir folgenden Ansatz: 	
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wellenfunktionen. Zunächst berechnen wir den Mittelwert ohne spezielle Be-
zugnahme auf das Atom für den allgemeinen Hamilton-Operator (2.3.1)
⟨ψ|H |ψ⟩. Für die Einteilchenbeiträge findet man sofort
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2.3 Hartree-Fock Gleichungen für Atome 51

zweite Faktor besagt, daß die beiden Operatoren am und ak in der Menge der
im Zustand (2.3.3) auftretenden a1 . . . aN vorkommen müssen, sonst würde
ihre Wirkung nach rechts auf den Vakuumzustand |0⟩ Null ergeben. Somit
lautet der gesamte Erwartungswert von H :

⟨ψ|H |ψ⟩ =
!2

2m

N∑

i=1

∫
d3x|∇ϕi|2 +

N∑

i=1

∫
d3xU(x)|ϕi(x)|2

+
1
2

N∑

i,j=1

∫
d3xd3x′V (x − x′)

{
|ϕi(x)|2|ϕj(x′)|2 (2.3.5)

− δmsimsj
ϕ∗

i (x)ϕ∗
j (x

′)ϕi(x′)ϕj(x)
}

.

Im Sinne des Ritzschen Variationsprinzips werden nun die Einteilchenwellen-
funktionen ϕi(x) so bestimmt, daß der Erwartungswert von H minimal wird.
Dabei sind als Nebenbedingungen die Normierungsbedingungen

∫
|ϕi|2d3x =

1 zu berücksichtigen, was zu den Zusatztermen −ϵi(
∫

d3x|ϕi(x)|2 − 1) mit
Lagrange-Parametern ϵi führt. Insgesamt ist also die Variationsableitung von
⟨ψ|H |ψ⟩−

∑N
i=1 ϵi

(∫
d3x|ϕi(x)|2 − 1

)
nach ϕi(x) bzw. ϕ∗

i (x) zu bilden und
Nullzusetzen unter Beachtung von

δϕi(x′)
δϕj(x)

= δijδ(x − x′) . (2.3.6)

Die folgenden Gleichungen schreiben wir wieder für das Atom, d.h. unter
Berücksichtigung der Gl.(2.3.2a-c), auf. Die Variationsableitung nach ϕ∗

i er-
gibt

(
− !2

2m
∇2 − Ze2

r

)
ϕi(x) +

N∑

j=1

∫
d3x′ e2

|x − x′| |ϕj(x′)|2ϕi(x)

−
N∑

j=1

δmsimsj

∫
d3x′ e2

|x − x′|ϕ
∗
j (x

′)ϕi(x′) · ϕj(x)

= ϵiϕi(x) . (2.3.7)

Dies sind die Hartree-Fock Gleichungen. Darin tritt gegenüber den Hartree-
Gleichungen12 zusätzlich der Term
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d3x′ e2

|x − x′| |ϕi(x′)|2ϕi(x)

−
∑

j

δmsimsj

∫
d3x′ e2

|x − x′|ϕ
∗
j (x

′)ϕi(x′)ϕj(x)

= −
∑

j ̸=i

δmsimsj

∫
d3x′ e2

|x− x′|ϕ
∗
j (x

′)ϕi(x′)ϕj(x) (2.3.8)
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1 zu berücksichtigen, was zu den Zusatztermen −ϵi(
∫

d3x|ϕi(x)|2 − 1) mit
Lagrange-Parametern ϵi führt. Insgesamt ist also die Variationsableitung von
⟨ψ|H |ψ⟩−

∑N
i=1 ϵi

(∫
d3x|ϕi(x)|2 − 1

)
nach ϕi(x) bzw. ϕ∗

i (x) zu bilden und
Nullzusetzen unter Beachtung von

δϕi(x′)
δϕj(x)

= δijδ(x − x′) . (2.3.6)

Die folgenden Gleichungen schreiben wir wieder für das Atom, d.h. unter
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Gleichungen12 zusätzlich der Term

∫
d3x′ e2

|x − x′| |ϕi(x′)|2ϕi(x)

−
∑

j

δmsimsj

∫
d3x′ e2

|x − x′|ϕ
∗
j (x

′)ϕi(x′)ϕj(x)

= −
∑

j ̸=i

δmsimsj

∫
d3x′ e2

|x− x′|ϕ
∗
j (x

′)ϕi(x′)ϕj(x) (2.3.8)

2.3 Hartree-Fock Gleichungen für Atome 51

zweite Faktor besagt, daß die beiden Operatoren am und ak in der Menge der
im Zustand (2.3.3) auftretenden a1 . . . aN vorkommen müssen, sonst würde
ihre Wirkung nach rechts auf den Vakuumzustand |0⟩ Null ergeben. Somit
lautet der gesamte Erwartungswert von H :

⟨ψ|H |ψ⟩ =
!2

2m

N∑

i=1

∫
d3x|∇ϕi|2 +

N∑

i=1

∫
d3xU(x)|ϕi(x)|2

+
1
2

N∑

i,j=1

∫
d3xd3x′V (x − x′)

{
|ϕi(x)|2|ϕj(x′)|2 (2.3.5)

− δmsimsj
ϕ∗

i (x)ϕ∗
j (x

′)ϕi(x′)ϕj(x)
}

.

Im Sinne des Ritzschen Variationsprinzips werden nun die Einteilchenwellen-
funktionen ϕi(x) so bestimmt, daß der Erwartungswert von H minimal wird.
Dabei sind als Nebenbedingungen die Normierungsbedingungen

∫
|ϕi|2d3x =
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Berücksichtigung der Gl.(2.3.2a-c), auf. Die Variationsableitung nach ϕ∗

i er-
gibt

(
− !2

2m
∇2 − Ze2

r

)
ϕi(x) +

N∑

j=1

∫
d3x′ e2

|x − x′| |ϕj(x′)|2ϕi(x)

−
N∑

j=1

δmsimsj

∫
d3x′ e2

|x − x′|ϕ
∗
j (x

′)ϕi(x′) · ϕj(x)

= ϵiϕi(x) . (2.3.7)

Dies sind die Hartree-Fock Gleichungen. Darin tritt gegenüber den Hartree-
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auf. Den zweiten Term der Wechselwirkung, auf der linken Seite nennt
man Austauschintegral, da er von der Antisymmetrie des Fermionzustandes
herrührt. Der Wechselwirkungsterm kann auch in der Form

∫
d3x′ e2

|x − x′|
∑

j

ϕ∗
j (x

′)
[
ϕj(x′)ϕi(x) − ϕj(x)ϕi(x′)δmsi msj

]

geschrieben werden. Der Austauschterm ist ein nichtlokaler Term, der nur für
msi = msj auftritt. Der Faktor in der eckigen Klammer ist gleich der Ampli-
tude dafür, daß i und j an den Orten x und x′ sind. Für die weitere Diskus-
sion der Hartree-Fock-Gleichungen und ihrer physikalischen Konsequenzen
verweisen wir auf Abschnitt 13.3.213.

Aufgaben zu Kapitel 2

2.1 Berechnen Sie die statische Strukturfunktion für wechselwirkungsfreie Fermio-
nen

S0(q) ≡ 1
N

⟨φ0 | n̂qn̂−q | φ0⟩ ,

wobei n̂q =
P

k, σ a†
kσak+qσ der Teilchendichteoperator in der Impulsdarstel-

lung, und |φ0⟩ der Grundzustand ist. Führen Sie den Kontinuumlimes
P

k ,σ =

2V
R

d3k/(2π)3 durch und berechnen Sie S0(q) explizit.
Anleitung: Betrachten Sie die Fälle q = 0 und q ̸= 0 getrennt.

2.2 Zeigen Sie die Gültigkeit der folgenden Relationen, die zur Berechnung der
Energieverschiebung ∆ϵ(k) des Elektronengases, Gl. (2.2.21), benötigt werden.

a) − 4πe2
Z

d3k′

(2π)3
1

| k − k′ |2Θ(kF − k′) = −2e2

π
kF F (k/kF ) ,

mit

F (x) =
1
2

+
1 − x2

4x
ln

˛̨
˛̨1 + x
1 − x

˛̨
˛̨ .

b) E(1) = −e2kF

π
V

Z
d3k

(2π)3

»
1 +

k2
F − k2

2kkF
ln

˛̨
˛̨kF + k
kF − k

˛̨
˛̨
–
Θ(kF − k)

= −3
4

e2kF

π
N = − e2

2a0rs

„
9π
4

«1/3 3N
2π

,

wobei rs eine dimensionslose Zahl ist, die dem mittleren Teilchenabstand in Einhei-
ten des Bohrschen Radius a0 = !2/me2, entspricht. Es gilt k3

F = 3π2n = 1/(αa0rs)
3

mit α = (4/9π)1/3.

13 QM I op. cit.
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