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Wechselwirkung von Strahlung mit Materie
hier nur Emission und Absorption von Photonen durch Materie (gebundene Elektronen)

Minimalsubstitution
Der gesamte Hamiltonian fiir Materie und Strahlung lautet

H = Hem + Hmat + HI ) (545)
wobei H,,, das Lichtfeld alleine, H,,,; die Materie alleine und H; die Wechselwirkung zwi-
schen beiden beschreibt,
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Wir vernachlidssigen hier Spin-Effekte. Der Index i zdhlt die beteiligten Teilchen durch. Die

Wechselwirkung Hj ergibt sich mit der Einfithrung elektromagnetischer Felder durch Mini-
malsubstitution in Coulomb-Eichung:
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wobei e die Elementarladung inst. Dabei ist zu beachten, daB} fiir das Vektorpotential der Ope-
rator (5.21) einzusetzen ist, er beschreibt das Vektorpotential an der Stelle 7; des i-ten Teil-
chens.



Licht-Materie-Wechselwirkung

Fiir die Wechselwirkung H; von Licht und Materie kommt dann mit Kg b= A, »(Fist)
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gesetzt wurde. Die beiden Terme in (5.46) bezeichnet man als paramagnetische und diamagne-
tische Anteile. Der diamagnetische Term ~ (A)? koppelt an die Materie auschliesslich durch
den Ortsoperator 7; im Argument des Vektorpotentials Ayp = Al (17’,, ).

Zustandsraum
Der gesamte Hamiltonian (5.45) wirkt auf einen Zustand, der sowohl das Lichtfeld als auch
die Materie enthalt:

|Materiezustand) ® |Lichtfeldzustand)



Storoperator fiir ein einzelnes Elektron

Im folgenden betrachten wir einen Spezialfall: Wir fragen nach den Ubergangsraten, die ein
einzelnes gebundenes Elektron in einem Atom (z. B. dem Wasserstoff-Atom) durch die An-
wesenheit eines Strahlungsfeldes erfahrt. Der Hamiltonian der Wechselwirkung lautet jetzt
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Zwei Vereinfachungen wurden hier gemacht. Erstens wurde der A2-Term vernachldssigt und
zweitens ist H; zeitunabhingig, da jeder ¢’ -Faktor in der folgenden Rechnung sowieso weg-
fallen wiirde .

>Man kann auch den zeitabhiingigen Operator Z(,p (7,t) ins Schrodinger-Bild transformieren und wiirde das
gleiche Ergebnis erhalten. Die Zustidnde, die in der folgenden Rechnung auftreten, wéren dann zeitabhéngig, was
allerdings nicht ins Gewicht fiele.

Fermi’s goldene Regel

Wir betrachten nun H; als Storung. Die Goldene Regel fiir die Ubergangsrate von einem An-
fangszustand |i) in einen Endzustand | f) lautet dann

Uiy = —3(Ei—Ey) |(fIH[i)|" . (5.48)



Gesamtenergien

Die Energien E; und E¢ sind die Gesamtenergien von Strahlungsfeld und Materie vor und nach
dem Ubergang, genau wie |i) und |f) die Zustinde in beiden Hilbert-Riumen angeben. Wir
nehmen an, der Anfangs- und Endzustand sei jeweils ein Eigenzustand von Hy = H,,, + Hy,s:
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Die Zustiande lauten dann

i) = [e)) ®|{ni}), 1) = lep@{nl}) .

Wir betrachten nun nacheinander die Emission und die Absorbtion eines Photons.



Emission eines Photons 7ik
Die Energien von Anfangs- und Endzustand sind
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Ei = &+ E hoy, (n;/ + 5)
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denn es soll genau ein Photon der Energie hiw; emittiert werden. Die Zustandsvektoren sind

iy = led @l g
) = lep®@|...mp+1,...) .

Die Goldene Regel sagt nun aus, daB bei einem entsprechenden Ubergang
Ei—Ef = & — (Sf—|>h(1)7€*) =0

gelten muB3. Das ist die Energie-Erhaltung. Es gilt weiter
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Die Vernichter kommen nicht mehr vor, da die zugehorigen Matrixelemente sowieso ver-
schwinden (links stehen mehr Photonen als rechts). Von der Summe bleibt nur ein Summand
ibrig, namlich der fiir k = k. Nur in diesem Fall wird durch den Erzeuger in der richtigen
Mode ein Photon erzeugt, und das Skalarprodukt verschwindet nicht. Der zweite Faktor in der

Klammer ergibt also
(gt l,oal g ) = e 18

und die Ubergangsrate fiir die Emission ist somit
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Diskussion spater



Absorption eines Photons hk

Die Energien von Anfangs- und Endzustand sind

denn nun wird das Photon dem Lichtfeld “entzogen”. Die Zustandsvektoren sind
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Bei der Berechnung des Matrixelementes (f|H;|i) tragen in diesem Fall die Erzeuger nichts
bei, und es bleibt nur der Vernichter mit k = k' ibrig. Auf analoge Weise wie bei der Emission

ergibt sich
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(5.50)
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Diskussion: Absobtion vs. Emission
Die beiden Ausdriicke (5.49) und (5.50) fiir Emissions- und Absorbtionsprozesse sind iden-
tisch, bis auf die Besetzungszahlfaktoren

e Spontanen Emission
Von spontaner Emission spricht man wenn ein Photon in Abwesenheit andere Photo-
nen emittiert wird. Sponate Emission ist moglich da der Faktor (n; + 1) in (5.49) in
Abwesenheit eines dusseren Photonenfelds (n; = 0) nicht verschwindet.

e Stimulierte Emission
Der Faktor (n; + 1) in (5.49) besagt, dass in Anwesenheit eines dusseren Feldes mit
der gleichen Quantenzahl die Emissionswahrscheinlichkeit erhoht ist, proportional zur
Intensitét des dusseren Lichtfeldes.

Man spricht von stimulierter Emission, essentiell fiir den Laser, da eine Mode fik nur
Photonen mit exakt der gleichen Wellenlinge A = 27t/|k| zur Emission bringt. Man
erhilt also kohdrente Strahlung.

e Absorbtion
Die Interpretation des Besetzungszahlfaktors n; in (5.50) fur Absorbtionsprozesse ist
vergleichsweise trivial. Es konnen nur Photonen absorbiert werden welche vorhanden
sind.




Elektrische Dipol-Ubergang

Wir betrachten den elektrische Dipol-Ubergang , welcher dann stattfindent, wenn man die

Exponentialfunktion e’*” im Matrixelement als konstant gleich 1 annehmen kann. Dieses ist

moglich, wenn
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also wenn die Wellenldnge A der beteiligten Strahlung grof3 gegen typische Abmessungen des
Systems ist (hier der Bohrsche Radius). Warum (5.51) elektrische Dipol-Niherung heilit, wird
klar, wenn man das Matrixelement weiter umformt. Wir verwenden
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und erhalten

B im . im L.
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im .
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Das ist aber genau das Dipol-Matrixelement, das sich auch ergibt, wenn man als Wechselwir-
kung gleich die elektrische Dipol-Energie im Feld

—

einsetzt.



Auswahlregeln
Die Matrixelemente in (5.49) und (5.50) legen fest, mit welcher Wahrscheinlichkeit oder ob
iiberhaupt der betrachtete Ubergang stattfindet. Sie sind fiir die Auswahlregeln zustindig.

Fiir den elektrischen Dipol-Ubergang besagt das Matrixelement (5.52) daB Anfangs- und
Endzustand auf jeden Fall unterschiedliche Paritit haben miissen, wenn der Ubergang erlaubt
sein soll, denn 7 ist ungerade unter Raumspiegelung.

Im Atom sind daher elektrischen Dipol-Uberginge vom s-Niveau in die p- oder die f-
Schale erlaubt, nicht aber in die d-Schale.

Uberginge hoherer Ordnung

Ubergiinge, die in nullter Ordnung verboten sind, konnen dennoch stattfinden, wenn hohere
Ordnungen zuschlagen, also die Exponentialfunktion weiter entwickelt wird:
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Die néchste Ordnung (linear in k- 7) beschreibt dabei magnetische Dipol- und elektrische
Quadrupoliibergédnge.



Lebensdauer eines angeregten Zustandes

Es erscheint seltsam, das in (5.49) und (5.50) noch das Periodisierungsvolumen V' steht.
Eigentlich sollten Ubergangsraten von dieser HilfsgroBe unabhiingig sein. In der folgenden
Rechnung wird schliellich V' — o gehen, um aber sinnvolle Ergebnisse zu bekommen, muf}
man noch Ubergiinge in eine Gruppe von Endzustinden betrachten und iiber diese und zusitz-
lich alle moglichen k-Vektoren des Photons summieren. Die 8-Funktionen sorgen dann fir
die Energie-Erhaltung. Als erstes Beispiel betrachten wir die spontane Emission aus einem
beliebigen Zustand in eine Menge von Endzustinden.

Lebensdauer eines angregten Zustandes
Wir definieren die Lebensdauer T eines angeregten Zustandes iiber die Ubergangsrate durch
spontane Emission in Zielniveaus |e):

1
e = 2Ty
fk
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wobei wir den Ausdruck (5.52) fiir das Dipol-Matrixelment verwendet haben.

2
5(ef—ei+ o) (ei—ep)° . (5.53)
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e Der Ausdruck (*) besteht aus dem Anteil der spontanen Emission in (5.49), sum-
miert iiber alle Zielniveaus f des Atoms und alle Wellenvektoren k des Photons.

e Die 0-Funktion sorgt dafiir, da§ von den Summen nur die Glieder iibrig bleiben, bei
denen die freigewordene Energie auch ins Strahlungsfeld geht.

e Der Polarisationsindex Aistin  (*) wieder explizit, mit dem Einheits-Polarizationsvektor

—

Uy (k) des Lichtfeldes.

Thermodynamischer Limes
Nun soll V gegen unendlich gehen. Durch die Ersetzung
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wird das bewerkstelligt, denn das Volumen einer Mode im k-Raum ist bei periodischen Rand-
bedingungen gleich (2)? /V, bei kontinuierlichem k aber gleich d>k.
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Summation iiber Polarisationszustande
Zuerst kiimmern wir uns um die A-Summation. Es ist

)

r=1

2
(5.54)

i (k) - {es7leq)

d

zu berechnen.

Da die #; mit k ein orthogonales Dreibein bilden miissen (siche Abb. 5.1), sonst aber frei
wihlbar sind, kann man z. B. i so wihlen, da} es auf das Dipol-Matrixelement d senkrecht
steht, so dal} die Summe nur noch das Ghed mit 1| enthilt. Bezeichnet & den Winkel zwischen
d und iy, so ist der Winkel zwischen d und & gleich O = (n/2 — §). Damit wird die obige
Summe einfach zu

(&7 |7]e:)]sin> O . 4

1

Das orthogonale Dreibein aus den beiden Polarisationsvektoren iy, iy und
dem Wellenvektor des Photons k kann so gelegt werden, dass das Dipol-
Matrixelemnt d in der iy -k Ebene zu liegen kommt. U

d




Integration iiber Photonen-Impulse

Giinstigerweise legt man das Koordinatensystem fiir die %-Integration s0,daB d in k,-Richtung
zeigt, dann kommt der sin’ O fiir eine Integration in Kugelkoordinaten recht gelegen:

1 A2 o2 D) 2 1 . _ 6(8f_8._'_h(0_))
T Z n? [(eslrled) | (er — &) (27)3 /kzsmﬂsmzﬂ (D;c K dkdOdd
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Im letzten Schritt wurde die k-Integration auf die Variable € = hw; umgeschrieben. Das Win-
kelintegral ergibt 8xt/3, und damit lautet das endgiiltige Ergebnis

1 4¢? gi—er\” L2
T 3hc3;( f f) esiten]” )

Wie man sieht, sind spontane Emission und Auswahlregeln “Gegenspieler”:

e Wenn ein System sich in einem Zustand befindet, von dem aus nur verbotene Ubergiinge
nach unten fiihren, so ist dieser angeregte Zustand sehr langlebig.

e Wenn man es fertigbringt, “von oben herab” ein solches Niveau zu bevolkern, dann kann
man eine Besetzungsinversion erreichen.

Anwendung findet dieses Prinzip in jedem Laser.



Das Matrixelement r p beinhaltet Auswahlregeln fiir elektrische Dipoliibergéinge —
vgl. Stark-Effekt.

H-Atom: 7(2p — 1s) = 1.6 - 10~ sec, Lebensdauer fiir magnetische Dipoliiberginge
oder elektrische Quadrupoliiberginge 4 Grofenordnungen linger. Interessant 2s — 1s:
in jeder Multipolentwicklung verboten = lange Lebensdauer von % sec, Multiphoto-
NENprozess.
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Streuung von Licht an Atomen
Hier bleibt Photonenzahl erhalten

|i> = ’(k,é‘,u)), \4’, >

1 Photon Atomzustand

(K,€,o'), B)

)

Term A% in H,,, bewirkt solche Prozesse in 1. Ordnung Stérungstheorie
Term A - p in H,, bewirkt solche Prozesse in 2. Ordnung Storungstheorie

Beide Prozesse sind 1.a. wichtig.

Ohne Rechnung: Differentieller Wirkungsquerschnitt
Kramer-Heisenberg-Formel (¢ > ay)

(¢ -par) (€™ pra)

do (w

/ o] (€™ - par) (e pra)
) San— —
dQ W (E e) A m;{ Er—FEj— hw i Er—Ejp+hw

|

}

2

ro = 2.8 - 10~ Bem: Klassischer Elektronenradius

ppr = (B|P|I) etc.
Y Summe iiber atomare Zwischenzustéinde




Elastische Streuung

Ww=w; B=A
Grenzfall w < wrg = (Ey — E4)/h: Rayleigh-Streuung
Entwicklung nach Potenzen von w/wy 4:

do B (rom)2w4
df) Ravl_ h

Grenzfall w > wy4: Thomson-Streuung

dU ) 9 1%
— =ryle-€
<dQ Thom ‘

gilt auch fiir wy4 = 0, d.h. fiir freie Elektronen, die Compton-Streuung

2

Z . (" rar) (€ 1pa) + (€ xar) (¢ - 1pa)]

W
IIA

Inelastische Streuung

Raman-Streuung

Ejp+hw=Eg+hw', nur der Prozess 2. Ordnung trigt bei, allgemein: (g—g)Ramn A 7’8.
Besondere Situation: E; = E4+hw = resonante Ramanstreuung, KH-Formel versagt.
Energie-Unschérfe beriicksichtigen.
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