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Licht-Materie-Wechselwirkung in zweiten Quantisierung

Wir wollen nun, in Verbindung mit dem ersten Teil der Vorlesung, die
Wechselwirkung von Licht mit Materie untersuchen. Die Darstellung der
Materie-Zustande in zweiter Quantisierung wird es uns dabei erlauben,
das Konzept der Feynman Diagramme einzufihren, welches sowohl in der
Vielteilchentheorie wie auch in der Theorie der Elementarteilchen eine
zentrale Rolle spielt.

Da wir jetzt alles in zweiter Quantisierung aufschreiben werden, verzichten
wir darauf Operatoren durch Fettdruck auszuzeichnen.

Licht-Materie Hamiltonian in zweiter Quantisierung

Wir beschreiben die Wechselwirkung von Photonen und Elektronen komplett in zweiter Quan-
tisierung. Der Hamiltonian lautet

H = Hmat+Hl+Hem7

wobei H,,,; die Anteile jeweils die Elektronen alleine, H; die Wechselwirkung mit dem Strah-
lungsfeld (5.46), und H,,, das elektromagnetische Feld alleine beschreiben:



H = Hmat ‘|'HI ‘|'Hem

Dabei ist
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e Die Operatoren Y’ (¥) und (%) sind die Erzeugunns- und Vernichtungsoperatoren fiir
Elektronen am Orte X.
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e Die Summation iiber den Polarisationsindex ist in die g-Summation gesteckt worden.

e Die Kletter-Operatoren ag und az fiir das Lichtfeld sind im Heisenberg-Bild, also
zeitabhédngig.

e Der gesamte Hamiltonian wirkt in einem Produkt-Raum aus den beiden Fock-Rdaumen
fiir Elektronen und Photonen:

-‘]‘[Materie & -‘7_[Phot0nen .



Feldoperatoren .
Wir wollen zunichs Ireie Elektronen jntersuchen, es ist also V(¥) = 0. Als vollstindiges
Orthonormalsystem fiir die Feldoperatoren der Elektronen bieten sich dann ebene Wellen an,
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Dispersionsrelation
Damit konnen wir H,,,; vollstindig in Kletter-Operatoren ausdriicken:

H,u /d3re_’kr (—%A) cgc%, :
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wobei &, = h2k> /2m als Dispersionsrelation bezeichnet wird, also



Huyy = E =G = Eekn%, (6.14)
k

wenn wir den Besetzungszahloperator n; verwenden.

Die Interpretation von (6.14) ist sehr einfach: Die Energie eines Vielteichenzustanden ist
(ohne Wechselwirkung) einfach die Summe der besetzen Einteilchenniveaus. Man beachte,
dass dies einfache Darstellung zusammenbricht, sobald man die Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den Elektronen beriicksichtigt.
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wobei ¢ wieder den Polarisationsindex beinhaltet. Es ist
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Der letzte Ausdruck (6.16) ist nichts weiter als die Impulserhaltung. Der Anteil H; beschreibt
durch seine zwei Terme in (6.15) zwei Arten von Prozessen:

e Der erste Term vernichtet ein Photon g und ein Elektron 752 und erzeugt ein Elektron 751 ,
dabei ist der totale Impuls erhalten: k; = g+ k3.

® Der zweite Term erzeugt ein Photon q und ein Elektron k; und vernichtet ein Elektron
k. Der Gesamtimpuls ist wegen ky = g+ k;. erhalten.



Vereinfachung
Man kann leicht zeigen, da3 der zweite Term in (6.15) das hermitesch Konjugierte des ersten

1st. Im ersten Term steht namlich

also kann man beim Ubergang zum zweiten Term statt § — —g auch den Austausch ki < k
vornehmen. Dann ist das hermitesch Konjugierte des zweiten Terms gleich
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und das ist gleich dem ersten Term. Der paramagentische Anteil H; der Licht-Materie-
Wechselwirkung schreibt sich also einfach als

Hp = (Ml(kl,kz,i)c{ o aq+h-C-) : (6.17)




Feynman-Diagramme

Die beiden Prozesse, die H 1/ beschreibt, konnen durch einfache Diagramme visualisiert wer-
den. Abb. 6.1 links zeigt den ersten Prozel3, die Vernichtung eines Photons g unter Streuung
eines Elektrons k» nach k;. Das rechte Diagramm stellt den dazu hermitesch konjugierten
Prozel3 dar, die Erzeugung eines Photons unter Streuung eines Elektrons.

Abbildung 6.1: Prozesse erster Ordnung Storungsrechnung in Hj. Der rechte Prozef ist der
hermitesch Konjugierte des linken.

Feynman-Diagramme
Feynman-Diagramme sind die graphische Darstellung
storungstheoretischer Prozesse. Dabei entsprechen die
Linien den beteiligten ein- und ausgehenden Teilchen
und die Vertizes den Matrixelementen der Wechselwir-
kung.




Feynman-Diagramme dienen nicht nur der Veranschaulichung. In der Vielteichentheorie und
in der Theorie der Elementarteilchen steht jedes Feynman-Diagramm fiir einen prizisen ma-
thematischen storungstheoretischen Ausdruck.

Impulserhaltung an den Vertices
Ein Punkt, an dem sich verschiedene Teilchenlinien treffen, heil3t Vertex. Das Kronecker-

Delta in M; verlangt, da} an einem Vertex der Gesamtimpuls der vernichteten gleich dem
Gesamtimpuls der erzeugten Teilchen ist.




Diamagnetischer Storterm

Der Anteil H;' im Hamiltonian enthilt vier Terme, die aus dem Produkt A2 kommen:
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Dabei ist
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Die vier Terme in (6.18) beschreiben Vertices, an denen jeweils zwei Elektronen und zwei
Photonen beteiligt sind. Abb. 6.2 zeigt die zugehorigen Feynman-Graphen. Die Groflen M
und M> legen jeweils fest, mit welcher Wahrscheinlichkeit die zugehorigen Prozesse auftreten
konnen.

(6.19)
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Abbildung 6.2: Prozesse erster Ordnung Storungsrechnung in H] . Die mittleren beiden Gra-
phen beschreiben Beitrige zur Compton-Streuung. Die rechten beiden Dia-

gramme sind die hermitesch Konjugierten der linken.

Compton Streuung

Die mittleren beiden Graphen in der Abbildung zeigen die Streuung eines Photons an einem

(freien) Elektron, also die Compton-Streuung (“ein Photon” ist es ja eigentlich nicht — es wird
ein Photon vernichtet und ein anderes erzeugt, zumindest kann man es sich so veranschauli-
chen). Die anderen beiden Diagramme beschreiben Emissions- und Absorptionsprozesse mit
zwel Photonen. An einem Vertex, der durch H I” erzeugt wird, sind immer zwei Photonenlinien

beteiligt.



Nichtrelativistische Bremsstrahlung

Im folgenden untersuchen wir die Streuung eines Elektrons an einem Potential, z. B. einem
feststehenden (weil im Vergleich zum Elektron schweren) Kern. Das geladene Teilchen wird
dabei beschleunigt und strahlt Energie in Form von Photonen ab. Dieser Effekt ist als Brems-
strahlung bekannt, er wird in jeder Zahlartzpraxis benutzt um geeignete Strahlung fiir Ront-
genaufnahmen zu produzieren. Es soll v/c < 1, also der nichtrelativistische Grenzfall gelten.

Storterme

Wir interessieren uns nur fiir die Emission eines einzigen Photons, also ist H; der Wechselwir-
kungsterm. AuBerdem soll auch das Potential Vi (7) eines Kerns aus dem Target als Storung
behandelt werden. Der gesamte Storoperator lautet somit

Vo = Hj + Vg(7) .

Wir bemerken, dass H, hier nicht vorkommt, da der diamagnetische Term in niedrigster Ord-
nung die Rutherford-Streuung beschreibt. In zweiter Quantisierung haben wir

H = Y (Ml(zl,%z,ﬁ)cglczzagl—i—h.c.) (6.20)
ki k2.4

und
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Keine Impulserhaltung
Die explizite Form des Storpoentials ist
1 3 ik =)y, 1 - 22
VK = VHZ /d re i(ky 2)rVKC%1C7€’2 - VHZ K(kl_k2)c%]czz

ki ,ka ki,ko

Das Potential Vi ist reell, also ist die Fourier-Transformierte Vg hermite-symmetrisch, d. h.
Vi (—k) =Vg(k).

Wir beachten, dass der Gesamtimpuls nicht erhalte ist, denn der Hamiltonian ist nicht
translationsinvariant. Bei der Streuung an Vx kann Implus an das Gitter abgegeben werden.

Goldene Regel
Mit dem Storoperator V; sollen nun Uberginge induziert werden. Fermis goldene Regel fiir
die Ubergangsrate lautet
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mit

My = Mi(;) + Ml.(]%) :
Die Energien E; und Ey bedeuten die Gesamtenergien von Elektronen und Strahlungsfeld vor
und nach dem Ubergang. Anfangs- und Endzustand sind

. k>
i) = c%\O) . Kein Photon, ein Elektron 7k. E; = Gy (6.22)
. 276’/2
f) = c;ag|o> . Ein Photon 7, ein Elektron ik’. Ej = +heg  (6.23)
m

Dabei ist ¢ = |G| .
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Abbildung 6.3: Zur Geometrie der elastischen Streuung. Die Fliche Ao des einfallenden
Strahles ist Ao = 2wAb und der ausfallende Raumwinkel AQ.

Angenommen, ein Teilchenstrom der Dichte j; (Teilchenzahl pro Fliche und Zeit, i fiir
‘initial’) trifft auf ein Streupotential. Dann wird ein Detektor, der im Raumwinkel-Element
dQ und im Bereich der Impulsbetrige zwischen k' und k' + dk’ die gestreuten Teilchen zihlt,
eine gewisse Zihlrate (Ereignisse pro s) messen. Diese Rate ist gleich

Voo, |

wobei do ein differentialles Flichenelement senkrecht zu einfallenden Teilchenstrom j; ist
und T';_, r die Ubergangsrate in den Endzustand k', sieche Abb. 6.3.
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Allgemeiner Streuquerschnitt

Wir miissen im folgenden etwas genauer spezifizieren, was der Detektor eigentlich mif3t. Falls
der Detektor wellenldingendispersiv arbeitet, ist die interessierende GroBle

d*o 1 Vv
K,Q) = — KT
T jim)p3 " T
Der Streuquerschnitt ist ein Mal} dafiir, wie stark das Streuzentrum in den Raumwinkel d€2
und in den Impulsbereich zwischen k' und &k’ + dk’ streut.

Differentieller Streuquerschnitt

Angenommen, der Detektor ist nicht nur fiir den Impulsbereich dk’ um k herum empfindlich,

sondern zdhlt einfach alle in dQ2 gestreuten Teilchen ohne Riicksicht auf ihre Energie. Man
integriert dann die linke Seite von (6.24) iiber dk’ und nennt

do 1 V
Q) = — KT, rdk
=3 (275)3/ /

den differentiellen Streuquerschnitt fiir die Streuung nach Q.




Endzustinde bei der Bremsstrahlung

Im Fall der Bremsstrahlung gibt es allerdings noch eine Komplikation. Man hat es ja nach
der Streuung mit zwei Teilchen zu tun, dem Elektron Ak’ und dem Photon hq. Die Energie
des Photons ist nicht festgelegt, sondern gehorcht einer gewissen Verteilung. Der Detektor fiir
die Photonen soll wellenldngendispersiv arbeiten, der fiir die gestreuten Elektronen dagegen
nicht. Den bei der Brensstrahlung interessieren wir uns in erster Sicht fiir die Wellenldnge
des erzeugten Photons (wichtig fiir Anwendungen wie Rontgenaufnahmen), aber nicht fiir die

Energie des gestreuten Elektrons.

Wir fragen also jetzt nach dem differentiellen Streuquerschnitt fiir die Streuung eines Elek-
trons in den Raumwinkel d€2;, unter Aussendung eines Photons mit einem Impuls zwischen
fig und 7i(g+ Ag) in den Raumwinkel d€2;. Man schreibt diese GroBe als

d’c
(Q_’UQ7Q_') .
dQpdQgzdg " * 1
7 7/
Geschwindigkeiten: v .= % und Vo= %
. Vv
->Teilchenstrom: j; = —
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o
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Storungsrechnung erster Ordnung
Der Anteil Vx enthilt keine Erzeuger fiir Photonen, also kann er in erster Ordnung kei-

ne ﬁberg'zinge zwischen (6.22) und (6.23) verursachen. Den einzigen Beitrag wird der h.c.-

Term in Hj liefern. Seine Terme sind proportional zu cg cr, a;fi, und das zugehorige Feynman-

1

Diagramm zeigt Abb. 6.1 rechts. Allerdings gilt Impuls- und Energie-Erhaltung, und diese
beiden Forderungen lassen sich nicht gleichzeitig erfiillen. Das siecht man so ein:

Sei p* der Viererimpuls des eintreffenden und p’# der des austretenden Elektrons, ferner
g der des Photons (wir setzen tempordr /i = 1). Dann gilt

m2c? — pﬂpﬂ — (p/pt +qﬂ) (P; +Cly> _
Die rechte Seite ergibt mit ¢*¢, = 0 (das Photon ist massenlos):
m*c®+0+ p¥q,+q'p, = m*c>+2p'q,

Daraus folgt p'#g, = 0.Im Ruhesystem des austretenden Elektrons ist

hos
p" = (mc,0) und ¢ = ( Cq,ci> ,

also gilt
p*q, = mchog = 0.

Die Energie des Photons verschwindet, den betrachteten Prozef3 gibt es also nicht. Die Brems-
strahlung ist ein Effekt zweiter Ordnung Storungsrechnung mit Vj.



Storungsrechnung zweiter Ordnung

Das Matrixelement Ml-(]%) lautet

M? — D (fVolm) (m|Voli)

it Vo = H +V 6.26
El_Em_l_lnh mi 0 I+ K ( )

m

was wir aus der QM-I, Theorie der Storungsrechung, wissen. Um in der folgenden Rechnung
nicht den Uberblick zu verlieren, bedarf es etwas Buchhaltung. Fiir den Zwischenzustand |m)
gibt es zwei Moglichkeiten, damit der Zdhler unter der Summe nicht verschwindet.

(a) Zwischenzustand ohne Photon

Der Zwischenzustand enthilt kein Photon, sondern nur ein “intermedidres” Elektron mit Im-
puls 7k,

7’-127{’2
ma) = [0),  En= %
Der Zihler von (6.26) lautet
(f|H] + Vi |ma) (ma|Hp + Vk|i) = (f|Hjlma)(ma|Vkli) , (6.27)

denn H| erzeugt mit seinem h.c.-Anteil genau das im Endzustand bendtigte Photon, Vg hinge-
gen gar keines. Den Feynman-Graphen zeigt Abb. 6.4 links.




(b) Zwischenzustand mit Photon

Der Zwischenzustand enthilt ein Photon mit Impuls ¢ und ein Elektron mit Impuls h%z, Ein
Photon 74, ein Elektron 7k, .

i y _ PR
— _ Z
imp) = C%Zaﬁ‘m’ E, = - + hicq .
Der Zihler von (6.26) lautet
(fIVk|mp) (my|Hli) , (6.28)

und der Feynman-Graph ist in Abb. 6.4 rechts zu sehen. Von H; in den Matrixelementen

(2)

schldgt immer nur der h.c.-Teil zu, der andere liefert keinen Beitrag. Die Summe in M l.]% geht

dann iiber alle 7{} des imtermididren Elektrons und iiber die Fille (a) und (b).

Die Emission der Bremsstrahlung 1duft also in zwei Stufen ab: der Streuung am Kern und der
Emission eines Photons (oder umgekehrt). Es folgt die Berechnung der Matrixelemente.



(a) Zwischenzustand ohne Photon - Matrixelemente

Zu berechnen ist (6.27). Es ist
(ma|Vkli) = (Oleg E cl VK(k1 k2) ¢ 2 [0)

-

- Eékz,k )6%2,% = Vi (k. —k)
k1,ka
und

(FlHma) = (Olepag Y Mk ko, — 611)6% cr, as ¢t 10)
k1 k2 41

— E (0] ( Cpcy ) <aqagl) (cﬂ . ) 0) My (ky, ka2, —G1)
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Der erste Beitrag zu Ml-(]%) ist also unter Beachtung von ii;gG = 0

W = 5 U Vel o _en foane (@R D) (77 %)
. a = - — _ = — .
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Wegen der Erhaltung der Energie,

hZ%/Z h2k2
Ep= T heg = B = TC

1aBt er sich auch als

7Rl . hg- k' hg?
N, = hcq—z—q——cj-k’ — Ticq (1 ¢r M (6.29)
m m mecq — 2mcq

schreiben. Der zweite Term in der Klammer ist aber

wobei v/ die Geschwindigkeit des Elekrtons nach dem Stoss ist. Der dritte Term von (6.29)
ist nochmals von der Groenordnung v/c kleiner, da ¢ wesentlich kleiner als die Elektronen-
Impulse sein soll. Deswegen nihert man fur den nichtrelativistischen Fall N, ~ hcqg = hwyg.



(b) Zwischenzustand mit Photon - Matrixelemente

Die Rechnung geht analog zum Fall (a) und das Ergebnis fiir den zweiten Beitrag in Ml-(]%) ist

Z (f|Vi|mp) (mp|HJi) w0 eh [2mhc? V(G+K —k)iiz-k
Ei—Eb+imh me |\ Vg h2<%2—(§—%)2>/2m—hcq

Fiir den Nenner gilt wieder

12 k2 2?2 Bk KRG k
Nb:——< q+ _ 24 — heq

2m 2m 2m m

hg?:  ha-k
— —hCQ(l—l— 4 — 9 )%—h(ﬂgj.

2mcq  mcq

Summe der Matrixelemente - Kernpotential
Die beiden Zwischenzustinde (mit und ohne Photon) zusammen ergeben nun

K —k) i
2)  a4((2) (2) _eh 2mhc? ( ) q. . =, -
;= M (a)+ M (b) = _mc’/ Vo o Vk(G+K —k) . (6.30)




Bisher haben wir iiber das Kernpotential keine genauere Aussage gemacht. Ab jetzt soll jedoch

Ze?

r

Vk(F) =

sein. Fiir die Fourier-Transformierte Vgk gilt dann

—

. 702 —ik-7 7 2 1\ Ae— ik
ek = -2 [ g3 = 28 [ () 2
V Jv r V Jv

Zweimalige partielle Integration und die Ersetzung

1
A— = —4md(7)
r

ergibt

L~ Zeé? 1 A Ze?

Vkk = — A=) e TPy = — . 6.31

K Vk2/v< r) ¢ ' Vi2 (6-31)
Damit wird
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Niederenergiestreuung
Wir nehmen nun an, dal3 die Energie des Photons w := wg viel kleiner ist als die der Elektro-
nen, und setzen

S 02 SN2 ) 2
(G+F %) ~ (F=F) = (ak) = %(AV)Z.

Daraus folgt gleichzeitig |V| = [V/|, denn wenn das Photon vernachléssigt wird, ist die Streuung
des Elektrons elastisch. Fiir die Ubergangsrate ergibt sich so

2

64n* Z2e0 1% (iAV)*

V3wdm?* (AV)*

(2)
My

S(E;—Ey) .

| 2

Ist O der Winkel zwischen der Geschwindigkeiten v und ¥’ vor und nach dem Stoss, dann gilt
noch 5

AV| = 2vsin— .
|AV] vsin

Differentielle Streuquerschnitt fiir die Bremsstrahlung
Der differentielle Streuquerschnitt (6.25) kann jetzt berechnet werden:

= = ¢* | Ti k2 dk =
dQ;,dQdq v \ (2m)3 it

64Tt ZP 1P / (ii - AV)* k2
- (2n)w3m? 16V sin* %

O(E;i—Es)dK



do 64n*Z2 12 ebq / ii- AV) k’2

= S(E; —E)dk
dQ;,dQzdq (27)5w3m* 16V sm4 L1 7)

Hier bahnt sich schon ein Rutherford-Streuquerschnitt an. Im Integranden hingt nur k> und
die 8-Funktion von &’ ab, auBerdem ist

2E? R DMy
S(Ei—Ef) = 6( - = ?é(k’z—kz).

2m 2m

Das Integral 146t sich jetzt leicht ausfiihren:

12272 72 I 72 _ = -
/ka(k —k)dk_/z\/ C-Byag =5 =2

Zusammen mit ¢ = w/c wird dann

d’c VAN AV)e
dQudQqdw — m2vAsin* Y 16722 fiw

(6.32)

Im ersten Faktor erkennt man den Rutherford-Streuquerschnitt wieder, und der zweite Faktor
gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir an, zusitzlich noch die Emission eines Photons der
Energie nwz im Raumwinkel d€2z zu beobachten.
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