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Ruckblick: Invarianzen der Schroédinger-Gleichung

. . P K2
Freies Teilchen: H=" =_"A.
2m 2m

1) Translationen: ' =z —a,y =y,2' =2,t' =1t.

2) Rotationen: ;=) a;
Drehungen sind dadurch charakterisiert, da3 sie die Lange invariant lassei
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xj = QjpQj1TEL] = ZE]-.
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Hieraus folgt dann?
Za’jka]’l = 5kl und Zaikajk = 5@',
j k

Kompakt:  mit A = (ay;) A-A*=A* A=T1.

3) Galilei-Transformationen: Das gestrichene Koordinatensystem bewegt sich gleichmiBig
mit der Geschwindigkeit v gegeniiber dem ungestrichenen:

r=xz—vt, y=vy, =2 t =t



Die Schrodinger-Gleichung
0 h?
h— (7, t) = ———AU(T, t I.1.6
tho $(T,t) = — o~ AP(T't) (I.1.6)
transformiert sich kovariant unter diesen Transformationen, d.h. sie ist forminvariant beim Uber-

gang zu den neuen Koordinaten:

h 2 (1) = — T A ) (I.1.7)
Zat' T’_2m ', 1). A,

Dies wollen wir im folgenden explizit iiberpriifen.

zu 1) Nach Kettenregel ist
0 oO0r 9 0

= = [.1.8
oz’ 0Ox'0x Ox’ (1.1.8)
was natiirlich trivialerweise auch fiir die Ableitungen nach y, z und ¢ gilt. Mit
Y'(a) = ¢¥'(z — a) = Y(z) (1.1.9)

ist die Kovarianz der Schrodinger-Gleichung unter Translationen offensichtlich.



zu 2) Zunichst iiberlegen wir uns, wie sich Ableitungen unter Rotationen transformieren. Nach
Kettenregel gilt

0 dx; o 0
— —J — G — I.1.10
Bcpk ; 8.’.Ek (927; ; ik (927; ( )
Hiermit ergibt sich fiir das Transformationsverhalten des Laplace-Operators:
0? 0 0
A = a—mlzc = Z Z ik % 8—.’13‘;
k kg, J
0 0 0? ,
— Z(Sjlﬁa:’- 8_1:; = Diewr = A'. (I.1.11)
gl J j J

Mit ¢/ (1, ') = (7, t) ist dann die Kovarianz unter Rotationen sichergestellt.

zu 3) Fir die Impulse in den beiden Systemen gilt

/

Dy = Pe — MV, Dy =Dy, P, =D (1.1.12)
Der Impulsoperator in den beiden Systemen hat die Form

. RO ., hd

= T A = - —. 1.1.13
P 1 Ox Pa i Ox' ( )



Im folgenden werden wir zeigen, da3 die Forminvarianz der Schrodinger-Gleichung unter
Galilei-Transformationen durch die Transformation

Y7, 1) = e KMy (71 1) (1.1.14)

der Wellenfunktion gewéhrleistet wird. Es gilt:

h 0
(7 t) = (P, + mu)Y(F,t) = L 5 —|—mv] ™R ! (77 1)
op' B O S
= R P L . I.1.1
e Za:plw(r,t) e oo (v t) (1.1.15)
Hieraus folgt analog
Bo2(7,t) = e~ 5™ gl ! (77, 1), (L1.16)

Eingesetzt in die Schrodinger-Gleichung erhalten wir

_ 0 I o5 o -
0 = [ing - o @ i+

_ o imoa! [z-h_ - (pgg + + pf)] G (7, 1). (1.1.17)
m



Damit diese Gleichung erfiillt ist, muf} offensichtlich

d ., - 1 7+ . . .
iho ' (7, 8) = o= B, +7, + 5, | 0, ¢) (L1.18)
m

gelten. Wichtig ist nun, da3 offensichtlich aus Gleichung (I.1.14)
2

(7 ) = |y'(r, t)

folgt, d.h. die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdichten der urspriinglichen und transfor-
mierten Wellenfunktionen sind gleich und damit auch die von ihnen beschriebene Physik.

(1.1.19)

Wir haben also gesehen, daB3 die Schrodinger-Gleichung forminvariant unter den genannten
Transformationen ist. Insbesondere erfiillt sie das klassische Relativititsprinzip: Zwei Beobach-
ter, die sich relativ zueinander mit der Geschwindigkeit v bewegen, sehen physikalische Ereig-
nisse in gleicher Weise.

Wir wissen allerdings aus der Mechanik, da} Galilei-Transformationen nur fiir v < c richtig
sind. Fiir eine korrekte Formulierung des Relativitatsprinzips miissen wir beriicksichtigen, dafl
die Lichtgeschwindigkeit c in allen Bezugssystemen gleich ist.



Wiederholung: Relativitatstheorie

Bevor wir uns mit der relativistischen Erweiterung der Quantenmechanik beschiftigen, wollen
wir den dazu notwendigen Formalismus aus der Relativitdtstheorie rekapitulieren. Damit 1483t
sich dann die Galilei-Invarianz zur Lorentz-Invarianz verallgemeinern.

Zunichst sei daran erinnert, da3 wir statt der Galilei-Transformation Lorentz-Transformationen

! T — vt / / ! ct —
T = , Y=y, 2=z ct= <. (1.2.1)
Vv1—v%/c? V1—v%/c?
betrachten miissen. Spater werden wir hiufig die Abkiirzungen
v 1
G = - und = —— (1.2.2)
c 7 1 — (3?

verwenden.

Wie sich herausstellt, ist die Schrodinger-Gleichung nicht invariant unter Lorentz-Transformationen,
weshalb eine relativistische Verallgemeinerung notwendig ist.



Im folgenden soll an den relativistischen Formalismus erinnert werden, den sie wahrscheinlich
schon in der Mechanik- und/oder Elektrodynamik-Vorlesung kennengelernt haben. Wir setzen

zunachst

Li=ct, =z, 22:=y, 2*:=z (I1.2.3)

und definieren den (kontravarianten) Vierervektor?

ot = (20, 2t 22, 2%) = (20, %) = (20, 7) (1.2.4)

Hierbei ist es entscheidend, da3 der Index p oben steht. Wir werden spiter auch einen Vektor
x, einfithren, der aber von z# verschieden ist. AuBerdem muf3 man sich daran gewohnen, daf}
z# sowohl den gesamten Viervektor als auch eine einzelne Komponente bezeichnen kann. L.a. ist
jedoch aus dem Zusammenhang klar, was gemeint ist.

In diesem vierdimensionalen Minkowski-Raum definieren wir nun eine Metrik durch das Ab-
standsquadrat

2 = AP -ty - = -
=: gurtz” 1.2.5)

mit dem metrischen Tensor

(1.2.6)

uv = gwj =

o o o =
o
I
—



Genauer muf3 man sagen, dal} es sich um eine pseudoeuklidische Metrik handelt, da sie nicht
positiv-semidefinit ist. Abstinde, fiir die s? < 0 ist, bezeichnet man auch als raumartig. Ereignis-
se, die einen raumartigen Abstand haben, konnen sich nicht gegenseitig beeinfluBen®. Ereignisse
mit s2 > 0 bezeichnet man als zeitartig. Hier ist eine gegenseitige Beeinflussung oder Kom-
munikation moglich. Ist s> = 0, so spricht man von einem lichtartigen Abstand. Hier ist eine
Kommunikation nur iiber Signale moglich, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten.

Man beachte, dafl wir in Gleichung (I1.2.5) die sogenannte Einsteinsche Summenkonvention ver-
wendet haben. Diese besagt, dal} iiber doppelt vorkommen Indizes, von denen einer oben und
einer unten steht, zu summieren ist (von 0 bis 3). Wir werden diese Konvention im folgenden
immer verwenden, ohne jedesmal explizit darauf hinzuweisen.



In Analogie zur Beschreibung von Rotationen wollen wir Lorentz-Transformationen durch eine
(reelle) Matrix A*, charakterisieren:

" = A", 2. (1.2.7)

Dabei ist zu beachten, dal} der erste Index oben, der zweite unten steht!

Lorentz-Transformationen sind nun dadurch charakterisiert, da sie den Abstand s? invariant
lassen. Genau wie bei den Drehungen® aus Kap. 1.1 fiihrt dies zu Bedingungen an die Matrix
A#

2 _ oty Al A2
§° = gurhr” = g A 2PN 2 = gppxPc” = 57, (1.2.8)

woraus folgt 9N N 5 = gon (1.2.9)

bzw. in Matrixdarstellung

AlgA = g. (1.2.10)

Die Gesamtheit aller Lorentz-Transformationen bildet eine Gruppe®, die sog. Lorentz-Gruppe.
Speziell die “Standard”-Lorentz-Transformation (I.2.1) wird durch die Matrix

v =By 0 0 cosh( —sinhé 0 0
—By v 00 —sinhé coshé 0 0
Lo —
Ay = 0 0 1 0] 0 0 10 1211
0 0 01 0 0 01

beschrieben, wobei wir die sogenannte Rapiditit £ eingefiihrt haben, die durch tanhé = 3
definiert ist.



Neben dem kontravarianten Ortsvektor x# fithren wir nun einen kovarianten Vektor x i ein:

Ty, = g’ = (ct,—7) (1.2.12)

mit der Umkehrung
zt = g*"r,. (1.2.13)

Durch Multiplikation mit g*” bzw. g,,, konnen also Indizes herauf- bzw. herunter gezogen wer-
den. Dies hat u.a. den Vorteile, da3 gewisse Effekte der Metrik bereits in den Vektor eingebaut
werden kOnnen, was spiter eine kompaktere Darstellung erlaubt. Fiir die bekannte euklidische
Metrik ist g,, = 1 und es gibt keinen Unterschied zwischen ko- und kontravarianten Vektoren.

Die Konsistenz der Gleichungen (I1.2.12) und (I.2.13) wird durch
9uwpg” = 0, (1.2.14)

sichergestellt, wobei 5; das bekannte Kronecker-Delta bezeichnet.

Fiir die Lorentz-Transformation A definieren wir analog:

A = g A ,g” (1.2.15)
=: A" (1.2.16)
= guaAY. 1.2.17)

Dies gilt allgemein fiir Objekte mit zwei Indizes.



Die Bezeichnung “kovariant” und “kontravariant” spiegelt das unterschiedliche Transformati-
onsverhalten der entsprechenden Vektoren unter Lorentz-Transformationen wieder

Auf Grund von Gleichung (I.2.7) wird das Transformationsverhalten des kontrava-
rianten Vektors z# durch die Matrix A¥#, beschrieben. Im Gegensatz dazu, transformiert sich der
kovariante Vektor mit der Matrix A,”, denn:

Az, = gt ,97z, = gt 2P = gz = :cfu, (1.2.18)
wobei wir im ersten Schritt mittels (I.2.15) die Indizes von A verschoben haben. Im zweiten

Schritt wurde (1.2.12) ausgenutzt, um den Index des Ortsvektors zu verschieben, und schlieflich
1.2.7).

Wir wissen nun, wie sich Ortsvektoren unter Lorentz-Transformationen verhalten. Ein analoges
Verhalten findet man bei allen Vierervektoren. Man definiert daher:

Ein kontravarianter Vierervektor a* transformiert sich wie z#, d.h. gemill Gleichung (I1.2.7) mit
AP :

a™® = A*,a”. (1.2.19)

Ein kovarianter Vierervektor a,, transformiert sich dagegen wie z, mit A,”:

a, = A, a,. (1.2.20)




Als néchstes wollen wir die Wirkung von Lorentz-Transformationen auf Ableitungen untersu-
chen. Dazu definieren wir die Ableitungsvektoren

0 10 0 0 0 0 =
- = _— pum— —_— :: 1.2.21
oz (c@t’am’ay’az) (Bct’v) On ( )

0 10 0 0 0 0 >
— =555 | =|5-,—-V ) =0 [.2.22
Oz, (c ot" 0Oz Oy 82) (8015 ) ( )
Wie die Bezeichnung 8, und 0* schon andeuten, transformieren sich die entsprechenden Vek-

toren kovariant bzw. kontravariant, also genau umgekehrt, wie die Ortsvektoren, nach denen
abgeleitet wird.

und

o' = A, 1", (1.2.7)

Zum Beweis gehen wir von Gleichung (1.2.7) aus und multiplizieren diese mit’ g, AAA o

g\ oz = g AP AP (1.2.23)
Hieraus folgt unter Beachtung von (1.2.9)

z, = A, 7). (1.2.24)
Unter der Beriicksichtigung der Kettenregel ergibt sich

0 om0 _,, 0
Ox!, Oz O, "oz,

(1.2.25)

womit die Kontravarianz von 0* gezeigt ist. Die Kovarianz von 9,, folgt analog.



Aus Gleichung (1.2.24) folgt nach Multiplikation mit A ,”

z, = ASfr, = AN T (1.2.26)
und somit
AP, =6 (1.2.27)

Dies bedeutet, dafl die Transformationsmatrizen fiir ko- und kontravariante Viervektoren im we-
sentlichen invers zueinander sind. Genauer gilt in Matrixdarstellung:

kontravariant: z' = Az, (1.2.28)
kovariant: r = (A_l)t:c. (1.2.29)

Es ist niitzlich zu wissen, da3 das Skalarprodukt
a, b’ = g,,d"V" = a"b, (1.2.30)

zweiler Vierervektoren a,, b* invariant unter Lorentz-Transformationen ist (Aufgabe 1g). Somit
ist z.B. sofort klar, da} der d’ Alembert-Operator

1 0%
O:=0,0" = 7 50 \V& (1.2.31)

ein invarianter Skalar unter Lorentz-Transformationen ist.



Wir betrachten nun ein elektromagnetische Feld mit Skalarpotential (7, ¢) und Vektorpotential
A(r,t), die zusammen einen Vierervektor

A* = (p, A) (12.32)

bilden. Die Felder erhilt man dann wie iiblich iiber

E=-Vp— === B = rot A. (1.2.33)

Weiterhin miissen wir uns mit den relativistischen Eigenschaften der Grundgrof3en der klassi-
schen Mechanik befassen. Wir betrachten daher ein Teilchen mit der Ruhemasse my und der
Ladung e. Dieses befinde sich in einem elektromagnetischen Feld, das durch das elektromagne-

-

tische Potential (¢, A) beschrieben wird.

Wie aus der Meéhanik-Vorlesung bekannt, ist die relativistische Masse durch
Mo

V1—v%/c? -

gegeben. Die mechanische Energie mc? und der mechanische Impuls I1 = m# bilden zusammen
den (kontravarianten) Vierervektor

(1.2.34)

II* = (me, ). (1.2.35)

Dessen Betrag ist wegen
[I,I1* = m*c® — II” = mjc? (1.2.36)

invariant unter Lorentz-Transformationen.



Beriicksichtigt man die Kopplung an das elektromagnetische Feld, so kommt man zum kanoni-
schen Impuls

p_qea Can_ (E -
mit pr=1r"4 A% = (C,p (12.37)

E = mc® + ep = ymyc® + e, — O+ -A. (1.2.38)

QIC‘D

In niedrigster Ordnung liefert die Energie den bekannten nichtrelativistischen Ausdruck:
2 , M 9 2
E:mc+5v +ep+ O(1/c%). (1.2.39)

Die Dynamik der klassischen relativistischen Mechanik folgt dann aus der Hamiltonfunktion

H(7,§) = ep(, 7) + \/ m2ch + ¢? (p - —A) (1.2.40)
Die kanonischen Gleichungen

d° OH  df  OH

= — = 1241
dt 0p’ dt or ( )
liefern dann die erwarteten Beziehungen
dr dii . 7 5
— = — =e|E+-XxB 1.2.42
a - dt [ T ] ! (1242)

d.h. gerade die Lorentz-Kraft.



Als nachstes:

Die Klein-Gordon-Gleichung



Klein-Gordon-Gleichung:

Wir versuchen nun, eine relativistische Grundgleichung mittels des Korrespondenzprinzips ab-
zuleiten. Dazu werden wir die klassischen GrofSen Energie E und Impuls p durch Operatoren
ersetzen:

0 R
EF— ih@’ p — —ihV, (1.3.1)
bzw. fiir den Vierervektor
E —
pl = (—,ﬁ) — th (i, —V) = ho*. (1.3.2)
C Ooct

Offensichtlich liefert eine solche Ersetzung im Energiesatz E = H (7, ) mit der klassischen
nichtrelativistischen Energie £ = % gerade die Schrodinger-Gleichung.

Als einen ersten Versuch zur Ableitung einer relativistischen Theorie nehmen wir nun die Sub-
stitution (I.3.1) im relativistischen Energiesatz (1.2.40) vor. Dies liefert die Wellengleichung

2
ih%@b(ﬁ t) = |ep+ \/mgc‘1 + 2 (?6 — - ) Y(7,t), (1.3.3)

die im wesentlichen einer Schrodinger-Gleichung mit relativistischem Hamiltion-Operator H
entspricht, da nur Zeitableitungen erster Ordnung auftreten.



Die Entwicklung nach 1/c? liefert die nichtrelativistische Schrodinger-Gleichung:

2
\/ 2ct + 2 (?6 iff) = mgc?
1 (A e- 1
= med + —— (—_v _ SA) +0 (g) . (134)

Der Beitrag der Ruheenergie mqc? 4Bt sich durch die Transformation

.M C2
(7 t) = ek (7 ) (13.5)
wegtransformieren, so daf fiir ¢(7, t) die nichtrelativistische Schrodinger-Gleichung

2
zh%¢(f’,t)= [ - (hV——A) + e

2mgy \ 1

&(7, 1) (13.6)

resultiert.



Obwohl die Wellengleichung (I.3.3) relativistisch konstruiert wurde, so birgt sie doch einige
Probleme:

e Formal gibt es eine Asymmetrie zwischen Raum- und Zeitableitungen. Wéahrend nur 1. Ab-
leitungen nach ¢ auftreten, stehen unter der Wurzel auch 2. Ableitungen nach den Ortsva-

riablen. Diese Asymmetrie verschleiert etwas die relativistische Invarianz, die schwer zu
erkennen ist.

e Neben diesem dsthetischen Problem gibt es auch ein mathematisches. Der Quadratwurzel-
operator ist nicht einfach definiert. Um damit Rechnen zu kdnnen, muf3 man die Wurzel
entwickeln. Dabei konnen néturlich Probleme wie Konvergenzbereich etc. auftreten. Auch
physikalisch ist dies unbefriedigend. Bei einer Entwicklung treten beliebig hohe Poten-
zen des Differentialoperators auf. Dies entspricht dann einer nichtlokalen Theorie, da dies
- dhnlich wie einer Taylorreihe - bedeutet, dall der gesamte Verlauf der Wellenfunktion
wichtig ist, und nicht nur der “in der Nidhe” des betrachteten Punktes.

Ein moglicher Ausweg zur Losung dieser Probleme besteht in der Beseitigung der Wurzel im
Energiesatz durch Quadrieren:

N2
(B — ep)? = m2c* + & (ﬁ— 9A) . 13.7)
C

Damit nimmt man aber in Kauf, dal man es nun mit zwei Losungen zu tun hat, ndmlich

N2
E=ep+t \/mgc‘1 + c2 (ﬁ— EA) . (1.3.8)
c

Insbesondere existiert also eine Losung mit negativer Energie. Dies fiihrt zu gewissen Problemen,
wie wir noch sehen werden.



Das Korrespondenzprinzip angewandt auf Gleichung (I1.3.7) liefert dann

0 ? A= ?
h— — — — —A
(75 =¢) —(39-24)

bzw. nach Division durch (ihc)?
o+ 2a) (0 + ar) £ ™ iz =0 a3.00)
# o Re fic h? o o

Dies ist die Klein-Gordon-Gleichung, die 1926 unabhédngig vom schwedischen Physiker Oskar
Klein und dem Deutschen Walter Gordon gefunden wurde®.

Y(F,t) = macty (7, t) (1.3.9)

Die relativistische Invarianz der Klein-Gordon-Gleichung ist in der Darstellung (I1.3.10) offen-
sichtlich, da das Skalarprodukt des Vierervektors 8, + %Au mit sich selbst ist nach Aufg. 1g

invariant ist. Mit der Transformation ¢'(r/, ') = (7, t) wird die relativistische Invarianz sicher-
gestellt. Wir haben es also mit einer skalaren Wellenfunktion zu tun.

Speziell fiir freie Teilchen reduziert sich die Klein-Gordon-Gleichung auf

2.2
(D N m7;,2c ) W(F 1) = 0 (13.11)

mit dem in (I.2.31) definierten d’ Alembert-Operator .



e
entspricht einer klassischen Wellengleichung mit einem zusatzlichen Massenterm. Als Losungen
ergeben sich ebene Wellen

Die freie Klein-Gordon-Gleichung (1.3.11) (EI +

b(7,t) = e wPue" = gpye a(Bt=F) 13.12)

wobei der Zusammenhang zwischen Energie £ und Impuls p durch die relativistische Dispersi-

onsbeziehung

EZ

= - ? = mac? (1.3.13)
gegeben sein mul}. Wie erwartet gibt es daher Losungen mit positiver und negativer Energie

E = tcq/mic? + p?. (1.3.14)

AE

mgc? Spektrum der freien Klein-Gordon-Gleichung

—
2

-mgc? |y

Masse myg. Zustinde mit Energien zwischen —mgc? und mgc? existieren nicht.
0 0 0

diskutieren werden, ist die Interpretation der Zustinde mit £ < 0 als Antiteilchen.

Dies ist in Abb. I1.3.1 dargestellt. Wie man sieht, gibt es eine Liicke auf Grund der endlichen

Ein nach unten unbeschrinktes Spektrum fiihrt aber zu Stabilititsproblemen, da im Grundzustand
die Energie minimal® sein sollte. Eine mogliche Losung, die wir im nichsten Kapitel genauer



Kontinuitatsgleichung und Interpretation der Wellenfunktion

Wie bei der Schrodinger-Gleichung stellt sich auch hier die Frage nach der Interpretation der
Wellenfunktion. Im Falle der Schrodinger-Gleichung konnte eine Kontinuititsgleichung

Op
ot

hergeleitet werden, die eine Interpretation von

+divi=0 (1.3.15)

p(7,t) = (7, t)[* (13.16)

als Wahrscheinlichkeitsdichte nahelegt. Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsstromdichte ist be-

kanntlich durch 5

J= %(1/)*%!) — YVyT) 1.3.17)

gegeben.

In einer relativistischen Theorie erwartet man eine dhnliche Kontinuititsgleichung, die sich in
kovarianter Form schreiben 148t als
oug" = (1.3.18)

mit dem Strom-Viervektor

-,
7

g* = (cp, J)- (1.3.19)



Wir wollen nun fiir die Klein-Gordon-Gleichung eine solche Beziehung ableiten und gehen dabei
vor wie im Falle der Schrodinger-Gleichung. Dazu multiplizieren wir die (freie) Klein-Gordon-
Gleichung von links mit %* und ihr konjugiert-komplexes'® von links mit 1) und subtrahieren die
Gleichungen voneinander:

2.2 2.2
0 = ¢ (auaum%c )¢—¢(auaﬂ+m°c )¢*

h
= 0, (Y o'y —Yoty’). (1.3.20)
Der Ausdruck in der Klammer ist im wesentlichen die gesuchte Stromdichte j#. Aus Dimensi-
onsgriinden fiigen wir noch einen Faktor ﬂ ein:
, th
j* = (P 0Hp — o*yr). (1.3.21)
2m0

Damit gilt dann die Kontinuititsgleichung (I.3.18). Der eingefiihrte Faktor stellt dabei sicher, daf3
1) die 0.-te Komponente die Dimension (1/Volumen) einer Wahrscheinlichkeitsdichte hat und 2)
der nichtrelativistische Grenzfall korrekt wiedergegeben wird.

-,

Explizit haben wir fiir den Stromanteil g_"in J* = (cp, 7)

-

J=

(¥ Ve — V"), (13.22)

22m0

also den gleichen Ausdruck (I.3.17) wie in der nichtrelativistischen Quantenmechanik. Fiir den

Dichteanteil p ergibt sich aber
th w oY*
— ) 1.3.23
P 2mgc? (lb ot ot ) ( )




Cin (0 oy
P omec? (¢ E_Q’b ot )

Diese GroBe ist im Gegensatz zum nichtrelativistischen Ausdruck p = |+|? nicht positiv-definit
und kann daher nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden. Der Grund liegt in der
Tatsache, daf} die Klein-Gordon-Gleichung von 2. Ordnung in der Zeit ist. Somit konnen als
Randbedingung %) und %—’f an einem Punkt so vorgegeben werden, da3 der Ausdruck dort negativ

1Sst.

Wir betrachten noch den nichtrelativistischen Grenzfall. Mit Hilfe der Transformation (I1.3.5)
kann man einsehen'!, daB in diesem Fall

o M2
— R — 1.3.24
gilt. Hieraus ergibt sich dann der bekannte nichtrelativistische Ausdruck
p = |y (1.3.25)

fur die Wahrscheinlichkeitsdichte.



Probleme der Klein-Gordon-Gleichung

Zusammenfassend halten wir fest, dal} es die Klein-Gordon-Gleichung mit einigen Problemen
behaftet ist:

a) Es existieren Losungen mit negativer Energie, wobei das Spektrum freier Teilchen sogar
nach unten unbeschrinkt ist.

b) Eine positiv-definite Wahrscheinlichkeitsdefinition im iiblichen Sinne ist nicht moglich.

c) Da die Wellenfunktion 7/ nur von den Koordinaten 7, ¢ abhidngt, gibt es keine Moglichkeit,
innere Freiheitsgrade (z.B. den Spin) einzubauen.

Die Probleme a) und b) sind im Prinzip l1osbar, wie wir gleich sehen werden. Spater werden
wir noch ausfiihrlich darlegen, dal3 sich die Losungen mit negativer Energie als Antiteilchen
interpretieren lassen. Problem b) werden wir gleich genauer diskutieren.

Das Problem c) macht die Suche nach einer anderen relativistischen Gleichung notwendig, mit
der sich auch Elektronen (mit ihrem Spin 1/2) beschreiben lassen. ¢) war der Hauptgrund, warum
man lange Zeit nicht an die physikalische Relevanz der Klein-Gordon-Gleichung geglaubt hat,
denn 1926 waren eigentlich nur Teilchen mit Spin 1/2 bekannt (Elektronen, Protonen, Neutro-
nen). Spiter hat sich dann aber gezeigt, da3 sich mit der Klein-Gordon-Gleichung im Prinzip
spinlose (S = 0) Skalarteilchen beschreiben lassen. Ein prominentes Beispiel sind die soge-
nannten m-Mesonen, die 1947 entdeckt wurden. Das die Klein-Gordon-Gleichung Teilchen mit
Spin O beschreibt sicht man z.B. daran, daB} sie im nichtrelativistischen Grenzfall in die (spinlose)
Schrodinger-Gleichung iibergeht. Aulerdem kann man dies auch aus dem Transformationsver-
halten der Wellenfunktion unter Lorentz-Transformationen ersehen.



Wir kommen nun zu Problem b) zuriick. Es stellt sich die Frage, ob p und j vielleicht anders
interpretiert werden konnen? Dies ist tatsdchlich so. Dazu gehen wir iiber zur Ladungsdichte

-/ . 1 eh * *
j = et = (0, ) = 5 (70" — 93"y, (13.26)
mo

wobei e die Elementarladung ist. p’ ist nun eine Ladungsdichte und kann deshalb positive und
negative Werte annehmen. 3’ ist die zugehorige Ladungsstromdichte. Wir werden noch sehen,
daB dies in natiirlicher Weise mit der Interpretation der £ < 0-Zusténde als Antiteilchen zusam-
menpasst.

Um ein besseres Gefiihl fiir die oben angegebene Interpretation zu bekommen, betrachten wir
nun speziell ein freies Teilchen. Der Ansatz

W = AerPTEY) (13.27)

liefert nach Einsetzen in die (freie) Klein-Gordon-Gleichung die Bedingung
E* = ¢ (p® +mic?) (13.28)

und somit die beiden Losungen
vy = ALerPTTER) (1.3.29)

E, = cy/p? + mjc?. (1.3.30)

mit der Energie



Hieraus ergibt sich fiir die Ladungsdichte (1.3.26)

! = 2 1.3.31
Pt = mocz‘?vb | ( )

Dies legt folgende Interpration der Wellenfunktionen 11 nahe: 1/, beschreibt ein Teilchen mit
der Ladung +e und 7_ eines mit derselben Masse my, aber der Ladung —e.

Um zu einer normierbaren Wellenfunktion zu gelangen, sperren wir das Teilchen in einen Kasten
der Kantenldnge L ein. Auf Grund der periodischen Randbedingungen ergibt sich

P = AP e FnTFER) (13.32)

mit dem Impuls

2
P = %ﬁ, mit 7 = (ng,ny,n,) € N3 (13233)

und der zugehorigen Energie E,, 1= E,

Auf Grund der Normierungsbedingung

te= [ &ro.(F A3 1.3.34
e= [ i) =oAL (13.34)
ergibt sich die normierte Wellenfunktion

B = | TOC i ey, (13.35)

E, L3



Man beachte, da3 der Normierungsfaktor fiir beide Losungen gleich ist, ein Unterschied besteht
lediglich im Zeitfaktor exp (47 Ey,t). Somit hat die allgemeine Losung fiir positive bzw. negative

freie Spin-0-Teilchen die Form

moc? i =
vy =y Al ZA E°L3 A (BT Ent), (1.3.36)

Yo = > By™ ZB ,/m"c e (P T+ Ent), 13.37)

Als nichstes driangt sich die Frage auf, ob auch neutrale Teilchen beschrieben werden konnen.

Aus eh (00 8y 7 )
, e _ e Ny
p= 2mgc? (d) ot ot ) - moczlm( Bt) (1338)

lesen wir ab, daf in diesem Falle 1) reell sein muf3. Somit ergibt sich als allgemeine Wellenfunk-
tion fiir ein neutrales Teilchen

n ]' n —
py = ﬁ“)( Br) + 9 (—p )]
B moc? D T — Ept
= EnL?’ZCOS ( 5 ) . (I1.3.39)

Man beachte dabei, dal3 @b(_") mit dem entgegengesetzten Impuls —p,, eingeht.



Man beachte dabei, daf3 w(_”) mit dem entgegengesetzten Impuls —p,, eingeht. Damit ist (¢(()n)) =

w((,n) gewihrleistet und somit verschwindet die zugehorige Ladungsdichte p’ = 0 wegen (1.3.38).
Allerdings verschwindet auch die zugehorige Stromdichte 3’ = 0, d.h. die Kontinuititsgleichung
wird zu einer trivialen Identitit.

Zusammenfassend konnen wir also feststellen, daB es fiir die relativistische freie Bewegung eines
spinlosen Teilchens zu jedem Impuls p'drei Losungen der Klein-Gordon-Gleichung gibt, die mit
den elektrischen Ladungen (+, —, 0) korrespondieren. AuBerdem zeigt sich (siehe Gleichung
(1.3.38)), daBl die Wellenfunktionen ¥ und ¥* entgegengesetzte Ladungen beschreiben.



Schrodinger-Form der Klein-Gordon-Gleichung

Wie jede Differentialgleichung 2. Ordnung kann auch die Klein-Gordon-Gleichung in ein System
aus zwei gekoppelten DGL 1. Ordnung (in der Zeit) umgewandelt werden. Dies wird uns spéter
Fortschritte bei der Interpretation ermoglichen.

Zur Umwandlung machen wir den Ansatz

0
YvV=¢+x und zha—f = moc?(¢ — x) (1.3.40)
was dquivalent ist zu
th 0y th Oy
_ ikl — ) — —. 1.3.41
b=9 2moc? Ot X=9 2moc? Ot ( )
Mit diesen Definitionen ist nun die freie Klein-Gordon-Gleichung
1 6% mic?
T = A=-0 1.3.42
s = (0¥ 134
dquivalent zu den gekoppelten Differentialgleichungen
0¢ h?
h— = ——A 2 [.3.43
l ot 2m0 (QS + X) + mopcC ¢7 ( )
0 h?
X = + A+ x) — mocx, - (1.3.44)

ot 2m0



Dies sieht man folgendermaBBen ein: Die Summe der Gleichungen (I.3.43) und (1.3.44) liefert
gerade die zweite Gleichung der Definition (I.3.40). Bildet man die Differenz

0 h?
h—(p—x) = ——A 2 [.3.45
iho (¢ = x) 2 (¢ + Xx) + moc™ (¢ + x) (1.3.45)
so folgt unter Benutzung von (1.3.40) durch Differentiation nach ¢
0 th 0y h?
h— — ) =——A g 1.3.46
ot (moc2 Bt) oy Y T mocY (1.3.46)

und hieraus die Klein-Gordon-Gleichung (1.3.42).

Zu einer kompakteren Darstellung gelangen wir durch Einfithrung des Vektors

¢)
¥ = . 1.3.47
( X ( )
Die Klein-Gordon-Gleichung in der Form (1.3.43), (I.3.44) 146t sich dann schreiben als
ov
ihﬁ = H¥ (1.3.48)

mit dem Hamiltonoperator H; (fiir freie Teilchen)

2

Hf = (’7'3 + 7:7'2) 2p—’)’n,0 + T3m002 (1349)

B 1 1)\ p 1 0 )
— (_1 _1)%4-(0 _1> mocC . (1350)




ov 2
i = HeU  (1348)| | Hy = (73 +im) —— + mymoc? (1.3.49)
ot 2m0

B 1 1\ p 1 0 )
= (_1 _1> 2m0+(0 _1) moc®.  (1.3.50)

Gleichung (I.3.48) hat die gleiche Struktur wie die Schrodinger-Gleichung. Insbesondere ist sie
nur von 1. Ordnung in der Zeit . Die 7; sind die Pauli-Matrizen

0 1 0 —1 1 0
genugt. = (1 0) ) T2 = (Z 0 ) ) T3 = (O _1) . (I.3.51)

Sie haben hier nichts mit dem Spin zu tun'2. Ihr Auftreten liegt im wesentlichen darin begriindet,
daf} sie gemeinsam mit der Einheitsmatrix eine Basis der 2 x 2-Matrizen bilden.
Man kann noch explizit zeigen, dal jede Komponente von ¥ einer Klein-Gordon-Gleichung

Wir wollen nun Ladungs- und Stromdichte durch ¥ ausdriicken. Fiir die Ladungsdichte ergibt

sich:
, el o 8'@0 o™
p= 2mgc? ot ot

moc

teh (<¢*+ N (6~ x)+ (420

2myc?
= e(lo]* = IxI*)
= eUTr0U. (1.3.52)

Dabei ist U+ = (¢*, x*). Im zweiten Schritt haben wir Gleichung (1.3.40) ausgenutzt, um die
Zeitableitung von ¥ durch ¢ und x auszudriicken.

(9" —x))



Durch eine analoge Rechnung ergibt sich fiir die Stromdichte

. eh L
7 = g Wl + im) VO — VU 7y 4 i) 0 (1.3.53)
0

Wir betrachten nun noch einmal die Losung fiir freie Teilchen. Dabei geben wir nur die wesent-
lichen Ergebnisse an. Details der Rechnungen sind Gegenstand der Ubungen . Mit dem Ansatz

v=(3)=4(%)

ergibt sich durch Einsetzen in die Klein-Gordon-Gleichung

E = +4/p? + mic* = £E,, (1.3.55)

wie erwartet. Wir betrachten nun die beiden Félle positiver und negativer Energie.

(pr—FEt) (1.3.54)

;*I'“

Fir £ = +E, erhalten wir die Wellenfunktion

(+) — (+)(—>
o) = 4 0 | erPr—Ept) —. <¢ P ) (1.3.56)
’ (xé“) XM ()

(+) 2
0 [ mpc® + Ep
(X(()+)> = (m002 _ Ep) ) (I.3.57)



Fiir die Losung mit negativer Energie £ = —FE,, ergibt sich

o )
o) — 4 (zz )e;z(p-r-f-Ept) —. (i(_)%?)) (1.3.58)

b0 _ moc? — E,
(Xo) = m002+Ep ) (1.3.59)

Fiir ein Teilchen in einem Kasten der Kantenldnge L ergibt sich fiir die Normierungskonstanten

A=A =

1 1
Jimd DB, (1.3.60)
my

Besonders interessant ist nun der nichtrelativistische Grenzfall. Hier erhélt man ( s. Ubungen )

85" 1 (1)
A 1.3.61
+<xé+) Vs \0)’ (260

4 \/1 (0)
A_ ~ . 1.3.62
(XO )) — (] (13.62)

Mit Blick auf unsere frithere Diskussion der Losungen der freien Klein-Gordon-Gleichung (siche
z.B. Gleichung (1.3.31)) bedeutet dies, daB fiir Zustinde positiver Ladung'® im nichtrelativisti-
schen Fall die obere Komponente grof8 wird, fir Zustinde negativer Ladung aber die untere
Komponente.

Q




Dies wollen wir etwas genauer verstehen. Durch Vergleich der entsprechenden Ausdriicke sieht
man, dafy

oo (L) () neear. wo

Dies kann man — z.B. unter Beriicksichtigung des Verhaltens im nichtrelativistischen Grenzfall —
folgendermaBlen interpretieren: Gehort der Zustand ¥ = (i) zu einer positiven Ladung, dann
beschreibt

CU:=V,= 10" = (;) (13.64)

ein Teilchen mit negativer Ladung (und umgekehrt).

V. heiBt ladungskonjugierter Zustand von U,
die durch den Operator C beschriebene Transformation Ladungskonjugation.

Offensichtlich gilt: x
ensichtlich gi (T,), =7 (¥*)* = 2(U)* = U, (1.3.65)

wobei wir neben den bekannten Rechenregeln ausgenutzt haben, daB fiir die Pauli-Matrizen sz =
1 gilt.



Im einzelnen gilt unter Ladungskonjugation

() (1.3.66)
N R (13.67)
p — —D, (1.3.63)
E, —» —E, (1.3.69)

Spiter werden wir noch zu untersuchen haben, wie sich andere GroBlen (z.B. Drehimpulse wie
der Spin) verhalten.

Bezeichnet man (willkiirlich) die durch ¥ beschriebenen Partikel als Teilchen, dann heiflen
die durch ¥, beschriebenen Partikel Antiteilchen. Ein Beispiel sind die bereits erwédhnten -
Mesonen. Hier bezeichnet man iiblicherweise das negativ geladene 7~ als Teilchen und das 7 -
Meson als Antiteilchen.



Fiir neutrale Teilchen muf} der ladungskonjugierte Zustand wieder der Zustand selbst sein: Neu-
trale Teilchen sind ihre eigenen Antiteilchen. Es mul} also gelten:

U, =70* = q¥ (1.3.70)

d.h. der ladungskonjugierte Zustand ist proportional zum urspriinglichen Zustand. Die Propor-
tionalitatskonstante o mul3 dabei reell, da wir bereits frither gesehen haben, daf fiir neutrale Teil-
chen ¥ = ¢ + x reell ist. Somit ist Im¢ = —Imy. Da ¥, auch ein neutrales Teilchen beschreibt,
ist auBerdem Im(a¢) = —Im(a)) und deshalb « reell. Weiterhin folgt

U= (T,),=71(a¥)* = an¥* = o*V. (1.3.71)

Also folgt o? = 1 und somit
a=+1. 13.72)

Es gibt also zwei Arten von neutralen Teilchen, ndmlich solche mit
a) positiver Ladungsparitit (o« = +1). Fiir diese ist ¥, = ¥ (und deshalb ¢* = x).

b) negativer Ladungsparitit (« = —1). Fiir solche Teilchen'* ist ¥, = —W¥ (und deshalb
¢* = —Xx).



