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Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung

Die Lorentz-Kovarianz und Transformation von Spinoren

Wir betrachten zwei Inertialsysteme I und I’ mit den Raum-Zeit-Koor-
dinaten = und x’. Die Wellenfunktion eines Teilchens sei in diesen beiden
Systemen durch ¢ und v’ gegeben. Die Poincaré-Transformation zwischen I

und I’ sei

v =Ar+a. (6.2.1)

Die Wellenfunktion ¢’ muf3 aus 1 rekonstruierbar sein. Das bedeutet, daf}
zwischen 1" und v ein lokaler Zusammenhang gelten muf

V(') = F(¥(x)) = F(A™H (2" —a)) . (6.2.2)

Das Relativitdtsprinzip zusammen mit dem funktionalen Zusammenhang
(6.2.2) bedingt die Forderung der Lorentz-Kovarianz : Die Dirac-Gleichung in
I wird durch (6.2.1) und (6.2.2) in eine Dirac-Gleichung in I’ transformiert.
(Die Dirac-Gleichung ist forminvariant gegeniiber Poincaré-Transformatio-
nen.) Damit sowohl ¢ wie auch v’ der linearen Dirac-Gleichung geniigen
konnen, mufl der funktionale Zusammenhang linear sein, d.h.



(2') = S(A)y(z)

L (6.2.3)
= S(A)(A7 (@' — a)) .

S(A) ist eine 4 x 4 Matrix, mit der der Spinor ¢ zu multiplizieren ist. Wir
werden S(A) im folgenden bestimmen. In Komponenten lautet die Transfor-
mation

4
Yo (2) = Sap(A)p(A7" (2" —a)) . (6.2.3)
—1
Die Lorentz—Kﬁovarianz der Dirac-Gleichung bedeutet, daf3 ¢’ der Gleichung
(—iy"0, + m)y' (") =0  (c=1, h=1) (6.2.4)
geniigt, wobei

o 9

M ax/u )




Die v-Matrizen dndern sich bei der Lorentz-Transformation nicht. Um S zu
bestimmen, miissen wir die Dirac-Gleichungen im gestrichenen und ungestri-
chenen Koordinatensystem ineinander iiberfithren. Die Dirac-Gleichung im
ungestrichenen Koordinatensystem

(—iv*0, + m)y(x) =0 (6.2.5)

kann mittels
1, ox'’ 0 .

Ozt Oxk Ox'v A “a”
und

ST (a") = ()
in die Form

(=i A, 8, +m)S™H A (a') = 0 (6.2.6)

gebracht werden. Nach Multiplikation von links mit S erhélt man'!

—1SAY A*STOL Y (a) + my' (') = 0. (6.2.6")



Aus dem Vergleich von (6.2.6") mit (6.2.4) folgt, dafl die Dirac-Gleichung
forminvariant unter Lorentz-Transformationen ist, wenn S(A) die folgende
Bedingungsgleichung erfiillt

S(A) ™47 S(A) = A AH (6.2.7)

Man kann zeigen (siehe folgender Abschnitt), dal diese Gleichung nicht-
singulidre Losungen fiir S(A) hat.? Eine Wellenfunktion, die sich bei einer
Lorentz-Transformation nach 1’ = S transformiert, heifit vierkomponenti-
ger Lorentz-Spinor.



Einschub: Infinitesimale Lorentz-Trafos

Die Untergruppe £1 mit det A = +1 (eigentlich) und A% > 1 (orthochron) nennt man eigentliche
orthochrone Lorentz-Gruppe oder einfach eingeschrankte Lorentz-Gruppe. Sie ist eine
kontinuierliche Gruppe - eine so genannte Lie-Gruppe. Kontinuierliche Gruppen werden am ein-
fachsten durch infinitesimalen Transformationen analysiert. Die endlichen Transformationen werden
dann durch mehrfaches anwenden der infinitesimalen Transformationen erhalten - Potenzierung.

Schreiben wir dann fur die Lorentz-Transformationen
A =6" + AWl
Einsetzen in der Bedingung g = AT gA gibt uns

Jpo = (6", + Aw” )9, (6", + AWY,) = Gpo + Guo Aw" ) + gp Aw”, + O(Aw?)

Also mussen wir haben, dass

Aw?, = —I—Awio
Aw', = —Aw’;

¥ (]

Awy, = —Aw,, oder

Mit anderen Worten, die infinitesimale 4 x 4 Matrix Aw,, muss anti-symmetrisch sein. Das gibt
uns 6 freie Variablen. Die Bedingungen det A = +1 und A%, > 1 sind bereits durch die Annahme
das die Transformation eine infinitesimale Abweichung der Einheitsmatrix ist garantiert. Benutzen
wir die notation Aw’, = —An; und Aw’ ;= % j’“AHk = €,k A0k, kann die Matrix Aw mit Elementen
Aw”  dann auf die folgende Form gebracht werden



AY =6 + Aw"

0 —~Ant —An? —An?
—An! 0 AO? —Ab?
—An? —Af? 0 A
—~An?  AG?  —AH! 0

= iAO,T" — iAn; K

Die Matrizen Z° und K* konnen direkt von der Gleichung abgelesen werden, aber werden auch
spater nochmal explizit dargestellt nachdem die Bedeutung dieser Matrizen festgestellt ist.

Beispiel I: Drehungen. Eine infinitesimale Drehung um die x3-Achse (Af3 = 0/N):

x'” 1 0 0 0\ [2° 00 0 O
i =" 0 1§ 0ffa! (oo —i ol .6,
A—RS (N) . 33/2 — 0 _% 1 O 1_2 y jAw—ZN O i 0 0 _ZN_'Z:
' 0 0 0 1) \a® 00 0 0
(17)
Fiir /N <1 haben wir (1+ %Zg) ~ e~Z’ und wir haben die endliche Drehung durch den Winkel
6 von
Ry(0) = lim Ry — lim (1+i7 " lim (e!¥7)N
3 N—o0 N—>oo N N oo
; (19
_ 1913 0

0 —sinf cosd

0
cos 9 sin (9 0
0
0 0 0 1

Wir kénnen Z° als die Erzeugende der Drehungen um der 23-Achse identifizieren.



Drehgruppe
1,2 .3

Drehungen um die drei Achsen z*, x°, x° werden beschrieben durch

Ri(0) = T

mit
0O 0 0 O 0O 0 0 0 0O 0 O
1 |0 0 0 O > |0 0 0 4 3 [0 0 —i
L= 0O 0 0 —z2})’ 4= 0O 0 0 0]’ 1= 0 2 O
0O 0 2z O 0O — 0 O 0O 0 O

Die Erzeugenden Z° erfiillen die su(2)-Algebra

17, 7% = i€ T* = ies, I"

oS O O O

(19)

(20)




Beispiel II: Lorentz-Boosts Ein infinitesimaler Boost entlang der z!-Achse:

' 1 —% 0 0\ [/a° 0 -1 0 0
B AW 2] | -% 1 0 0] ~nf-1 0 0 0
A_Ll(N)' 2= o0 o 1 oll2l) T2=%|0o o 0 0
'3 0 0 0 1/ \z3 0 0 0 0

Fiir n/N < 1 haben wir (1 —i£K') = e~*~¥K" und wir haben den endlichen Boost

L1(0) = lim LY (1) = Jim (l_i%,@)N _ lim (e~ K

N —o0 N —o0 N —o00
coshn  —sinhn
S sinhn  coshn

0 0
0 0

O = OO
_— o O O

— L

(22)

’Cl



1

mit
0O — 0 O
1 _|—¢ 0 0 O 5
K= 0 OOO’IC_
0 0O O O

(K", K]

Boosts entlang der drei Achsen x*, x°, x

2 .3

Li(n) = e~k

IC3

—1

0

-
oS O O O
o O O
o O O O

A k
= —te” 1" = —te;pL

werden beschrieben durch

o O O

—1

o O O O

o O O O

o O O

(24)

(25)

Die Erzeugenden K* bilden keine geschlossene Algebra und die Lorentz-Boosts bilden auch
keine Untergruppe der Lorentz-Gruppe. Stattdessen haben wir

(26)




Lorentz-Algebra

Fine allgemeine infinitesimale Lorentz-Transformation in der eingeschrankten Lorentz-

Gruppe [,1
A =68 + Aw”) (27)

konnen wir durch die Erzeugenden der Drehungen, und der Boosts ausdriicken
Aw = iAO;T" — iAn K (28)
Die Erzeugenden bilden zusammen eine Algebra mit
T8, 7] = deijnZ®,  [K' K] = —ieinZ®,  [T% K?] = ie;ju K" (29)

Die endlichen Lorentz-Transformationen bekommt man durch potenzieren der infinitesi-
malen Transformationen.

Ri(6) = €T, Ly(n) = e~1K". (30)




Bestimmung der Darstellung S(A) S(A) T S(A) = A A

Infinitesimale Lorentztransformationen

Wir betrachten zunéchst infinitesimale (eigentliche, orthochrone) Lorentz—
Transformationen

A, =9g",+ A", (6.2.8a)
mit infinitesimalen und antisymmetrischen Aw**
Aw"™H = — Awt” . (6.2.8b)

Diese Gleichung besagt, dal Aw”* nur 6 unabhingige, nicht verschwindende
Elemente haben kann.

Diese Transformationen erfiillen die Definitionsrelation fiir Lorentz-Transfor-
mationen

A % A
A% g AP, = g7, (6.1.6a)
wie man durch Einsetzen von (6.2.8) in diese Gleichung sieht:

79" g°, + A+ AP + 0 ((Aw)?) = g™ . (6.2.9)



Jedes der 6 unabhingigen Elemente von Aw*” erzeugt eine infinitesimale
Lorentz-Transformation. Wir betrachten typische Spezialfille:

Aw’; = —AW™ = —AB . Transformation auf ein Koordi-  (6.2.10)
natensystem, das sich mit Ge-
schwindigkeit cAG in z-Richtung
bewegt

Aw'y = —Aw'® =  Ag: Transformation auf ein Koordi-  (6.2.11)
natensystem, das um den Winkel

2 Ap um die z-Achse gedreht ist.
(Siehe Abb. 6.1)

/1

/
/@ , Abb. 6.1. Infinitesimale Drehung, passive
x Transformation

Die rdumlichen Komponenten werden bei dieser passiven Transformation folgen-
dermaflen transformiert

't =zt + Apa? 0 er e2 €3
z? = —Apzt +2* bzw. x =x+ 0 xx=x+|0 0 —Ap
23 — 8 ~Ag 2l g2 3

(6.2.12)



S muf} in eine Potenzreihe in Aw"*? entwickelbar sein. Wir schreiben
S=1+7, S '=1-71, (6.2.13)

wo 7 ebenfalls infinitesimal, also von Ordnung O(Aw"*) ist. Wir setzen in
die Gleichung fiir S ein,
S—iynS = A* ~¥ und erhalten

(1 =TV (L +7) =" + 987 —m# =% + Ak 27 (6.2.14)
woraus die Bestimmungsgleichung fiir 7
YT — 1yt = At Y (6.2.14")

folgt. 7 ist daraus bis auf ein additives Vielfaches von 1 eindeutig bestimmt.

Betrachten wir zwei Losungen von (6.2.14"), so kommutiert die Differenz der
beiden Losungen mit allen v#, muf3 also proportional zu 1 sein (sieche Ab-
schn. 6.2.5, Eigenschaft 6). Diese Mehrdeutigkeit wird durch die Normie-

rungsbedingung det S = 1 beseitigt. Aufgrund derer gilt in erster Ordnung
in Awh

detS =det(l 4+7)=detl +Spr=1+Spr=1. (6.2.15)



detS=det(l +7)=detl +Spr=1+Spr=1. (6.2.15)
Daraus folgt

SpT=0. (6.2.16)

VT — Tt = AwP AP (6.2.14")
Gleichung (6.2.14") und (6.2.16) haben die Losung

1 |
r= S A (Y = W) = — 7AW ou, (6.2.17)

wobei die Definition

1
Opy — 5 [/V,uaf%/] (6218)

eingefithrt wurde. Man zeigt (6.2.17) indem man den Kommutator von 7 mit
v berechnet; das Verschwinden der Spur ist durch die allgemeinen Eigen-
schaften der y-Matrizen garantiert (Eigenschaft 3, Abschn. 6.2.5).



Drehung um die z-Achse

Wir betrachten zunéchst die in Gl. (6.2.11) dargestellte Drehung R3 um die
z-Achse. Nach (6.2.11) und (6.2.17) ist

1
T(Rg) = §Ag00'12 ,

und mit
12_ _i[ ]—1 _1 O 0.1 O 0.2 . 0'30
0" =012 = 5 TLY2 =2 =L o1 g o2 L0 o3
- (6.2.19)
. : 3
S:1+%A¢012:1+%A¢<% 003) . (6.2.20)

Aus der infinitesimalen Drehung konnen wir durch Zusammensetzen die
Transformationsmatrix S fiir eine endliche Drehung um den Winkel ¥ be-
stimmen, indem wir die endliche Drehung in N Teilschritte /N zerlegen



Aus der infinitesimalen Drehung kénnen wir durch Zusammensetzen die
Transformationsmatrix S fiir eine endliche Drehung um den Winkel ¥ be-
stimmen, indem wir die endliche Drehung in N Teilschritte 9/IN zerlegen

o(a/) = Suta) = Jim (1+ ﬁﬁam)]\[zp(x)

N —oo
Lyot?
p— 62 ¢

(cos v +ioc'sin g) Y(x) . (6.2.21)

2

Fir die Koordinaten und andere Vierervektoren bedeutet diese zusammen-

gesetzte Transformation

0O 000 0O 000
AT ]1_|_£ 0 010 ]1—|—£ O 010
SR Vel ~Nlo-100 ~Nlo-100]]"
0O 000 0O 000
0O 00O 1 0 0O O
O 010 0 cos?¥ sind 0O
= eXp (Y 0-100 }x 0 —sin® cos? 0 | 7 (6.2.22)

0 000 0 O 0 1



also tatsachlich die iibliche Drehmatrix mit Winkel 9. Die Transformation S
fiir Drehungen (Gl. (6.2.21)) ist unitir (S=! = ST). Aus (6.2.21) sieht man

S(2r) = —1 (6.2.23a)
S(dr) =1 . (6.2.23b)

Die Tatsache, dafl Spinoren nicht bei einer Drehung um 27 sondern erst
bei einer Drehung um 47 wieder ihren Ausgangswert einnehmen, wird in
Neutroneninterferenzexperimenten beobachtet 3. Wir weisen auf die Analogie
zur Transformation von Pauli-Spinoren unter Drehungen

() (6.2.24)



Lorentz-Transformation lings der x!-Richtung

Nach GI. (6.2.10)

und (6.2.17) ist

1 1

Nun koénnen wir daraus .S fiir eine endliche Lorentz-Transformation langs der
x'-Achse bestimmen. Fiir die Geschwindigkeit < ist tanhn = .

Die Zerlegung von 7 in N Teilschritte 3 fithrt auf folgende Transformation
der Koordinaten und anderer Vierervektoren

M V1 VN-1

gt, =", ,

0O —100 1000
, | —-1000 > 10100 3
I“_ 0O 0 00"’ == 0000 |’ m=1

0 000 0000



1 1 1
/ nl 2712 3 2

't = (1 —I?+I? COSh?]—I—ISiIlh?])’u x”

coshn —sinhnp 00 0
—sinhn coshn 00 !

= . ' ; ' ol | (6.2.27)
0 0 01 3

Die N-fache Anwendung der infinitesimalen Lorentz-Transformation

n n
L(—):]l L
LN TN

fithrt im Limes grofler N somit auf die Lorentz-Transformation (6.1.11)

coshn —sinhn 00
—sinhn coshnp 00
0 0 10
0 0 01

Li(n) =" = (6.2.27)



Wir bemerken, daf sich die N infinitesimalen Schritte um < zu 1 addieren
und nicht etwa einfach die infinitesimalen Geschwindigkeiten. Dies entspricht
der Tatsache, dafl bei Zusammensetzung zweier Lorentztransformationen sich

die beiden n und nicht die Geschwindigkeiten addieren.

Wir berechnen nun die zugehorige Spinor-Transformation

N
1 U n
S(L1) = lim (1 + ——oq) — 2%

N—o0 2N (6.2.28)

:ﬂCOShg+&1Sinhg . Bem.: o= VoV,

Fiir Lorentz-Transformationen im engeren Sinne ist S hermitesch (S(L1)T =

S(Ly)).



Fiir allgemeine infinitesimale Transformationen, charakterisiert durch in-
finitesimale antisymmetrische Aw*” gilt nach (6.2.17)

S(A) =1 — iaWAw‘“/ . (6.2.29a)
Daraus folgt die endliche Transformation
S(A) = e 37w (6.2.29D)

mit w*’ = —w"" und die Lorentz-Transformation lautet A = e“, wobei die
Matrixelemente von w gleich w#,, sind. Beispielsweise kann eine Drehung um
den Winkel ¥ um eine beliebige Drehachse n durch

G = ez ¥ (6.2.29¢)

dargestellt werden, wo

= (g 2) (6.2.29d)

1st.



Raumspiegelung, Paritét

Die Lorentz-Transformation, die einer Raumspiegelung entspricht, wird durch

10 0 0
0-10 0

A =100 _1 o (6.2.30)
00 0 —1

dargestellt. Das zugehorige S wird nach Gl. (6.2.7) aus

4
STINS = AF Y =N gty = gt (6.2.31)
v=1

bestimmt, wo iiber 1 nicht summiert wird. Man sieht sofort, daf3 die Losung
von (6.2.31), die wir in diesem Fall mit P bezeichnen, durch

S=P=¢e¥y. (6.2.32)

gegeben ist. Hier ist €'¥ ein unbeobachtbarer Phasenfaktor. Fiir diesen wird
konventionell einer der vier Werte £1, +i gesetzt; dann geben vier Spiegelun-
gen die Einheit 1. Die Spinoren transformieren sich unter einer Raumspiege-
lung geméf



(@) = 0/ (K1) = 1 (—x, 1) = e 0(x) = e 0(—x ) . (6.2.33)

Die gesamte Raumspiegelungs(Paritits)transformation fiir Spinoren wird
mit

P = ¥4 0p0) (6.2.33")

bezeichnet, wobei P9 die Raumspiegelung x — —x bewirkt. Aus ~°

b= (I(l) _]? ) ist ersichtlich, dafl die Ruhezustidnde positiver und negativer

Energie (Gl. (5.3.22)) Eigenzustidnde von P sind - mit entgegengesetzten
Eigenwerten, d.h. entgegengesetzten Paritdten. Das bedeutet, dafs die inneren
Panrititen fiir Teilchen und Antiteilchen entgegengesetzt sind.



Weitere Eigenschaften der S

Fiir die Berechnung der Transformation von Bilinearformen wie j*(x) beno-
tigen wir einen Zusammenhang zwischen der adjungierten Transformation S1

und S—1.

Behauptung:
STAY = by05—1 (6.2.34a)
wobei
>
b=41 fir A% { Z j (6.2.34b)

Beweis: spater



Transformation von Bilinearformen

Der adjungierte Spinor ist durch
) = Piq° (6.2.43)

definiert. Es sei daran erinnert, da man ' als hermitesch adjungierten
Spinor bezeichnet. Die zusétzliche Einfiihrung von 9 ist zweckméflig, weil

sich darin Groflen wie z.B. die Stromdichte kompakt schreiben lassen. Da-
raus ergibt sich das folgende Transformationsverhalten unter einer Lorentz-

Transformation.

V' =Sy = T =T8T = 4 = ¢TST° = byTy 0571,
also

' =bypSTh. (6.2.44)
Die Stromdichte (5.3.7) lautet mit obiger Definition

j* = cpTyPyHep = cipytap (6.2.45)



g = ety = cpytep (6.2.45)
und transformiert sich deshalb wie
P =cbp STy SY = AP cbyyUp = bAF GV . (6.2.46)

Also transformiert sich j# wie ein Vektor fiir Lorentz-Transformationen ohne
Zeitspiegelung. Desgleichen sieht man sofort aus (6.2.3) und (6.2.44), daf} sich
Y(x)(x) wie ein Skalar transformiert:

' (2! (2") = bip(a) ST Sy (a')
= bip(2)(z) .
Wir stellen hier das Transformationsverhalten der wichtigsten bilinearen

Groflen unter orthochronen Lorentz-Transformationen , also solchen, die den
Zeitsinn nicht dndern, zusammen:

(6.2.47a)



(@) (') = p(a )¢( ) Skalar (6.2.47a)
P (@) (a) = A ap(x)y (@) Vektor (6.2.47b)
W (2o (2)) = /1”‘ A ()P () antisymmetrischer
Tensor (6.2.47¢)
W (2 )5y (o) = (det A)A* 1p(x)v5y" 4 (2) Pseudovektor — (6.2.47d)
V(2 )ys (2)) = (det A)p(x)ys9(x) Pseudoskalar, (6.2.47e)

wo 5 = ivYy1y2~3 ist. Wir erinnern daran, dafl det A = +1 ist; fiir Raum-

spiegelungen ist das Vorzeichen —1.



Beweis der Relation 6.2.34



Beweis. Wir gehen aus von Gl. (6.2.7)

STINES = AF AV AF reell, (6.2.35)
und schreiben die adjungierte Relation auf

(A AT = Gtyptgi=1 (6.2.36)
Die hermitesch adjungierte Matrix kann am kiirzesten durch

YT = 4040 (6.2.37)

ausgedriickt werden. Dies beinhaltet unter Verwendung der Antikommutati-
onsrelationen Y27 = A0, ~*T = —~* Wir setzen diese Relation auf der linken

und der rechten Seite von Gl. (6.2.36) ein und multiplizieren mit 4% von links
und rechts

QA e e e A AL e T A L
AF Y = STINMS = 08T (P81 0) T



da (’yo)_l = ~Y. AuBlerdem wurde auf der linken Seite A* ~¥ = S~1iq#S
ersetzt. Nun multiplizieren wir mit S und S—!

7= 87781 (ST TS T = (990514 (847874 7)

Also kommutiert S7°ST7% mit allen v* und ist deshalb ein Vielfaches der
Einheitsmatrix

SA08TA0 =p1 (6.2.38)

woraus auch
SAYST = by (6.2.39)
und die gesuchte Relation®

ST40 = (54~ = py05~1 (6.2.34a)

folgt. Da (7°)T = 7Y und S7"ST hermitesch sind, erhélt man durch Adjun-
gieren von (6.2.39) SYST = b*+Y, woraus

b* = b (6.2.40)
folgt, also ist b reell.



Verwendet man, daf3 die Normierung von S durch det S =

1 festgelegt wurde, erhdlt man durch Berechnung der Determinante von GI.
(6.2.39) b* = 1. Daraus folgt zusammen mit (6.2.40)

b= +1. (6.2.41)

Die Bedeutung des Vorzeichens in (6.2.41) erkennt man, wenn
S1S = 8179905 = 7°5719°5 = 7°4° 4”
3
=0A%, 1 + Z bAO, ~VAF (6.2.42)
k=1

— ~
betrachtet wird. ST.S hat positiv definite Eigenwerte, wie man aus dem Fol-
genden erkennt. Zunéchst ist det STS = 1 gleich dem Produkt aller Eigen-
werte, und diese miissen deshalb alle verschieden von Null sein. Weiters ist
STS hermitesch und fiir seine Eigenfunktionen gilt STSv, = a,, woraus

ap} e = Y1 STSY, = (S1b,)TSe > 0

folgt und somit @ > 0. Da die Spur von STS gleich der Summe aller Eigenwerte
ist, folgt daraus und aus Gl. (6.2.42) unter Verwendung von Sp of = 0



0 < Sp(STS) =4bAY, .

Also ist bAY, > 0. Folglich gilt der Zusammenhang zwischen den Vorzeichen
von A% und b:

A0 > 1 fir b=1

6.2.34b
A0 < 1 fir b=-—1. ( )

Fiir Lorentz-Transformationen, die den Zeitsinn nicht dndern, ist b = 1, fiir
solche, die ihn dndern ist b = —1.






Herleitung der Dirac-Gleichung durch Transformati-
onsverhalten von Spinoren

Drehung im R?: v/ = Rr mit RTR =1, d.h. R € O(3)

Beispiel:

Drehungen um z, y. z-Achse:

cost/ sinf 0

R.(0) = —sinf) cosf 0
0 0 1
1 0 0
Rz(¢) = 0 cos¢ sinod
0 —sing coso
cosy) 0 —sin
Ry(v) = 0 1 0

siny 0 cosvy

O(3) ist nicht-abelsche-Gruppe, d.h. Elemente kommutieren i.a. nicht
O(3) ist eine Lie-Gruppe, d.h. eine kontinuierliche Gruppe mit einer nicht-endlichen
Anzahl von Elementen



Allgemeine Drehung hat drei Parameter, z.B. Euler-Winkel.
= Es existieren drei Generatoren

1 dR..(0) 0 =0
]ZZT 0 |9=0 = 4 0 0
- 0 0 0
| 0 0 0
1dR . (o .

Jo =7 (Idf )|¢=0 = (0 0 —1)
X 0 i 0
| 0 0 i

/ W

R T A
i dy —i 0 0

(sind hermitesch).

Infinitesimale Rotationen: z.B. R.(60) ~ 1+ iJ,00, R,(0¢) ~ 1+ iJ,0¢
So ist z.B. der Kommutator:
R.(60)R.(50)RIL(SO)RL(50)
= 1—(66%+0¢%) —2[J., J,] 60 5¢ + O(5°)
N—

iy

= J Drehimpuls-Operator, d.h. | [.J,. J,] = i.J, | und zyklisch.




Rotationen um endlichen Winkel:
z.B.# =N -00 (N — o), 0§ =0/N

- R.(0) = [R.(60)]"
= (1+iJ,00)N

0 N
- (l—i—'iJZ ’V) —  exp(iJ,.0)

N—oo

Allgemein: Rotation um Achse n, Winkel #:

Ru(0) =exp(id - 0) = exp(iJ - nh)




Betrachte nun SU(2): (2x2 unitire Matrizen mit Determinante 1, UUT = 1, detUd =
1)

Jedes Element aus SU(2) 14t sich schreiben als

U = exp (2029) . 0= (Hx.ﬁy.(‘)z) = /| -n ()

mit

(01 (0 —i /1 0
2=\ 10 ) %=\ o) 727 \o0 -1

die Pauli-Spin-Matrizen.

J = %9 ist Drehimpulsoperator (A = 1)

[& ﬁ] - z% und zyklisch

m.a.W.: SU(2)ist 2-dimensionale Darstellung der Drehgruppe und wirkt im Raum der
C
Zweier- (oder Pauli-) Spinoren ( ~1 )

&9

SU(2) und O(3) haben dhnliche Struktur, allerdings entsprechen wegen des Faktors 1/2
im Exponenten von (x) jeweils 2 Elemente aus SU(2) einem Element aus O(3).



SL(2,C)und die Lorentzgruppe

SL(2,C)={U | U : Komplexe 2 x 2 - Matrix mitdetid = 1}
Analog der Korrespondenz zwischen SU(2) und der Rotationsgruppe gibt es eine Kor-
respondenz zwischen SL(2,C) und der Lorentzgruppe.

Reine Lorentz-Boosts: z.B. Bewegung mit v entlang der z-Achse:

xr + vt t+ vt
x = 73 y =y, =2t =
2\ 1/2 o\ 1/2
1 -2 1 -
(1-%) (1-%)
Definition:
02\ ~1/2 .
7:(1——2) B=— 2 =ct, zl =2 etc
& &

2 ‘.32

wegen 7y 3%~ = 1 kénnen wir setzen

~v = cosh ¢, v3 = sinh ¢, tanh ¢ = —
C)




/ ;1*.0’\ cosh¢ sinho 0 0
/ . f f
. T | sinh¢ coshg 0 0
220 | 0 0 1 0
\ 2 ) 0 0 01
=: B, Boo:t-h"latl*ix
Generator dieser Boost-Trafo ist
0
o 10B | 1
Yo i Do $=0=—"— 0
0
Analog:
0 01 0
. 1 0 0 0 0
Ry==1"10 0 0 Kz =
0 0 0 0

OO =

o O O O

.- .- .- .-
N R R OR

W N = O

O O O

o O O O

o O O O

o O O O

OO ==



In dieser 4 x 4 - Matrix-Notation sind die Generatoren der Rotationen:

00 0 0 000 O 0 0 00
oo o o oo o0 -1 B 0 0 1 0
Te==i1090 0 1 Tv==1"0 00 o ==l 1 00
00 —1 0 010 0 0 0 00

Allgemeine Lorentz-Transformation: Zusammengesetzt aus Boost in 3 Richtungen und
um 3 Achsen. 6 Generatoren, s.o.

Kommutatorrelation:

K., K] = —iJ, und zyklisch

], K] =0 etc.

Sz, Jy] = iJ, (zyklisch) und [J,, K,] = i, (zyklisch)

n.b.: Reine Lorentz-Transformationen bilden keine Gruppe, da K keine geschlossene
Algebra unter Kommutation bilden. Z.B. fiir 2 infinetesimale Boosts:

Koo0 iKy00 —iKp06 —iKyd C K Sh 810+ K2(56)2K2(54
¢ 200 oily0Y o —iK200 —ilyd¥ — 1 _ [ K,|6¢ 0 + 1\3(()@)21\5(01;!)2 + ---

enthilt wg. [K,. K,] = —i.J, eine Rotation um 2-Achse (~+ Thomas-Priizession).



Transformationsverhalten von Pauli-Spinoren unter
Lorentz-Transformationen

Bemerkung:
K = +iF erfiillt obige Kommutationsrelationen ~» 2 Typen von Spinoren zu + bzw. -

Definition: die Generatoren
Az, Ay)] = A, zykl

l E

A =
B (J —iK) [A;, Bj] = 0 (i,j=uay,2)

~+ A und B generieren jeder eine Gruppe SU(2), und beide Gruppen kommutie-
ren, d.h. Lorentzgruppe ist i.w. dquiv. SU(2) @ SU(2) und Zustéinde, die in einer
wohldefinierten Weise transformieren, werden mit 2 Drehimpulsen gekennzeich-
net: (j, j'), j entspricht A, j’ entspricht B.

Spez.:

(j.0) — JU=4iKY (B=0)
0,5) — JU=—KY (A=0)



Definition: 2 Typen von Spinoren:

e TypI: (% 0): JU/2) =5/2, K/ = —ig /2. Spinor &.
Seien (8, ¢) die Parameter einer Rotation und einer reinen Lorentz-Transformation.
Dann transformiert £ wie

£ — exp(i%-@—l—%-cf))é:exp(-i%-(H—-iqb))g

v

=U
e Typ II: (O, %) . JW2) = /2. K2 = iz /2, Spinor 1.

>

n — exp (z% - (0 + zcb)) 7

7/

Y

n.b.: Dies sind nicht-dquivalente Darstellungen der Lorentz-Gruppe, d.h. es existiert
keine Matrix S, so daB N/ = SUS™!. Sie sind stattdessen durch ' = (U*(~! mit
( = —iog verkniipft.

Es ist detd = det N =1

~+ U, N formen Gruppe SL(2,C). 6 Parameter: U = ( a b

c d

) .ad—be=1



Es gibt also zwei verschiedene Typen von 2-komponentigen Spinoren, die unterschied-
lich unter Lorentz-Transformationen transformieren, £ und 7. Diese entsprechen den
Darstellungen (1/2,0) und (0, 1/2) der Lorentz-Gruppe.

Im Wesentlichen ist die Dirac-Gleichung eine Relation zwischen diesen Spinoren.

Paritits-Operation: r — r/
= Geschwindigkeit im Lorentz-Boost v — —v.

= Generator K — —K (= Vektor), aber J — +J (Drehimpuls ist axialer oder
Pseudo-Vektor).

= Darstellungen (j,0) und (0, j) werden unter Paritéit ausgetauscht (7,0) — (o, 7)
und daher & — 7.

Betrachten wir also die Paritiit, so geniigt es nicht linger £ und 7 separat zu betrachten,

sondern den 4-Spinor
| 0



Unter Lorentz-Trafos:

( ,57 ) R ( exp (50 '0(9—‘i¢)) exp(ga-0(9+i¢)) ) ( '5] )

Z(DgA) D?A)>(z>

mit D(A) = ¢D*(A)(~! und A die Lorentz-Transformation: #/* = A%z,

(5)-(10)(5)

4-Spinor 1) ist eine irreduzible Darstellung der Lorentz-Gruppe erweitert um Paritét
(ist nicht unitar wg. exp(6 - ¢) <> L-Gruppe nicht kompakt).

Unter Paritats-Trafo:



Betrachte nun speziell L-Boost (# = 0) und definiere £ = ¢y, 1 = ¢, (R: right, L: left)

: 1
> Pr — (?‘20¢(;)R

= {COSh (%) + o - nsinh (g) } Or (n : Richtung des L-Boosts)

Sei ¢y (0) Spinor fiir Teilchen in Ruhe, ¢y (p) Spinor fiir Teilchen mit Impuls p.

Wg. cos(0/2) = [(r +1)/2]Y/2, sinh(¢/2) = [(r — 1)/2]Y2, r = % ¢ =1, folgt

or(p) = { (%) 1/2 to-p (" ; 1) 1/2} or(0)

Da fiir ein Teilchen mit (totaler) Energie F, Masse m und Impuls p: £ = ym (¢ = 1)
folgt

_  E+m+o-p




analog

E+m—-—oc-p | | E+m+o-p
2m (E + m)]l/2 ) ) [2m (F + m)]l/2 (P)

oL(p) =

Fiir ein Teilchen in Ruhe kann man seinen Spin nicht als links- oder rechtshindig
definieren ~~ ¢Rr(0) = ¢r,(0).

EFE+m+oc-p E+m+o-p

— (f') = . C)
r(p) 2m (E +m)]Y?  [2m (E + m)]*/? =(P)
(E +m)?+ 20 - p(E +m) + p? (D)
— q
2m(E + m) LD
F+o-p
= o)
m
bzw. ©
. '—o-p |
PL(p) = == ¢R(P)

Also in Matrix-Form:

-m  pp+o-p or(P) | _
po—o-p  —m oLp) )



Definition:
Der 4-Spinor

und die 4 x 4-Matrizen

dann ist (x):

(+"po +'pi = m) ¢(p) = 0

(P — m) () = 0

die Dirac-Gleichung



n.b. 1» und +* sind hier in der sog. chiralen Darstellung gegeben (da ¢r und ¢r,
Eigenzustinde des Chiralititsoperators sind, wie wir sehen werden), die Standard-
Darstellung, die wir schon kennengelernt haben, ergibt sich durch die Ahnlichkeitstrafo:

| | 1. 1 1 1 _
Usr = Stcr; W = SYERS L mit S = 7 ( 1 1 ) —S1




Fiir Teilchen in Ruhe ist dies sicher die geschicktere Darstellung:
sp = 'u,(O)e_imt positive Energie
I -z,r(O)eimt negative Energie

mit den uns schon bekannten 4-Spinoren:

1

0

0

u(0) = L u®(0) = v (0) =

0 0 0

Lorentz-Boost in bewegtes Ko-System (6 = 0) in chiraler Darstellung.

, : 1. [
OR Q)il - e27°? 0 PR
PL oL ) 0 e 399 o,

0 0

1 0
(2) _

0 ) , v9(0)

= Boost-Matrix in Standarddarstellung
_1 cosh % o - nsinh %
usp = SucrS = 2 p
o -nsinh 3 cosh 3

O O O



und wegen

: E+m\Y? by (E—m\? -' .
cosQ—7:< —i—m) ; sin%z( m) , tanhg P mit p = VE2 —m?2

2 2m 2m 2 E+m
folgt
1 0 Pz Pz —ipy
( E+m E+m \
0 1 Pz +7'py —Pz
U — ' E+m E+m
SR Pz Pz —1Py 1 O
E+m E+m
\ Pz 1Py —Pz 0 1 )
E+m E+m

und die entsprechenden Spinoren v (identisch mit denen, die wir aus der expliziten
Losung der Dirac-Gleichung gewonnen haben):

-z,:'f:(a)(;zt) = u(¥ (p)e™P*; a=1,2 u'® (p) = u.SR(p)u(a)(O)
D@ (z) = 0@ (p)eP? v (p) = usr(p)v'™ (0)



Pz P—
1 0 Ez;i—m E+m
T 0 T 1 + —L=
E+m E+m 1 0
P+ —P=z 0 1
E+m E+m

wobei p+ = p, £ ip, und die Normierung N = 4/ EQ“L—mm so daf @MuM) = 1, ebenso fiir
u2
u'“/,

Es gilt:
u a)(p) u(a')(p) = daa/
_( )( ) (a')(p) = —Oaa’
i) p) = 0
'1,1.(a)+(p)u(a’)(p) = ‘z_.ﬁ(a)+(p)~v(a/)(p) = Edaa,
m

Auflerdem geniigen u und v (Einsetzen in Dirac-Gleichung)

(v-p—m)u(p) = 0
(v-p+m)e(p) = 0



Die adjungierten Spinoren geniigen

a(p)(y-p—m) =0
v(p)(y-p+m)=0
Der Operator

P, = Z u(®) (p)-ﬂ.(a) (p)

ist Projektionsoperator wg.

P} =3 ul® ) @@ (p)u® (p) a® (p) = 3 ul (p)al® (p) = Py
h\/—/ «

CY,‘B 2608

und projiziert auf Zustinde mit positiver Energie.

Wir zeigen in der Ubung: P, = Y2t™

2m



Analog

P_ ==Y v (p)p(p)

und P_ = =X2E Offenbar: Py + P_ = 1.

Bemerkung:

Bei der Quantisierung des Dirac-Feldes hatten wir die Lésungen

benutzt, mit

1
V2m l

() = us(p)e ", P(x) = vg(p)e?”

11 =u
2

(s

—4)




Das hat zur Folge dass

Py =Y u“pu(p)=5-p+m

und

Z D)o (p)=v-p—m.

Wir werde in der QED diese Notation beibehalten.



Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung

Bei einer Lorentz-Transformation von einem Inertialsystem [ in ein Inertialsystem I’

transformieren sich die Koordinaten geméifl

= Ar dh r=A2

und der Dirac-Spinor geméfl
"g"..v’(;l,‘./) = S(A)'lr’l"(A_l;l“I)

_( DA) 0 : .
S(A) = ( 0 D(A) ) in der chiralen Darstellung.

Die Dirac-Gleichung sollte forminvariant unter dieser Lorentz-Transformation sein:

(VO —m)(x) =0 (I) <= (z"“’d’ —m) (2" =0 (I')

_ Ox'v v AV A
Hier ist 0, = 63:# = Bon 81‘"’ =AY, 5, 0 = AY,0,



Wg. S~/ (2') = o (x) folgt aus (I)
(i" A0, —m) STHA)Y (2") =0
Durch Multiplikation von links mit S(A) erhilt man
(iS(A)HSTHA)AY D, —m) ¢ =0

Wenn also S(A)V*S71(A) = (A~ HhA7
folgt aus S(A)’*,--“S‘l(A)A” = (A~HEA “7" =" und damit (I’).

l

Bleibt also zu zeigen VA LT:

STHANWS(A) = A7

(Beachte S71(A) = S(A™1))



Erinnerung:

[ exp (%0 - (0 —ig)) 0
S(A) = ( : 0 exp (%0‘ (0 +ig)) )

Da jede Lorentz-Transformation aus den 3 Lorentz-Boosts entlang der Achsen z.y. >
und 3 Rotationen um die 3 Achsen zusammengesetzt werden kann, betrachten wir diese
Fille separat.

(A) A Lorentz-Boost, d.h. 8 =0. O.B.d.A ¢ = (¢,0,0) (Boost entlang der z-Achse)

et390” 0

cosh¢ sinh ¢
sinh & cosho
0 0
0 0

A=

o = O O
O O O



e_%qso-: 0 0 1
0 G-l-'é-dwx 1 0

0
( o® (cosh ¢ + 0” sinh ¢)

etz 0
) 0 e 290"

0 e 90" 0 cosh ¢ — o sinh ¢
P0” 0 ~ \ cosh ¢ + 0% sinh ¢ 0

—0o® (cosh ¢ — 0% sinh ¢)
0

1 1
0 _e_§¢0m0y$z€_§¢am
1 1
€297 oYz 29" 0

0 —oY* B 2‘3
o¥”® 0 —

)

)



| C oy 0 cosh ¢ — 0% sinh ¢
A~ = coshéy? +sinhony! = ,. v o1 | |
cosh ¢ + 0% sinh ¢ 0
C . 0 sinh ¢ — 0" cosh ¢
Al,p,*” = sinh ¢y + coshy! = L N | ' |
sinh ¢ + o cosh ¢ 0
2’3A'U — A'213
A v | - /

Durch Vergleich von links mit rechts sieht man die Identitét.

(B) A Drehung, d.h. ¢ =0, 0.B.d.A. 8 = (6,0,0) geht analog zu (A) mit

Lgg=
€2 0

0 0 0
1 0 0
0 cosfl sind
0 —sinf cosf

oo O =



Transformationsverhalten bilinearer Ausdriicke wie 1), 1~y
etc.

Wir benutzen wieder die chirale Darstellung

, O
OL

Erinnerung: Unter Lorentz-Transformation:

(0 + lqb)] PL

OR — exp [%0 - (0 — lcb)] @R ¢L — exp [2

~s Of — Of exp [—50 (6 + zd))] of — of exp [—%a - (0 — qu)]

Es ist sofort klar, dafl /"1 = ¢F g +df ¢ nicht invariant ist. Jedoch der adjungierte
Spinor hat die Komponenten

_ | ; ', 0 1 .- .'
) = '1,"',.'+’“;"O = ( (.D]-EI_{ Q)L*_ ) ( 1 0 ) - ( ('DE ('DE )

und damit ist



Y = (.j)i*,- OR + 95[_; o1,

invariant unter Lorentz-Transformation (d.h. ist “skalar”)
Auflerdem ist unter Paritits-Transformation ¢p <+ ¢p, so dafl v — b, d.h. P ist
echter Skalar, da er bei Raumspiegelung nicht das Vorzeichen wechselt.

Wir definieren nun die 4 x 4- Matrix

>

AP — ,I'A,,Oﬁ,lm,Qm3 _ 1 0
) S (in chiraler Darst.) 0 —1

Dann ist |
TS — (bt At 0 1 PR\ _ ot
Py v = ( OR 91, ) ( 1 0 ) < o ) = O, PR — PROL

invariant unter Lorentz-Transformationen, wechselt aber bei Paritiats-Transformation

T B .
Py 1st Pseudoskalar

das Vorzeichen ~=




Betrachte nun die Grofle [1~y#4) |, wir zeigen, dafl sie wie ein 4-Vektor unter Lorentz-

Transformationen transformiert.

A0 Y 7
vy v = ('DR PR T C)E L

- | | 0 —0o OR , . .
/ "’0 ~/ 1l _ + + 1 .I +

Unter rdumlichen Drehungen (6 # 0, ¢ = 0) haben wir

0

und fiir @ infinitesimal

o 4+ —ig. ig. 4+ — i i.
vy — —¢7e 279279 + e 2790279

= —¢f (1—%0-9)0(1—!—%0’-9)@L+¢>§ (1—%0-9

= —¢[ (0 —0x0)dp+df (0 —0x0)dy

-zr.-",.' 9 -1#": — 6 x (L_’ Y L') (*)

() beschreibt das Verhalten eines Vektors unter Rotationen.

)a(l—l—%a-@)c&R



Da die Zeitkomponente wg. (#*) invariant unter Rotationen ist, verhilt sich vy
tatsiachlich wie ein 4-Vektor unter Rotationen.

Ubung: Uberpriife, daB 1»v*1) sich wie ein 4-Vektor auch unter L-Boosts verhilt.
Unter Paritiit: 171 — 17, Py — —1y1), d.h. y#4) polarer Vektor. i.e. (@) (2) =
A () (@)

Analog: Uy#~51 verhilt sich wie axialer Vektor, d.h. wie Vektor unter L-Trafos, aber
unter Paritit 1y — yi). ie. ' (2" ) v (2!) = Ay 2 () - det(A)

Zusammenfassend:
e 1) Skalar
e "1 Pseudoskalar
e ) Vektor (polar)
o )y"~51) axialer Vektor

o (yHyY — A4Y~+H)1) antisymmetrischer Tensor



