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6.2 Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung

6.2.1 Die Lorentz-Kovarianz und Transformation von Spinoren

Das Relativitätsprinzip besagt: Die Naturgesetze sind in allen Inertialsyste-
men gleich.

Wir betrachten zwei Inertialsysteme I und I ′ mit den Raum-Zeit-Koor-
dinaten x und x′. Die Wellenfunktion eines Teilchens sei in diesen beiden
Systemen durch ψ und ψ′ gegeben. Die Poincaré-Transformation zwischen I
und I ′ sei

x′ = Λx + a . (6.2.1)

Die Wellenfunktion ψ′ muß aus ψ rekonstruierbar sein. Das bedeutet, daß
zwischen ψ′ und ψ ein lokaler Zusammenhang gelten muß

ψ′(x′) = F (ψ(x)) = F (ψ(Λ−1(x′ − a)) . (6.2.2)

Das Relativitätsprinzip zusammen mit dem funktionalen Zusammenhang
(6.2.2) bedingt die Forderung der Lorentz-Kovarianz : Die Dirac-Gleichung in
I wird durch (6.2.1) und (6.2.2) in eine Dirac-Gleichung in I ′ transformiert.
(Die Dirac-Gleichung ist forminvariant gegenüber Poincaré-Transformatio-
nen.) Damit sowohl ψ wie auch ψ′ der linearen Dirac-Gleichung genügen
können, muß der funktionale Zusammenhang linear sein, d.h.

ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x)

= S(Λ)ψ(Λ−1(x′ − a)) .
(6.2.3)

S(Λ) ist eine 4 × 4 Matrix, mit der der Spinor ψ zu multiplizieren ist. Wir
werden S(Λ) im folgenden bestimmen. In Komponenten lautet die Transfor-
mation

ψ′
α(x′) =

4∑

β=1

Sαβ(Λ)ψβ(Λ−1(x′ − a)) . (6.2.3′)

Die Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung bedeutet, daß ψ′ der Gleichung

(−iγµ∂′µ + m)ψ′(x′) = 0 (c = 1, ! = 1) (6.2.4)

genügt, wobei

∂′µ =
∂

∂x′µ .

Die γ-Matrizen ändern sich bei der Lorentz-Transformation nicht. Um S zu
bestimmen, müssen wir die Dirac-Gleichungen im gestrichenen und ungestri-
chenen Koordinatensystem ineinander überführen. Die Dirac-Gleichung im
ungestrichenen Koordinatensystem
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(−iγµ∂µ + m)ψ(x) = 0 (6.2.5)

kann mittels
∂

∂xµ
=
∂x′ν

∂xµ

∂

∂x′ν = Λνµ∂
′
ν

und

S−1ψ′(x′) = ψ(x)

in die Form

(−iγµΛνµ∂
′
ν + m)S−1(Λ)ψ′(x′) = 0 (6.2.6)

gebracht werden. Nach Multiplikation von links mit S erhält man1

−iSΛνµγ
µS−1∂′νψ

′(x′) + mψ′(x′) = 0 . (6.2.6′)

Aus dem Vergleich von (6.2.6′) mit (6.2.4) folgt, daß die Dirac-Gleichung
forminvariant unter Lorentz-Transformationen ist, wenn S(Λ) die folgende
Bedingungsgleichung erfüllt

S(Λ)−1γνS(Λ) = Λνµγ
µ . (6.2.7)

Man kann zeigen (siehe folgender Abschnitt), daß diese Gleichung nicht-
singuläre Lösungen für S(Λ) hat.2 Eine Wellenfunktion, die sich bei einer
Lorentz-Transformation nach ψ′ = Sψ transformiert, heißt vierkomponenti-
ger Lorentz-Spinor .

6.2.2 Bestimmung der Darstellung S(Λ)

6.2.2.1 Infinitesimale Lorentztransformationen

Wir betrachten zunächst infinitesimale (eigentliche, orthochrone) Lorentz–
Transformationen

Λνµ = gνµ +∆ωνµ (6.2.8a)

mit infinitesimalen und antisymmetrischen ∆ωνµ

∆ωνµ = −∆ωµν . (6.2.8b)

Diese Gleichung besagt, daß ∆ωνµ nur 6 unabhängige, nicht verschwindende
Elemente haben kann.

1 Es sei daran erinnert, daß es sich bei Λνµ um Matrixelemente handelt, die
natürlich mit den γ-Matrizen vertauschen.

2 Die Existenz eines solchen S(Λ) folgt aus der Tatsache, daß die Λµ
ν γ

ν we-
gen Gl. (6.1.6a) ebenfalls die Antikommutationsregeln (5.3.16) der γ-Matrizen
erfüllen und dem Paulischen Fundamentaltheorem (Eigenschaft 7 auf Seite 148).
Wir werden diese Transformationen unten explizit bestimmen.
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1 Es sei daran erinnert, daß es sich bei Λνµ um Matrixelemente handelt, die
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ν γ

ν we-
gen Gl. (6.1.6a) ebenfalls die Antikommutationsregeln (5.3.16) der γ-Matrizen
erfüllen und dem Paulischen Fundamentaltheorem (Eigenschaft 7 auf Seite 148).
Wir werden diese Transformationen unten explizit bestimmen.
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Die Matrizen Ii und Ki können direkt von der Gleichung abgelesen werden, aber werden auch
später nochmal explizit dargestellt nachdem die Bedeutung dieser Matrizen festgestellt ist.

Beispiel I: Drehungen. Eine infinitesimale Drehung um die x

3-Achse (�✓3 = ✓/N):
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Wir können I3 als die Erzeugende der Drehungen um der x3-Achse identifizieren.

Drehungen um die drei Achsen x

1
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2
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3 werden beschrieben durch
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Die Matrizen Ii und Ki können direkt von der Gleichung abgelesen werden, aber werden auch
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Die Erzeugenden Ki bilden keine geschlossene Algebra und die Lorentz-Boosts bilden auch
keine Untergruppe der Lorentz-Gruppe. Stattdessen haben wir
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138 6. Lorentz-Transformationen und Kovarianz der Dirac-Gleichung

(−iγµ∂µ + m)ψ(x) = 0 (6.2.5)

kann mittels
∂

∂xµ
=
∂x′ν

∂xµ

∂

∂x′ν = Λνµ∂
′
ν

und

S−1ψ′(x′) = ψ(x)

in die Form

(−iγµΛνµ∂
′
ν + m)S−1(Λ)ψ′(x′) = 0 (6.2.6)

gebracht werden. Nach Multiplikation von links mit S erhält man1

−iSΛνµγ
µS−1∂′νψ

′(x′) + mψ′(x′) = 0 . (6.2.6′)

Aus dem Vergleich von (6.2.6′) mit (6.2.4) folgt, daß die Dirac-Gleichung
forminvariant unter Lorentz-Transformationen ist, wenn S(Λ) die folgende
Bedingungsgleichung erfüllt

S(Λ)−1γνS(Λ) = Λνµγ
µ . (6.2.7)

Man kann zeigen (siehe folgender Abschnitt), daß diese Gleichung nicht-
singuläre Lösungen für S(Λ) hat.2 Eine Wellenfunktion, die sich bei einer
Lorentz-Transformation nach ψ′ = Sψ transformiert, heißt vierkomponenti-
ger Lorentz-Spinor .

6.2.2 Bestimmung der Darstellung S(Λ)

6.2.2.1 Infinitesimale Lorentztransformationen

Wir betrachten zunächst infinitesimale (eigentliche, orthochrone) Lorentz–
Transformationen

Λνµ = gνµ +∆ωνµ (6.2.8a)

mit infinitesimalen und antisymmetrischen ∆ωνµ

∆ωνµ = −∆ωµν . (6.2.8b)

Diese Gleichung besagt, daß ∆ωνµ nur 6 unabhängige, nicht verschwindende
Elemente haben kann.

1 Es sei daran erinnert, daß es sich bei Λνµ um Matrixelemente handelt, die
natürlich mit den γ-Matrizen vertauschen.

2 Die Existenz eines solchen S(Λ) folgt aus der Tatsache, daß die Λµ
ν γ

ν we-
gen Gl. (6.1.6a) ebenfalls die Antikommutationsregeln (5.3.16) der γ-Matrizen
erfüllen und dem Paulischen Fundamentaltheorem (Eigenschaft 7 auf Seite 148).
Wir werden diese Transformationen unten explizit bestimmen.
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S(Λ)−1γνS(Λ) = Λνµγ
µ . (6.2.7)

Man kann zeigen (siehe folgender Abschnitt), daß diese Gleichung nicht-
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Wir betrachten zunächst infinitesimale (eigentliche, orthochrone) Lorentz–
Transformationen

Λνµ = gνµ +∆ωνµ (6.2.8a)

mit infinitesimalen und antisymmetrischen ∆ωνµ

∆ωνµ = −∆ωµν . (6.2.8b)

Diese Gleichung besagt, daß ∆ωνµ nur 6 unabhängige, nicht verschwindende
Elemente haben kann.

1 Es sei daran erinnert, daß es sich bei Λνµ um Matrixelemente handelt, die
natürlich mit den γ-Matrizen vertauschen.

2 Die Existenz eines solchen S(Λ) folgt aus der Tatsache, daß die Λµ
ν γ

ν we-
gen Gl. (6.1.6a) ebenfalls die Antikommutationsregeln (5.3.16) der γ-Matrizen
erfüllen und dem Paulischen Fundamentaltheorem (Eigenschaft 7 auf Seite 148).
Wir werden diese Transformationen unten explizit bestimmen.
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Diese Transformationen erfüllen die Definitionsrelation für Lorentz-Transfor-
mationen

ΛλµgµνΛρν = gλρ , (6.1.6a)

wie man durch Einsetzen von (6.2.8) in diese Gleichung sieht:

gλµgµνgρν +∆ωλρ +∆ωρλ + O
(
(∆ω)2

)
= gλρ . (6.2.9)

Jedes der 6 unabhängigen Elemente von ∆ωµν erzeugt eine infinitesimale
Lorentz-Transformation. Wir betrachten typische Spezialfälle:

∆ω0
1 = −∆ω01 = −∆β : Transformation auf ein Koordi-

natensystem, das sich mit Ge-
schwindigkeit c∆β in x-Richtung
bewegt

(6.2.10)

∆ω1
2 = −∆ω12 = ∆ϕ : Transformation auf ein Koordi-

natensystem, das um den Winkel
∆ϕ um die z-Achse gedreht ist.
(Siehe Abb. 6.1)

(6.2.11)

Die räumlichen Komponenten werden bei dieser passiven Transformation folgen-
dermaßen transformiert

x′1 = x1 +∆ϕx2

x′2 = −∆ϕx1 + x2

x′3 = x3
bzw. x′ = x +

0

@
0
0

−∆ϕ

1

A× x = x +

˛̨
˛̨
˛̨
e1 e2 e3

0 0 −∆ϕ
x1 x2 x3

˛̨
˛̨
˛̨

(6.2.12)

∆φ

x

x 1

x 1

x 2x 2

Abb. 6.1. Infinitesimale Drehung, passive
Transformation

S muß in eine Potenzreihe in ∆ωνµ entwickelbar sein. Wir schreiben

S = 11 + τ , S−1 = 11 − τ , (6.2.13)

wo τ ebenfalls infinitesimal, also von Ordnung O(∆ωνµ) ist. Wir setzen in
die Gleichung für S ein,
S−1γµS = Λµ

νγ
ν, und erhalten

(11 − τ)γµ(11 + τ) = γµ + γµτ − τγµ = γµ +∆ωµ
νγ

ν , (6.2.14)
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woraus die Bestimmungsgleichung für τ

γµτ − τγµ = ∆ωµ
νγ

ν (6.2.14′)

folgt. τ ist daraus bis auf ein additives Vielfaches von 11 eindeutig bestimmt.
Betrachten wir zwei Lösungen von (6.2.14′), so kommutiert die Differenz der
beiden Lösungen mit allen γµ, muß also proportional zu 11 sein (siehe Ab-
schn. 6.2.5, Eigenschaft 6). Diese Mehrdeutigkeit wird durch die Normie-
rungsbedingung detS = 1 beseitigt. Aufgrund derer gilt in erster Ordnung
in ∆ωµν

detS = det(11 + τ) = det 11 + Sp τ = 1 + Sp τ = 1 . (6.2.15)

Daraus folgt

Sp τ = 0 . (6.2.16)

Gleichung (6.2.14′) und (6.2.16) haben die Lösung

τ =
1
8
∆ωµν(γµγν − γνγµ) = − i

4
∆ωµνσµν , (6.2.17)

wobei die Definition

σµν =
i
2

[γµ, γν ] (6.2.18)

eingeführt wurde. Man zeigt (6.2.17) indem man den Kommutator von τ mit
γµ berechnet; das Verschwinden der Spur ist durch die allgemeinen Eigen-
schaften der γ-Matrizen garantiert (Eigenschaft 3, Abschn. 6.2.5).

6.2.2.2 Drehung um die z-Achse

Wir betrachten zunächst die in Gl. (6.2.11) dargestellte Drehung R3 um die
z-Achse. Nach (6.2.11) und (6.2.17) ist

τ(R3) =
i
2
∆ϕσ12 ,

und mit

σ12 = σ12 =
i
2

[γ1, γ2] = iγ1γ2 = i
(

0 σ1

−σ1 0

)(
0 σ2

−σ2 0

)
=
(
σ3 0
0 σ3

)

(6.2.19)
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Gleichung (6.2.14′) und (6.2.16) haben die Lösung

τ =
1
8
∆ωµν(γµγν − γνγµ) = − i

4
∆ωµνσµν , (6.2.17)

wobei die Definition

σµν =
i
2

[γµ, γν ] (6.2.18)

eingeführt wurde. Man zeigt (6.2.17) indem man den Kommutator von τ mit
γµ berechnet; das Verschwinden der Spur ist durch die allgemeinen Eigen-
schaften der γ-Matrizen garantiert (Eigenschaft 3, Abschn. 6.2.5).

6.2.2.2 Drehung um die z-Achse

Wir betrachten zunächst die in Gl. (6.2.11) dargestellte Drehung R3 um die
z-Achse. Nach (6.2.11) und (6.2.17) ist

τ(R3) =
i
2
∆ϕσ12 ,

und mit

σ12 = σ12 =
i
2

[γ1, γ2] = iγ1γ2 = i
(

0 σ1

−σ1 0

)(
0 σ2

−σ2 0

)
=
(
σ3 0
0 σ3

)

(6.2.19)
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Wir betrachten zunächst die in Gl. (6.2.11) dargestellte Drehung R3 um die
z-Achse. Nach (6.2.11) und (6.2.17) ist

τ(R3) =
i
2
∆ϕσ12 ,

und mit

σ12 = σ12 =
i
2

[γ1, γ2] = iγ1γ2 = i
(

0 σ1

−σ1 0

)(
0 σ2

−σ2 0

)
=
(
σ3 0
0 σ3

)

(6.2.19)

140 6. Lorentz-Transformationen und Kovarianz der Dirac-Gleichung

woraus die Bestimmungsgleichung für τ

γµτ − τγµ = ∆ωµ
νγ

ν (6.2.14′)

folgt. τ ist daraus bis auf ein additives Vielfaches von 11 eindeutig bestimmt.
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folgt

S = 1 +
i
2
∆ϕσ12 = 1 +

i
2
∆ϕ

(
σ3 0
0 σ3

)
. (6.2.20)

Aus der infinitesimalen Drehung können wir durch Zusammensetzen die
Transformationsmatrix S für eine endliche Drehung um den Winkel ϑ be-
stimmen, indem wir die endliche Drehung in N Teilschritte ϑ/N zerlegen

ψ′(x′) = Sψ(x) = lim
N→∞

(
1 +

i
2N

ϑσ12

)N

ψ(x)

= e
i
2ϑσ

12
ψ

=
(

cos
ϑ

2
+ iσ12 sin

ϑ

2

)
ψ(x) . (6.2.21)

Für die Koordinaten und andere Vierervektoren bedeutet diese zusammen-
gesetzte Transformation

x′ = lim
N→∞

(
11 +

ϑ

N

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠

)
· · ·
(

11 +
ϑ

N

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠

)
x

= exp

{
ϑ

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠

}
x =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 cosϑ sinϑ 0
0 − sinϑ cosϑ 0
0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎠ x , (6.2.22)

also tatsächlich die übliche Drehmatrix mit Winkel ϑ. Die Transformation S
für Drehungen (Gl. (6.2.21)) ist unitär (S−1 = S†). Aus (6.2.21) sieht man

S(2π) = −11 (6.2.23a)
S(4π) = 11 . (6.2.23b)

Die Tatsache, daß Spinoren nicht bei einer Drehung um 2π sondern erst
bei einer Drehung um 4π wieder ihren Ausgangswert einnehmen, wird in
Neutroneninterferenzexperimenten beobachtet 3. Wir weisen auf die Analogie
zur Transformation von Pauli-Spinoren unter Drehungen

ϕ′(x′) = e
i
2 ω·σϕ(x) (6.2.24)

hin.

3 H. Rauch et al, Phys. Lett. 54A, 425 (1975); S.A. Werner et al, Phys. Rev. Lett.
35, 1053 (1975); beschrieben auch in J.J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics,
S.162, Addison-Wesley, Red Wood City (1985).
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3 H. Rauch et al, Phys. Lett. 54A, 425 (1975); S.A. Werner et al, Phys. Rev. Lett.
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6.2.2.3 Lorentz-Transformation längs der x1-Richtung

Nach Gl. (6.2.10)

∆ω01 = ∆β (6.2.25)

und (6.2.17) ist

τ(L1) =
1
2
∆βγ0γ1 =

1
2
∆βα1 . (6.2.26)

Nun können wir daraus S für eine endliche Lorentz-Transformation längs der
x1-Achse bestimmen. Für die Geschwindigkeit v

c ist tanh η = v
c .

Die Zerlegung von η in N Teilschritte η
N führt auf folgende Transformation

der Koordinaten und anderer Vierervektoren

x′µ = lim
N→∞

(
g +

η

N
I
)µ

ν1

(
g +

η

N
I
)ν1

ν2
· · ·
(
g +

η

N
I
)νN−1

ν
xν

gµ
ν = δµ

ν ,

Iνµ =

⎛

⎜⎜⎝

0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ , I2 =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ , I3 = I

x′ = eηIx =
(

1 + ηI +
1
2!
η2I2 +

1
3!
η3I +

1
4!

I2 . . .

)
x

x′µ =
(
1 − I2 + I2 cosh η + I sinh η

)µ
ν
xν

=

⎛

⎜⎜⎝

cosh η − sinh η 0 0
− sinh η cosh η 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝

x0

x1

x2

x3

⎞

⎟⎟⎠ . (6.2.27)

Die N -fache Anwendung der infinitesimalen Lorentz-Transformation

L1

( η
N

)
= 11 +

η

N
I

führt im Limes großer N somit auf die Lorentz-Transformation (6.1.11)

L1(η) = eηI =

⎛

⎜⎜⎝

cosh η − sinh η 0 0
− sinh η cosh η 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎠ . (6.2.27′)

Wir bemerken, daß sich die N infinitesimalen Schritte um η
N zu η addieren

und nicht etwa einfach die infinitesimalen Geschwindigkeiten. Dies entspricht
der Tatsache, daß bei Zusammensetzung zweier Lorentztransformationen sich
die beiden η und nicht die Geschwindigkeiten addieren.
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Wir bemerken, daß sich die N infinitesimalen Schritte um η
N zu η addieren

und nicht etwa einfach die infinitesimalen Geschwindigkeiten. Dies entspricht
der Tatsache, daß bei Zusammensetzung zweier Lorentztransformationen sich
die beiden η und nicht die Geschwindigkeiten addieren.
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Nach Gl. (6.2.10)

∆ω01 = ∆β (6.2.25)

und (6.2.17) ist

τ(L1) =
1
2
∆βγ0γ1 =

1
2
∆βα1 . (6.2.26)

Nun können wir daraus S für eine endliche Lorentz-Transformation längs der
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x1-Achse bestimmen. Für die Geschwindigkeit v

c ist tanh η = v
c .

Die Zerlegung von η in N Teilschritte η
N führt auf folgende Transformation

der Koordinaten und anderer Vierervektoren

x′µ = lim
N→∞

(
g +

η

N
I
)µ

ν1

(
g +

η

N
I
)ν1

ν2
· · ·
(
g +

η

N
I
)νN−1

ν
xν

gµ
ν = δµ

ν ,

Iνµ =

⎛

⎜⎜⎝

0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ , I2 =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ , I3 = I

x′ = eηIx =
(

1 + ηI +
1
2!
η2I2 +

1
3!
η3I +

1
4!

I2 . . .

)
x

x′µ =
(
1 − I2 + I2 cosh η + I sinh η

)µ
ν
xν

=

⎛

⎜⎜⎝

cosh η − sinh η 0 0
− sinh η cosh η 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎝

x0

x1

x2

x3

⎞

⎟⎟⎠ . (6.2.27)

Die N -fache Anwendung der infinitesimalen Lorentz-Transformation

L1

( η
N

)
= 11 +

η

N
I

führt im Limes großer N somit auf die Lorentz-Transformation (6.1.11)

L1(η) = eηI =

⎛

⎜⎜⎝

cosh η − sinh η 0 0
− sinh η cosh η 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎠ . (6.2.27′)

Wir bemerken, daß sich die N infinitesimalen Schritte um η
N zu η addieren

und nicht etwa einfach die infinitesimalen Geschwindigkeiten. Dies entspricht
der Tatsache, daß bei Zusammensetzung zweier Lorentztransformationen sich
die beiden η und nicht die Geschwindigkeiten addieren.



142 6. Lorentz-Transformationen und Kovarianz der Dirac-Gleichung

6.2.2.3 Lorentz-Transformation längs der x1-Richtung
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Wir berechnen nun die zugehörige Spinor-Transformation

S(L1) = lim
N→∞

(
1 +

1
2
η

N
α1

)N

= e
η
2α1

= 11 cosh
η

2
+ α1 sinh

η

2
.

(6.2.28)

Für Lorentz-Transformationen im engeren Sinne ist S hermitesch (S(L1)† =
S(L1)).

Für allgemeine infinitesimale Transformationen, charakterisiert durch in-
finitesimale antisymmetrische ∆ωµν gilt nach (6.2.17)

S(Λ) = 11 − i
4
σµν∆ω

µν . (6.2.29a)

Daraus folgt die endliche Transformation

S(Λ) = e−
i
4σµνω

µν

(6.2.29b)

mit ωµν = −ωνµ und die Lorentz-Transformation lautet Λ = eω, wobei die
Matrixelemente von ω gleich ωµ

ν sind. Beispielsweise kann eine Drehung um
den Winkel ϑ um eine beliebige Drehachse n̂ durch

S = e
i
2ϑn̂·Σ (6.2.29c)

dargestellt werden, wo

Σ =
(

σ 0
0 σ

)
(6.2.29d)

ist.

6.2.2.4 Raumspiegelung, Parität

Die Lorentz-Transformation, die einer Raumspiegelung entspricht, wird durch

Λµ
ν =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞

⎟⎟⎠ (6.2.30)

dargestellt. Das zugehörige S wird nach Gl. (6.2.7) aus

S−1γµS = Λµ
νγ

ν =
4∑

ν=1

gµνγν = gµµγµ , (6.2.31)

bestimmt, wo über µ nicht summiert wird. Man sieht sofort, daß die Lösung
von (6.2.31), die wir in diesem Fall mit P bezeichnen, durch

S = P ≡ eiϕγ0 . (6.2.32)

gegeben ist. Hier ist eiϕ ein unbeobachtbarer Phasenfaktor. Für diesen wird
konventionell einer der vier Werte ±1, ±i gesetzt; dann geben vier Spiegelun-
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gegeben ist. Hier ist eiϕ ein unbeobachtbarer Phasenfaktor. Für diesen wird
konventionell einer der vier Werte ±1, ±i gesetzt; dann geben vier Spiegelun-
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Für Lorentz-Transformationen im engeren Sinne ist S hermitesch (S(L1)† =
S(L1)).

Für allgemeine infinitesimale Transformationen, charakterisiert durch in-
finitesimale antisymmetrische ∆ωµν gilt nach (6.2.17)

S(Λ) = 11 − i
4
σµν∆ω

µν . (6.2.29a)

Daraus folgt die endliche Transformation

S(Λ) = e−
i
4σµνω

µν

(6.2.29b)

mit ωµν = −ωνµ und die Lorentz-Transformation lautet Λ = eω, wobei die
Matrixelemente von ω gleich ωµ

ν sind. Beispielsweise kann eine Drehung um
den Winkel ϑ um eine beliebige Drehachse n̂ durch

S = e
i
2ϑn̂·Σ (6.2.29c)

dargestellt werden, wo

Σ =
(

σ 0
0 σ

)
(6.2.29d)

ist.

6.2.2.4 Raumspiegelung, Parität
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Λµ
ν =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞

⎟⎟⎠ (6.2.30)

dargestellt. Das zugehörige S wird nach Gl. (6.2.7) aus

S−1γµS = Λµ
νγ

ν =
4∑

ν=1

gµνγν = gµµγµ , (6.2.31)

bestimmt, wo über µ nicht summiert wird. Man sieht sofort, daß die Lösung
von (6.2.31), die wir in diesem Fall mit P bezeichnen, durch

S = P ≡ eiϕγ0 . (6.2.32)

gegeben ist. Hier ist eiϕ ein unbeobachtbarer Phasenfaktor. Für diesen wird
konventionell einer der vier Werte ±1, ±i gesetzt; dann geben vier Spiegelun-

6.2 Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung 143

Wir berechnen nun die zugehörige Spinor-Transformation

S(L1) = lim
N→∞

(
1 +

1
2
η

N
α1

)N

= e
η
2α1

= 11 cosh
η

2
+ α1 sinh

η

2
.

(6.2.28)

Für Lorentz-Transformationen im engeren Sinne ist S hermitesch (S(L1)† =
S(L1)).

Für allgemeine infinitesimale Transformationen, charakterisiert durch in-
finitesimale antisymmetrische ∆ωµν gilt nach (6.2.17)

S(Λ) = 11 − i
4
σµν∆ω

µν . (6.2.29a)

Daraus folgt die endliche Transformation

S(Λ) = e−
i
4σµνω

µν

(6.2.29b)

mit ωµν = −ωνµ und die Lorentz-Transformation lautet Λ = eω, wobei die
Matrixelemente von ω gleich ωµ

ν sind. Beispielsweise kann eine Drehung um
den Winkel ϑ um eine beliebige Drehachse n̂ durch

S = e
i
2ϑn̂·Σ (6.2.29c)

dargestellt werden, wo

Σ =
(

σ 0
0 σ

)
(6.2.29d)

ist.

6.2.2.4 Raumspiegelung, Parität

Die Lorentz-Transformation, die einer Raumspiegelung entspricht, wird durch

Λµ
ν =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞

⎟⎟⎠ (6.2.30)

dargestellt. Das zugehörige S wird nach Gl. (6.2.7) aus

S−1γµS = Λµ
νγ

ν =
4∑

ν=1

gµνγν = gµµγµ , (6.2.31)

bestimmt, wo über µ nicht summiert wird. Man sieht sofort, daß die Lösung
von (6.2.31), die wir in diesem Fall mit P bezeichnen, durch

S = P ≡ eiϕγ0 . (6.2.32)

gegeben ist. Hier ist eiϕ ein unbeobachtbarer Phasenfaktor. Für diesen wird
konventionell einer der vier Werte ±1, ±i gesetzt; dann geben vier Spiegelun-

6.2 Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung 143

Wir berechnen nun die zugehörige Spinor-Transformation

S(L1) = lim
N→∞

(
1 +

1
2
η

N
α1

)N

= e
η
2α1

= 11 cosh
η

2
+ α1 sinh

η

2
.

(6.2.28)

Für Lorentz-Transformationen im engeren Sinne ist S hermitesch (S(L1)† =
S(L1)).

Für allgemeine infinitesimale Transformationen, charakterisiert durch in-
finitesimale antisymmetrische ∆ωµν gilt nach (6.2.17)

S(Λ) = 11 − i
4
σµν∆ω

µν . (6.2.29a)

Daraus folgt die endliche Transformation

S(Λ) = e−
i
4σµνω

µν

(6.2.29b)

mit ωµν = −ωνµ und die Lorentz-Transformation lautet Λ = eω, wobei die
Matrixelemente von ω gleich ωµ

ν sind. Beispielsweise kann eine Drehung um
den Winkel ϑ um eine beliebige Drehachse n̂ durch

S = e
i
2ϑn̂·Σ (6.2.29c)

dargestellt werden, wo

Σ =
(

σ 0
0 σ

)
(6.2.29d)

ist.

6.2.2.4 Raumspiegelung, Parität

Die Lorentz-Transformation, die einer Raumspiegelung entspricht, wird durch

Λµ
ν =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞

⎟⎟⎠ (6.2.30)

dargestellt. Das zugehörige S wird nach Gl. (6.2.7) aus

S−1γµS = Λµ
νγ

ν =
4∑

ν=1

gµνγν = gµµγµ , (6.2.31)

bestimmt, wo über µ nicht summiert wird. Man sieht sofort, daß die Lösung
von (6.2.31), die wir in diesem Fall mit P bezeichnen, durch

S = P ≡ eiϕγ0 . (6.2.32)

gegeben ist. Hier ist eiϕ ein unbeobachtbarer Phasenfaktor. Für diesen wird
konventionell einer der vier Werte ±1, ±i gesetzt; dann geben vier Spiegelun-

6.2 Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung 143

Wir berechnen nun die zugehörige Spinor-Transformation

S(L1) = lim
N→∞

(
1 +

1
2
η

N
α1

)N

= e
η
2α1

= 11 cosh
η

2
+ α1 sinh

η

2
.

(6.2.28)

Für Lorentz-Transformationen im engeren Sinne ist S hermitesch (S(L1)† =
S(L1)).

Für allgemeine infinitesimale Transformationen, charakterisiert durch in-
finitesimale antisymmetrische ∆ωµν gilt nach (6.2.17)

S(Λ) = 11 − i
4
σµν∆ω

µν . (6.2.29a)

Daraus folgt die endliche Transformation

S(Λ) = e−
i
4σµνω

µν

(6.2.29b)

mit ωµν = −ωνµ und die Lorentz-Transformation lautet Λ = eω, wobei die
Matrixelemente von ω gleich ωµ

ν sind. Beispielsweise kann eine Drehung um
den Winkel ϑ um eine beliebige Drehachse n̂ durch

S = e
i
2ϑn̂·Σ (6.2.29c)

dargestellt werden, wo

Σ =
(

σ 0
0 σ

)
(6.2.29d)

ist.

6.2.2.4 Raumspiegelung, Parität

Die Lorentz-Transformation, die einer Raumspiegelung entspricht, wird durch

Λµ
ν =

⎛

⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞

⎟⎟⎠ (6.2.30)

dargestellt. Das zugehörige S wird nach Gl. (6.2.7) aus

S−1γµS = Λµ
νγ

ν =
4∑

ν=1

gµνγν = gµµγµ , (6.2.31)

bestimmt, wo über µ nicht summiert wird. Man sieht sofort, daß die Lösung
von (6.2.31), die wir in diesem Fall mit P bezeichnen, durch

S = P ≡ eiϕγ0 . (6.2.32)

gegeben ist. Hier ist eiϕ ein unbeobachtbarer Phasenfaktor. Für diesen wird
konventionell einer der vier Werte ±1, ±i gesetzt; dann geben vier Spiegelun-
144 6. Lorentz-Transformationen und Kovarianz der Dirac-Gleichung

gen die Einheit 11. Die Spinoren transformieren sich unter einer Raumspiege-
lung gemäß

ψ′(x′) ≡ ψ′(x′, t) = ψ′(−x, t) = eiϕγ0ψ(x) = eiϕγ0ψ(−x′, t) . (6.2.33)

Die gesamte Raumspiegelungs(Paritäts)transformation für Spinoren wird
mit

P = eiϕγ0P(0) (6.2.33′)

bezeichnet, wobei P(0) die Raumspiegelung x → −x bewirkt. Aus γ0 ≡

β =
(

11 0
0 −11

)
ist ersichtlich, daß die Ruhezustände positiver und negativer

Energie (Gl. (5.3.22)) Eigenzustände von P sind - mit entgegengesetzten
Eigenwerten, d.h. entgegengesetzten Paritäten. Das bedeutet, daß die inneren
Paritäten für Teilchen und Antiteilchen entgegengesetzt sind.

6.2.3 Weitere Eigenschaften der S

Für die Berechnung der Transformation von Bilinearformen wie jµ(x) benö-
tigen wir einen Zusammenhang zwischen der adjungierten Transformation S†

und S−1.
Behauptung:

S†γ0 = bγ0S−1 , (6.2.34a)

wobei

b = ±1 für Λ00

{
≥ +1
≤ −1 . (6.2.34b)

Beweis. Wir gehen aus von Gl. (6.2.7)

S−1γµS = Λµ
νγ

ν , Λµ
ν reell, (6.2.35)

und schreiben die adjungierte Relation auf

(Λµ
νγ

ν)† = S†γµ†S†−1 . (6.2.36)

Die hermitesch adjungierte Matrix kann am kürzesten durch

γµ† = γ0γµγ0 (6.2.37)

ausgedrückt werden. Dies beinhaltet unter Verwendung der Antikommutati-
onsrelationen γ0† = γ0, γk† = −γk. Wir setzen diese Relation auf der linken
und der rechten Seite von Gl. (6.2.36) ein und multiplizieren mit γ0 von links
und rechts

γ0Λµ
νγ

0γνγ0γ0 = γ0S†γ0γµγ0S†−1γ0

Λµ
νγ

ν = S−1γµS = γ0S†γ0γµ(γ0S†γ0)−1 ,
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ψ′(x′) ≡ ψ′(x′, t) = ψ′(−x, t) = eiϕγ0ψ(x) = eiϕγ0ψ(−x′, t) . (6.2.33)
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ausgedrückt werden. Dies beinhaltet unter Verwendung der Antikommutati-
onsrelationen γ0† = γ0, γk† = −γk. Wir setzen diese Relation auf der linken
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0 < Sp (S†S) = 4bΛ0
0 .

Also ist bΛ0
0 > 0. Folglich gilt der Zusammenhang zwischen den Vorzeichen

von Λ00 und b:

Λ00 ≥ 1 für b = 1

Λ00 ≤ −1 für b = −1 .
(6.2.34b)

Für Lorentz-Transformationen, die den Zeitsinn nicht ändern, ist b = 1, für
solche, die ihn ändern ist b = −1.

6.2.4 Transformation von Bilinearformen

Der adjungierte Spinor ist durch

ψ̄ = ψ†γ0 (6.2.43)

definiert. Es sei daran erinnert, daß man ψ† als hermitesch adjungierten
Spinor bezeichnet. Die zusätzliche Einführung von ψ̄ ist zweckmäßig, weil
sich darin Größen wie z.B. die Stromdichte kompakt schreiben lassen. Da-
raus ergibt sich das folgende Transformationsverhalten unter einer Lorentz-
Transformation.

ψ′ = Sψ =⇒ ψ′† = ψ†S† =⇒ ψ̄′ = ψ†S†γ0 = bψ†γ0S−1 ,

also

ψ̄′ = b ψ̄S−1 . (6.2.44)

Die Stromdichte (5.3.7) lautet mit obiger Definition

jµ = cψ†γ0γµψ = c ψ̄γµψ (6.2.45)

und transformiert sich deshalb wie

jµ′ = c b ψ̄S−1γµSψ = Λµ
νc b ψ̄γνψ = bΛµ

νj
ν . (6.2.46)

Also transformiert sich jµ wie ein Vektor für Lorentz-Transformationen ohne
Zeitspiegelung. Desgleichen sieht man sofort aus (6.2.3) und (6.2.44), daß sich
ψ̄(x)ψ(x) wie ein Skalar transformiert:

ψ̄′(x′)ψ′(x′) = bψ̄(x′)S−1Sψ(x′)
= b ψ̄(x)ψ(x) .

(6.2.47a)

Wir stellen hier das Transformationsverhalten der wichtigsten bilinearen
Größen unter orthochronen Lorentz-Transformationen , also solchen, die den
Zeitsinn nicht ändern, zusammen:
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ψ̄′(x′)ψ′(x′) = ψ̄(x)ψ(x) Skalar (6.2.47a)
ψ̄′(x′)γµψ′(x′) = Λµ

νψ̄(x)γνψ(x) Vektor (6.2.47b)
ψ̄′(x′)σµνψ′(x′) = Λµ

ρΛ
ν
σψ̄(x)σρσψ(x) antisymmetrischer

Tensor (6.2.47c)

ψ̄′(x′)γ5γ
µψ′(x′) = (detΛ)Λµ

ν ψ̄(x)γ5γ
νψ(x) Pseudovektor (6.2.47d)

ψ̄′(x′)γ5ψ
′(x′) = (detΛ)ψ̄(x)γ5ψ(x) Pseudoskalar, (6.2.47e)

wo γ5 = iγ0γ1γ2γ3 ist. Wir erinnern daran, daß detΛ = ±1 ist; für Raum-
spiegelungen ist das Vorzeichen −1.

6.2.5 Eigenschaften der γ-Matrizen

Wir erinnern an die Definition von γ5 im letzten Abschnitt:

γ5 ≡ γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 (6.2.48)

und weisen darauf hin, daß diese Definition in der Literatur nicht einheitlich
ist. In der Standarddarstellung (5.3.21) der Dirac-Matrizen hat γ5 die Form

γ5 =
(

0 11
11 0

)
. (6.2.48′)

Die Matrix γ5 erfüllt die Relationen
{
γ5, γµ

}
= 0 (6.2.49a)

und

(γ5)2 = 11 . (6.2.49b)

Durch Bildung von Produkten aus den γµ kann man 16 linear unabhängige
4 × 4 Matrizen konstruieren. Diese sind

ΓS = 11 (6.2.50a)
Γ V

µ = γµ (6.2.50b)

Γ T
µν = σµν =

i
2
[γµ, γν ] (6.2.50c)

ΓA
µ = γ5γµ (6.2.50d)

ΓP = γ5 . (6.2.50e)

Die oberen Indizes weisen auf Skalar, Vektor, Tensor, Axialvektor (= Pseu-
dovektor) und Pseudoskalar hin.



Beweis	der	RelaLon	6.2.34	
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gen die Einheit 11. Die Spinoren transformieren sich unter einer Raumspiege-
lung gemäß

ψ′(x′) ≡ ψ′(x′, t) = ψ′(−x, t) = eiϕγ0ψ(x) = eiϕγ0ψ(−x′, t) . (6.2.33)

Die gesamte Raumspiegelungs(Paritäts)transformation für Spinoren wird
mit

P = eiϕγ0P(0) (6.2.33′)

bezeichnet, wobei P(0) die Raumspiegelung x → −x bewirkt. Aus γ0 ≡

β =
(

11 0
0 −11

)
ist ersichtlich, daß die Ruhezustände positiver und negativer

Energie (Gl. (5.3.22)) Eigenzustände von P sind - mit entgegengesetzten
Eigenwerten, d.h. entgegengesetzten Paritäten. Das bedeutet, daß die inneren
Paritäten für Teilchen und Antiteilchen entgegengesetzt sind.

6.2.3 Weitere Eigenschaften der S

Für die Berechnung der Transformation von Bilinearformen wie jµ(x) benö-
tigen wir einen Zusammenhang zwischen der adjungierten Transformation S†

und S−1.
Behauptung:

S†γ0 = bγ0S−1 , (6.2.34a)

wobei

b = ±1 für Λ00

{
≥ +1
≤ −1 . (6.2.34b)

Beweis. Wir gehen aus von Gl. (6.2.7)

S−1γµS = Λµ
νγ

ν , Λµ
ν reell, (6.2.35)

und schreiben die adjungierte Relation auf

(Λµ
νγ

ν)† = S†γµ†S†−1 . (6.2.36)

Die hermitesch adjungierte Matrix kann am kürzesten durch

γµ† = γ0γµγ0 (6.2.37)

ausgedrückt werden. Dies beinhaltet unter Verwendung der Antikommutati-
onsrelationen γ0† = γ0, γk† = −γk. Wir setzen diese Relation auf der linken
und der rechten Seite von Gl. (6.2.36) ein und multiplizieren mit γ0 von links
und rechts

γ0Λµ
νγ

0γνγ0γ0 = γ0S†γ0γµγ0S†−1γ0

Λµ
νγ

ν = S−1γµS = γ0S†γ0γµ(γ0S†γ0)−1 ,
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Paritäten für Teilchen und Antiteilchen entgegengesetzt sind.

6.2.3 Weitere Eigenschaften der S

Für die Berechnung der Transformation von Bilinearformen wie jµ(x) benö-
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da (γ0)−1 = γ0. Außerdem wurde auf der linken Seite Λµ
νγ

ν = S−1γµS
ersetzt. Nun multiplizieren wir mit S und S−1

γµ = Sγ0S†γ0γµ(γ0S†γ0)−1S−1 ≡ (Sγ0S†γ0)γµ(Sγ0S†γ0)−1

Also kommutiert Sγ0S†γ0 mit allen γµ und ist deshalb ein Vielfaches der
Einheitsmatrix

Sγ0S†γ0 = b 11 , (6.2.38)

woraus auch

Sγ0S† = bγ0 (6.2.39)

und die gesuchte Relation4

S†γ0 = b(Sγ0)−1 = bγ0S−1 (6.2.34a)

folgt. Da (γ0)† = γ0 und Sγ0S† hermitesch sind, erhält man durch Adjun-
gieren von (6.2.39) Sγ0S† = b∗γ0, woraus

b∗ = b (6.2.40)

folgt, also ist b reell. Verwendet man, daß die Normierung von S durch detS =
1 festgelegt wurde, erhält man durch Berechnung der Determinante von Gl.
(6.2.39) b4 = 1. Daraus folgt zusammen mit (6.2.40)

b = ±1 . (6.2.41)

Die Bedeutung des Vorzeichens in (6.2.41) erkennt man, wenn

S†S = S†γ0γ0S = bγ0S−1γ0S = bγ0Λ0
νγ

ν

= bΛ0
0 11 +

3∑

k=1

bΛ0
k γ

0γk

︸ ︷︷ ︸
αk

(6.2.42)

betrachtet wird. S†S hat positiv definite Eigenwerte, wie man aus dem Fol-
genden erkennt. Zunächst ist det S†S = 1 gleich dem Produkt aller Eigen-
werte, und diese müssen deshalb alle verschieden von Null sein. Weiters ist
S†S hermitesch und für seine Eigenfunktionen gilt S†Sψa = aψa, woraus

aψ†
aψa = ψ†

aS†Sψa = (Sψa)†Sψa > 0

folgt und somit a > 0. Da die Spur von S†S gleich der Summe aller Eigenwerte
ist, folgt daraus und aus Gl. (6.2.42) unter Verwendung von Sp αk = 0
4 Anmerkung: Für die Lorentz-Transformation L↑

+ (L.T. im engeren Sinn und
Drehungen) und für Raumspiegelungen kann diese Relation mit b = 1 aus den
expliziten Darstellungen abgeleitet werden.
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da (γ0)−1 = γ0. Außerdem wurde auf der linken Seite Λµ
νγ

ν = S−1γµS
ersetzt. Nun multiplizieren wir mit S und S−1

γµ = Sγ0S†γ0γµ(γ0S†γ0)−1S−1 ≡ (Sγ0S†γ0)γµ(Sγ0S†γ0)−1

Also kommutiert Sγ0S†γ0 mit allen γµ und ist deshalb ein Vielfaches der
Einheitsmatrix

Sγ0S†γ0 = b 11 , (6.2.38)

woraus auch

Sγ0S† = bγ0 (6.2.39)

und die gesuchte Relation4

S†γ0 = b(Sγ0)−1 = bγ0S−1 (6.2.34a)

folgt. Da (γ0)† = γ0 und Sγ0S† hermitesch sind, erhält man durch Adjun-
gieren von (6.2.39) Sγ0S† = b∗γ0, woraus

b∗ = b (6.2.40)

folgt, also ist b reell. Verwendet man, daß die Normierung von S durch detS =
1 festgelegt wurde, erhält man durch Berechnung der Determinante von Gl.
(6.2.39) b4 = 1. Daraus folgt zusammen mit (6.2.40)

b = ±1 . (6.2.41)

Die Bedeutung des Vorzeichens in (6.2.41) erkennt man, wenn

S†S = S†γ0γ0S = bγ0S−1γ0S = bγ0Λ0
νγ

ν

= bΛ0
0 11 +

3∑

k=1

bΛ0
k γ

0γk

︸ ︷︷ ︸
αk

(6.2.42)

betrachtet wird. S†S hat positiv definite Eigenwerte, wie man aus dem Fol-
genden erkennt. Zunächst ist det S†S = 1 gleich dem Produkt aller Eigen-
werte, und diese müssen deshalb alle verschieden von Null sein. Weiters ist
S†S hermitesch und für seine Eigenfunktionen gilt S†Sψa = aψa, woraus

aψ†
aψa = ψ†

aS†Sψa = (Sψa)†Sψa > 0

folgt und somit a > 0. Da die Spur von S†S gleich der Summe aller Eigenwerte
ist, folgt daraus und aus Gl. (6.2.42) unter Verwendung von Sp αk = 0
4 Anmerkung: Für die Lorentz-Transformation L↑

+ (L.T. im engeren Sinn und
Drehungen) und für Raumspiegelungen kann diese Relation mit b = 1 aus den
expliziten Darstellungen abgeleitet werden.

6.2 Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung 145

da (γ0)−1 = γ0. Außerdem wurde auf der linken Seite Λµ
νγ

ν = S−1γµS
ersetzt. Nun multiplizieren wir mit S und S−1

γµ = Sγ0S†γ0γµ(γ0S†γ0)−1S−1 ≡ (Sγ0S†γ0)γµ(Sγ0S†γ0)−1

Also kommutiert Sγ0S†γ0 mit allen γµ und ist deshalb ein Vielfaches der
Einheitsmatrix

Sγ0S†γ0 = b 11 , (6.2.38)

woraus auch

Sγ0S† = bγ0 (6.2.39)

und die gesuchte Relation4

S†γ0 = b(Sγ0)−1 = bγ0S−1 (6.2.34a)

folgt. Da (γ0)† = γ0 und Sγ0S† hermitesch sind, erhält man durch Adjun-
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betrachtet wird. S†S hat positiv definite Eigenwerte, wie man aus dem Fol-
genden erkennt. Zunächst ist det S†S = 1 gleich dem Produkt aller Eigen-
werte, und diese müssen deshalb alle verschieden von Null sein. Weiters ist
S†S hermitesch und für seine Eigenfunktionen gilt S†Sψa = aψa, woraus

aψ†
aψa = ψ†

aS†Sψa = (Sψa)†Sψa > 0

folgt und somit a > 0. Da die Spur von S†S gleich der Summe aller Eigenwerte
ist, folgt daraus und aus Gl. (6.2.42) unter Verwendung von Sp αk = 0
4 Anmerkung: Für die Lorentz-Transformation L↑

+ (L.T. im engeren Sinn und
Drehungen) und für Raumspiegelungen kann diese Relation mit b = 1 aus den
expliziten Darstellungen abgeleitet werden.
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gieren von (6.2.39) Sγ0S† = b∗γ0, woraus

b∗ = b (6.2.40)

folgt, also ist b reell. Verwendet man, daß die Normierung von S durch detS =
1 festgelegt wurde, erhält man durch Berechnung der Determinante von Gl.
(6.2.39) b4 = 1. Daraus folgt zusammen mit (6.2.40)

b = ±1 . (6.2.41)

Die Bedeutung des Vorzeichens in (6.2.41) erkennt man, wenn

S†S = S†γ0γ0S = bγ0S−1γ0S = bγ0Λ0
νγ

ν

= bΛ0
0 11 +

3∑

k=1

bΛ0
k γ

0γk

︸ ︷︷ ︸
αk

(6.2.42)

betrachtet wird. S†S hat positiv definite Eigenwerte, wie man aus dem Fol-
genden erkennt. Zunächst ist det S†S = 1 gleich dem Produkt aller Eigen-
werte, und diese müssen deshalb alle verschieden von Null sein. Weiters ist
S†S hermitesch und für seine Eigenfunktionen gilt S†Sψa = aψa, woraus

aψ†
aψa = ψ†

aS†Sψa = (Sψa)†Sψa > 0

folgt und somit a > 0. Da die Spur von S†S gleich der Summe aller Eigenwerte
ist, folgt daraus und aus Gl. (6.2.42) unter Verwendung von Sp αk = 0
4 Anmerkung: Für die Lorentz-Transformation L↑

+ (L.T. im engeren Sinn und
Drehungen) und für Raumspiegelungen kann diese Relation mit b = 1 aus den
expliziten Darstellungen abgeleitet werden.
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betrachtet wird. S†S hat positiv definite Eigenwerte, wie man aus dem Fol-
genden erkennt. Zunächst ist det S†S = 1 gleich dem Produkt aller Eigen-
werte, und diese müssen deshalb alle verschieden von Null sein. Weiters ist
S†S hermitesch und für seine Eigenfunktionen gilt S†Sψa = aψa, woraus

aψ†
aψa = ψ†

aS†Sψa = (Sψa)†Sψa > 0

folgt und somit a > 0. Da die Spur von S†S gleich der Summe aller Eigenwerte
ist, folgt daraus und aus Gl. (6.2.42) unter Verwendung von Sp αk = 0
4 Anmerkung: Für die Lorentz-Transformation L↑

+ (L.T. im engeren Sinn und
Drehungen) und für Raumspiegelungen kann diese Relation mit b = 1 aus den
expliziten Darstellungen abgeleitet werden.

6.2 Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung 145

da (γ0)−1 = γ0. Außerdem wurde auf der linken Seite Λµ
νγ

ν = S−1γµS
ersetzt. Nun multiplizieren wir mit S und S−1

γµ = Sγ0S†γ0γµ(γ0S†γ0)−1S−1 ≡ (Sγ0S†γ0)γµ(Sγ0S†γ0)−1
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Sγ0S† = bγ0 (6.2.39)

und die gesuchte Relation4

S†γ0 = b(Sγ0)−1 = bγ0S−1 (6.2.34a)

folgt. Da (γ0)† = γ0 und Sγ0S† hermitesch sind, erhält man durch Adjun-
gieren von (6.2.39) Sγ0S† = b∗γ0, woraus

b∗ = b (6.2.40)

folgt, also ist b reell. Verwendet man, daß die Normierung von S durch detS =
1 festgelegt wurde, erhält man durch Berechnung der Determinante von Gl.
(6.2.39) b4 = 1. Daraus folgt zusammen mit (6.2.40)

b = ±1 . (6.2.41)

Die Bedeutung des Vorzeichens in (6.2.41) erkennt man, wenn
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betrachtet wird. S†S hat positiv definite Eigenwerte, wie man aus dem Fol-
genden erkennt. Zunächst ist det S†S = 1 gleich dem Produkt aller Eigen-
werte, und diese müssen deshalb alle verschieden von Null sein. Weiters ist
S†S hermitesch und für seine Eigenfunktionen gilt S†Sψa = aψa, woraus

aψ†
aψa = ψ†

aS†Sψa = (Sψa)†Sψa > 0

folgt und somit a > 0. Da die Spur von S†S gleich der Summe aller Eigenwerte
ist, folgt daraus und aus Gl. (6.2.42) unter Verwendung von Sp αk = 0
4 Anmerkung: Für die Lorentz-Transformation L↑

+ (L.T. im engeren Sinn und
Drehungen) und für Raumspiegelungen kann diese Relation mit b = 1 aus den
expliziten Darstellungen abgeleitet werden.
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betrachtet wird. S†S hat positiv definite Eigenwerte, wie man aus dem Fol-
genden erkennt. Zunächst ist det S†S = 1 gleich dem Produkt aller Eigen-
werte, und diese müssen deshalb alle verschieden von Null sein. Weiters ist
S†S hermitesch und für seine Eigenfunktionen gilt S†Sψa = aψa, woraus

aψ†
aψa = ψ†

aS†Sψa = (Sψa)†Sψa > 0

folgt und somit a > 0. Da die Spur von S†S gleich der Summe aller Eigenwerte
ist, folgt daraus und aus Gl. (6.2.42) unter Verwendung von Sp αk = 0
4 Anmerkung: Für die Lorentz-Transformation L↑

+ (L.T. im engeren Sinn und
Drehungen) und für Raumspiegelungen kann diese Relation mit b = 1 aus den
expliziten Darstellungen abgeleitet werden.

6.2 Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung 145

da (γ0)−1 = γ0. Außerdem wurde auf der linken Seite Λµ
νγ

ν = S−1γµS
ersetzt. Nun multiplizieren wir mit S und S−1

γµ = Sγ0S†γ0γµ(γ0S†γ0)−1S−1 ≡ (Sγ0S†γ0)γµ(Sγ0S†γ0)−1

Also kommutiert Sγ0S†γ0 mit allen γµ und ist deshalb ein Vielfaches der
Einheitsmatrix

Sγ0S†γ0 = b 11 , (6.2.38)

woraus auch

Sγ0S† = bγ0 (6.2.39)

und die gesuchte Relation4

S†γ0 = b(Sγ0)−1 = bγ0S−1 (6.2.34a)

folgt. Da (γ0)† = γ0 und Sγ0S† hermitesch sind, erhält man durch Adjun-
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betrachtet wird. S†S hat positiv definite Eigenwerte, wie man aus dem Fol-
genden erkennt. Zunächst ist det S†S = 1 gleich dem Produkt aller Eigen-
werte, und diese müssen deshalb alle verschieden von Null sein. Weiters ist
S†S hermitesch und für seine Eigenfunktionen gilt S†Sψa = aψa, woraus

aψ†
aψa = ψ†

aS†Sψa = (Sψa)†Sψa > 0

folgt und somit a > 0. Da die Spur von S†S gleich der Summe aller Eigenwerte
ist, folgt daraus und aus Gl. (6.2.42) unter Verwendung von Sp αk = 0
4 Anmerkung: Für die Lorentz-Transformation L↑

+ (L.T. im engeren Sinn und
Drehungen) und für Raumspiegelungen kann diese Relation mit b = 1 aus den
expliziten Darstellungen abgeleitet werden.
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betrachtet wird. S†S hat positiv definite Eigenwerte, wie man aus dem Fol-
genden erkennt. Zunächst ist det S†S = 1 gleich dem Produkt aller Eigen-
werte, und diese müssen deshalb alle verschieden von Null sein. Weiters ist
S†S hermitesch und für seine Eigenfunktionen gilt S†Sψa = aψa, woraus

aψ†
aψa = ψ†

aS†Sψa = (Sψa)†Sψa > 0

folgt und somit a > 0. Da die Spur von S†S gleich der Summe aller Eigenwerte
ist, folgt daraus und aus Gl. (6.2.42) unter Verwendung von Sp αk = 0
4 Anmerkung: Für die Lorentz-Transformation L↑

+ (L.T. im engeren Sinn und
Drehungen) und für Raumspiegelungen kann diese Relation mit b = 1 aus den
expliziten Darstellungen abgeleitet werden.
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betrachtet wird. S†S hat positiv definite Eigenwerte, wie man aus dem Fol-
genden erkennt. Zunächst ist det S†S = 1 gleich dem Produkt aller Eigen-
werte, und diese müssen deshalb alle verschieden von Null sein. Weiters ist
S†S hermitesch und für seine Eigenfunktionen gilt S†Sψa = aψa, woraus

aψ†
aψa = ψ†

aS†Sψa = (Sψa)†Sψa > 0

folgt und somit a > 0. Da die Spur von S†S gleich der Summe aller Eigenwerte
ist, folgt daraus und aus Gl. (6.2.42) unter Verwendung von Sp αk = 0
4 Anmerkung: Für die Lorentz-Transformation L↑

+ (L.T. im engeren Sinn und
Drehungen) und für Raumspiegelungen kann diese Relation mit b = 1 aus den
expliziten Darstellungen abgeleitet werden.
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woraus auch

Sγ0S† = bγ0 (6.2.39)

und die gesuchte Relation4

S†γ0 = b(Sγ0)−1 = bγ0S−1 (6.2.34a)

folgt. Da (γ0)† = γ0 und Sγ0S† hermitesch sind, erhält man durch Adjun-
gieren von (6.2.39) Sγ0S† = b∗γ0, woraus

b∗ = b (6.2.40)

folgt, also ist b reell. Verwendet man, daß die Normierung von S durch detS =
1 festgelegt wurde, erhält man durch Berechnung der Determinante von Gl.
(6.2.39) b4 = 1. Daraus folgt zusammen mit (6.2.40)
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betrachtet wird. S†S hat positiv definite Eigenwerte, wie man aus dem Fol-
genden erkennt. Zunächst ist det S†S = 1 gleich dem Produkt aller Eigen-
werte, und diese müssen deshalb alle verschieden von Null sein. Weiters ist
S†S hermitesch und für seine Eigenfunktionen gilt S†Sψa = aψa, woraus

aψ†
aψa = ψ†

aS†Sψa = (Sψa)†Sψa > 0

folgt und somit a > 0. Da die Spur von S†S gleich der Summe aller Eigenwerte
ist, folgt daraus und aus Gl. (6.2.42) unter Verwendung von Sp αk = 0
4 Anmerkung: Für die Lorentz-Transformation L↑

+ (L.T. im engeren Sinn und
Drehungen) und für Raumspiegelungen kann diese Relation mit b = 1 aus den
expliziten Darstellungen abgeleitet werden.
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0 < Sp (S†S) = 4bΛ0
0 .

Also ist bΛ0
0 > 0. Folglich gilt der Zusammenhang zwischen den Vorzeichen

von Λ00 und b:

Λ00 ≥ 1 für b = 1

Λ00 ≤ −1 für b = −1 .
(6.2.34b)

Für Lorentz-Transformationen, die den Zeitsinn nicht ändern, ist b = 1, für
solche, die ihn ändern ist b = −1.

6.2.4 Transformation von Bilinearformen

Der adjungierte Spinor ist durch

ψ̄ = ψ†γ0 (6.2.43)

definiert. Es sei daran erinnert, daß man ψ† als hermitesch adjungierten
Spinor bezeichnet. Die zusätzliche Einführung von ψ̄ ist zweckmäßig, weil
sich darin Größen wie z.B. die Stromdichte kompakt schreiben lassen. Da-
raus ergibt sich das folgende Transformationsverhalten unter einer Lorentz-
Transformation.

ψ′ = Sψ =⇒ ψ′† = ψ†S† =⇒ ψ̄′ = ψ†S†γ0 = bψ†γ0S−1 ,

also

ψ̄′ = b ψ̄S−1 . (6.2.44)

Die Stromdichte (5.3.7) lautet mit obiger Definition

jµ = cψ†γ0γµψ = c ψ̄γµψ (6.2.45)

und transformiert sich deshalb wie

jµ′ = c b ψ̄S−1γµSψ = Λµ
νc b ψ̄γνψ = bΛµ

νj
ν . (6.2.46)

Also transformiert sich jµ wie ein Vektor für Lorentz-Transformationen ohne
Zeitspiegelung. Desgleichen sieht man sofort aus (6.2.3) und (6.2.44), daß sich
ψ̄(x)ψ(x) wie ein Skalar transformiert:

ψ̄′(x′)ψ′(x′) = bψ̄(x′)S−1Sψ(x′)
= b ψ̄(x)ψ(x) .

(6.2.47a)

Wir stellen hier das Transformationsverhalten der wichtigsten bilinearen
Größen unter orthochronen Lorentz-Transformationen , also solchen, die den
Zeitsinn nicht ändern, zusammen:
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Sei �
R

(0) Spinor für Teilchen in Ruhe, �
R

(p) Spinor für Teilchen mit Impuls p.

Wg. cos(�/2) = [(r + 1)/2]1/2, sinh(�/2) = [(r � 1)/2]1/2, r = 1p
1�v2

, c = 1, folgt

�R(p) =

(

✓

r + 1

2

◆1/2

+ � · p
✓

r � 1

2

◆1/2
)

�R(0)

Da für ein Teilchen mit (totaler) Energie E, Masse m und Impuls p: E = �m (c = 1)
folgt

�R(p) =
E +m+ � · p
[2m (E +m)]1/2

�R(0)

analog

�L(p) =
E +m� � · p
[2m (E +m)]1/2

�L(0) ) �L(0) =
E +m+ � · p
[2m (E +m)]1/2

�L(p)

Für ein Teilchen in Ruhe kann man seinen Spin nicht als links- oder rechtshändig
definieren  �R(0) = �L(0).

) �R(p) =
E +m+ � · p
[2m (E +m)]1/2

· E +m+ � · p
[2m (E +m)]1/2

�R(p)

=
(E +m)2 + 2� · p(E +m) + p2

2m(E +m)
�L(p)

=
E + � · p

m
�L(p)

bzw.

�L(p) =
E � � · p

m
�L(p)

Also in Matrix-Form:

✓

�m p0 + � · p
p0 � � · p �m

◆✓

�R(p)
�L(p)

◆

= 0
(⇤)

Definition:

Der 4-Spinor

 (p) :=

✓

�R(p)
�L(p)

◆

und die 4⇥ 4-Matrizen

�0 =

✓

0 1
1 0

◆

, �i =

✓

0 ��i
�i 0

◆

dann ist (⇤):
�

�0p0 + �ipi �m
�

 (p) = 0

bzw.
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