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Abbildung II.2.5: Schematische Darstellung der Fermi-Kugel: Alle Zustände mit sind
besetzt ( ).

sich für die Hartree-Fock-Energie

(II.2.154)

(II.2.155)

kin aus (II.2.156)

Der Faktor rührt davon her, daß üblicherweise der Spin der Elektronen mit berücksichtigt
wird. Neben dem Bohrschen Radius haben wir auch den dimensionslosen Parameter mit

eingeführt, der ein Maß für den mittleren Abstand zweier Elektronen ist. Die
Hartree-Fock-Energie besteht also aus zwei Anteilen kin und aus, die von der kinetischen Ener-
gie bzw. der Austauschwechselwirkung herrühren.
Die bisher dargestellten Betrachtungen sind nur ein Teil der Erkenntnisse, die man durch die Un-
tersuchung der homogenen Elektronengases in Hartree-Fock-Näherung gewinnen kann. Zunächst
kann man die Ergebnisse für den Grundzustand noch weiter analysieren. Hierbei stößt man auf
interessante Probleme, wie die Möglichkeit der Bildung eines Wigner-Kristalls, d.h. eines Über-
gangs des Elektronengases in eine kristalline Struktur bei hinreichend niedrigen Dichten und
tiefen Temperaturen. Die Untersuchungen lassen sich auch ausdehnen auf möglichen Anregun-
gen. All dies ist Gegenstand der Vorlesungen zur Festkörperphysik.

II.3 KanonischeQuantisierungeinesSkalarfeldes

Im Rest der Vorlesung wollen wir uns nun mit Quantenfeldtheorien beschäftigen. Zunsächst stellt
sich die Frage, wie wir den Übergang von einer klassischen Feldtheorie zu einer Quantenfeld-
theorie bewerkstelligen. Da wir Felder bzw. Wellenfunktionen quantisieren müssen, werden die
Methoden der 2. Quantisierung eine wesentliche Rolle spielen.
Grundsätzllich gibt es viele verschiedene Quantisierungsverfahren. Die wichtigsten sind:

1. KanonischeQuantisierung:Die kanonische Quantisierung orientiert sich stark an der Ent-
wicklung der Quantenmechanik. Es werden geeignete kanonisch-konjugierte Variablen
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(der Felder) gesucht, die dann durch Operatoren ersetzt werden, wobei die Poisson-Klammer
der klassischen Physik in den Kommutator übergeht. Ein Problem dieses Verfahren ist, daß
die Zeit als eine ausgezeichnete Koordinate behandelt wird und das so i.a. die Lorentz-
Invarianz der quantisierten Theorie nicht gewährleistet ist. Allerdings hat es den großen
Vorteil, daß nur physikalische Moden quantisiert werden und so keine unphysikalischen
Zustände entstehen. Außerdem ist das Prinzip des Verfahrens relativ einfach, die Anwen-
dung kann aber z.B. bei nichtabelschen Eichtheorien sehr kompliziert werden.

2. Pfadintegral-Quantisierung: Diese Verfahren ist sehr elegant und ziemlich allgemein. Es
handelt sich um eine sehr intuitive Formulierung, die dazu noch mit vielen anderen Quan-
tisierungsverfahren zusammenhängt. Die Pfadintegral-Quantisierung hat allerdings den
Nachteil, daß die auftretenden Funktionalintegrale mathematisch manchmal etwas heikel
sind.

3. Gupta-Bleuler-Quantisierung:Dieses Verfahren ist auch als kovarianteQuantisierungbe-
kannt. Im Gegensatz zur kanonischen Quantisierung erhält es die Lorentz-Invarianz der
klassischen Theorie. Allerdings werden häufig unphysikalische Zustände mit negativer
Norm erzeugt. Diese bezeichnet man auch als “Geister” oder “Ghosts”.

4. BRST-Quantisierung: Diese Methode ist benannt nach den Physikern Becchi, Rouet, Sto-
ra und Tyupin. Es ist das wichtigste Quantisierungsverfahren für Eichtheorien, erzeugt
aber auch Ghost-Zustände. Es besteht ein enger Zusammenhang mit der Pfadintegral-
Quantisierung.

Das physikalisch relevanteste Beispiel für ein quantisiertes Feld ist sicherlich das elektromagne-
tische Feld. Bevor wir dieses im nächsten Abschnitt untersuchen werden, wollen wir u.a. als
eine Art Vorüberlegung das einfachare Klein-Gordon-Feld quantisieren. Die dabei gewonnenen
Erkenntnisse kommen uns später zu Gute. Das EM-Feld ist ja ein Vektorfeld, das der Klein-
Gordon-Gleichung genügt.
Wir betrachten daher ein reelles Skalarfeld , das der freien Klein-Gordon-Gleichung

(II.3.1)

genügt, wobei bekanntlich und die Vierer-Koordinate ist. Die Glei-
chung (II.3.1) beschreibt für reelles ein neutrales Teilchenmit Spin 0. Den Fall einer komplexen
Wellenfunktion, die geladene Teilchen beschreibt (siehe Kap. I.3.3), birgt zusätzliche Schwierig-
keiten. Wir werden ihn später behandeln. Es so außerdem an die Lorentz-Invarianz der Gleichung
erinnert: Unter Lorentz-Transformationen transformiert sich die Wellenfunktion gemäß

.
Wir treffen nun die in der Feldtheorie übliche Konvention und setzen . Damit ist z.B.

, etc. Die freie Klein-Gordon-Gleichung lautet dann

(II.3.2)
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Wir treffen nun die in der Feldtheorie übliche Konvention und setzen . Damit ist z.B.

, etc. Die freie Klein-Gordon-Gleichung lautet dann

(II.3.2)



81

Ist speziell , so vereinfacht sich dies zu

(II.3.3)

In diesem Fall reduziert sich die Klein-Gordon-Gleichung auf die Gleichung eines harmonischen
Oszillators.
Im folgenden wollen wir nun von einem reellen Feld ausgehen. In diesem Fall können wir

als Auslenkung einer schwingenden Saite am Ort zur Zeit interpretieren. In
Kap. II.1 haben wir diese schon als Kontinuumslimes eines Systems gekoppelter Massenpunkte
betrachtet. Aus der Mechanik wissen wir, daß sich gekoppelte Pendel durch den Übergang zu
Normalkoordinaten entkoppeln lassen. Dies wollen wir im folgenden tun. Dazu betrachten wir
zunächst das Feld in einem endlichen Volumen mit periodischen Randbedingungen,
d.h. für . Dann können wir eine (räumliche) Fourier-Entwicklung
vornehmen:

(II.3.4)

Da das Feld reell ist, folgt für die Fourierkoeffizienten

(II.3.5)

Die Fourierkoeffizienten sind also i.a. komplex, allerdings sind die Koeffizienten zu und
nicht unabhängig voneinander.
Aus der Periodizität der Wellenfunktion folgt, daß und somit ist (und
analog für die anderen Komponenten). Deshalb haben die erlaubten Wellenzahlen die Form

mit (II.3.6)

Für große Systeme wird der Abstand aufeinanderfolgender Punkte immer kleiner.
Deshalb können Impulssummen in Integrale umgewandelt werden:

(II.3.7)

Mit Hilfe der Fourier-Transformierten folgt zunächst

(II.3.8)

und daraus die Bewegungsgleichung

(II.3.9)
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(der Felder) gesucht, die dann durch Operatoren ersetzt werden, wobei die Poisson-Klammer
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handelt sich um eine sehr intuitive Formulierung, die dazu noch mit vielen anderen Quan-
tisierungsverfahren zusammenhängt. Die Pfadintegral-Quantisierung hat allerdings den
Nachteil, daß die auftretenden Funktionalintegrale mathematisch manchmal etwas heikel
sind.

3. Gupta-Bleuler-Quantisierung:Dieses Verfahren ist auch als kovarianteQuantisierungbe-
kannt. Im Gegensatz zur kanonischen Quantisierung erhält es die Lorentz-Invarianz der
klassischen Theorie. Allerdings werden häufig unphysikalische Zustände mit negativer
Norm erzeugt. Diese bezeichnet man auch als “Geister” oder “Ghosts”.

4. BRST-Quantisierung: Diese Methode ist benannt nach den Physikern Becchi, Rouet, Sto-
ra und Tyupin. Es ist das wichtigste Quantisierungsverfahren für Eichtheorien, erzeugt
aber auch Ghost-Zustände. Es besteht ein enger Zusammenhang mit der Pfadintegral-
Quantisierung.

Das physikalisch relevanteste Beispiel für ein quantisiertes Feld ist sicherlich das elektromagne-
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Erkenntnisse kommen uns später zu Gute. Das EM-Feld ist ja ein Vektorfeld, das der Klein-
Gordon-Gleichung genügt.
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(II.3.1)
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.
Wir treffen nun die in der Feldtheorie übliche Konvention und setzen . Damit ist z.B.

, etc. Die freie Klein-Gordon-Gleichung lautet dann

(II.3.2)
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vornehmen:

(II.3.4)

Da das Feld reell ist, folgt für die Fourierkoeffizienten

(II.3.5)

Die Fourierkoeffizienten sind also i.a. komplex, allerdings sind die Koeffizienten zu und
nicht unabhängig voneinander.
Aus der Periodizität der Wellenfunktion folgt, daß und somit ist (und
analog für die anderen Komponenten). Deshalb haben die erlaubten Wellenzahlen die Form

mit (II.3.6)

Für große Systeme wird der Abstand aufeinanderfolgender Punkte immer kleiner.
Deshalb können Impulssummen in Integrale umgewandelt werden:

(II.3.7)

Mit Hilfe der Fourier-Transformierten folgt zunächst
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für die Fourier-Koeffizienten. Mit der Definition14 folgt, daß jeder Fourier-
Koeffizient der Gleichung eines harmonischen Oszillators genügt:

(II.3.10)

Wir gehen jetzt zur Hamiltonschen Formulierung über. Dazu setzen wir

und (II.3.11)

womit automatisch (II.3.10) erfüllt ist. Nach den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ist

und (II.3.12)

Hieraus ergibt sich für die Energie des Skalarfeldes

(II.3.13)

Wir führen nun die Größen

(II.3.14)

ein, mit denen sich die kanonischen Koordinaten und Impulse gemäß

(II.3.15)

ausdrücken lassen. Setzt man dies in die Energiefunktion ein, so erhält man

(II.3.16)

In den neuen Koordinaten ist die Hamiltonfunktion besonders einfach, insbesondere sind die
Zahlen dimensionslos.
Wir wollen nun die Theorie in Analogie zum quantenmechanischen harmonischen Oszillator
quantisieren. Dabei gehen wir vor, wie in Axiom 4 in Kap. I.0 beschrieben: Die kanonisch-
konjugierten Größen und werden zu Operatoren, wobei die Poisson-Klammer durch den
Kommutator zu ersetzen ist15:

(II.3.17)

14Da nur von abhängt, schreiben wir im folgenden immer statt .
15Zur Erinnerung: .
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(II.3.16)

In den neuen Koordinaten ist die Hamiltonfunktion besonders einfach, insbesondere sind die
Zahlen dimensionslos.
Wir wollen nun die Theorie in Analogie zum quantenmechanischen harmonischen Oszillator
quantisieren. Dabei gehen wir vor, wie in Axiom 4 in Kap. I.0 beschrieben: Die kanonisch-
konjugierten Größen und werden zu Operatoren, wobei die Poisson-Klammer durch den
Kommutator zu ersetzen ist15:

(II.3.17)

14Da nur von abhängt, schreiben wir im folgenden immer statt .
15Zur Erinnerung: .

82

für die Fourier-Koeffizienten. Mit der Definition14 folgt, daß jeder Fourier-
Koeffizient der Gleichung eines harmonischen Oszillators genügt:
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Hamiltonsche Formulierung: wir setzen
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(II.3.14)

ein, mit denen sich die kanonischen Koordinaten und Impulse gemäß
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Quantisierung analog zum harmonischen Oszillator:
Kanonisch konjugierte Größen qk und pk werden zu Operatoren mit:

82

für die Fourier-Koeffizienten. Mit der Definition14 folgt, daß jeder Fourier-
Koeffizient der Gleichung eines harmonischen Oszillators genügt:
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Als Konsequenz haben wir in den neuen Koordinaten durch den hermitesch Adjungierten
zu ersetzen, womit sich dann die Kommutatorbeziehungen

(II.3.18)

ergeben. Die zu den Koordinaten gehörenden Operatoren genügen also einer Bose-Algebra.
Wir können deshalb die Ergebnisse aus dem vorigen Kapitel übernehmen und die Zustände
in Besetzungszahldarstellung konstruieren. Dabei entsprechen die Bose-Teilchen den Schwin-
gungsquanten. Das Vakuum ist wieder durch für alle charakterisiert und einen
allgemeinen Zustand erhalten wir aus

(II.3.19)

Diese sind Eigenzustände des quantisierten Hamilton-Operators

(II.3.20)

da gerade der Teilchenzahloperator für die Zahl der Teilchen mit Impuls ist. Die
zugehörige Energie ist somit . Wir haben hier die Energie so normiert, daß
ist, d.h. die Grundzustandsenergie von ist , die Vakuumenergie.

Wenn wir unseren bisherigen Ergebnisse (z.B. (II.3.15)) in die Ausgangsgleichungen für die
Feldamplitude einsetzen (siehe (II.3.4)), erhalten wir den Feldoperator

(II.3.21)

Hiermit haben wir also nun explizit unsere klassische skalare Feldtheorie quantisiert, d.h. aus der
Feldamplitude ist nun ein Feldoperator geworden.
Wir wollen nun noch die Zeitabhängigkeit der Operatoren und explizit bestimmen.
Im Heisenberg-Bild haben wir

(II.3.22)

woraus folgt:

(II.3.23)

Diese einfache Differentialgleichung hat die Lösung

mit (II.3.24)

Analog folgt
(II.3.25)


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15Zur Erinnerung: .
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zu ersetzen, womit sich dann die Kommutatorbeziehungen
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ergeben. Die zu den Koordinaten gehörenden Operatoren genügen also einer Bose-Algebra.
Wir können deshalb die Ergebnisse aus dem vorigen Kapitel übernehmen und die Zustände
in Besetzungszahldarstellung konstruieren. Dabei entsprechen die Bose-Teilchen den Schwin-
gungsquanten. Das Vakuum ist wieder durch für alle charakterisiert und einen
allgemeinen Zustand erhalten wir aus

(II.3.19)

Diese sind Eigenzustände des quantisierten Hamilton-Operators

(II.3.20)

da gerade der Teilchenzahloperator für die Zahl der Teilchen mit Impuls ist. Die
zugehörige Energie ist somit . Wir haben hier die Energie so normiert, daß
ist, d.h. die Grundzustandsenergie von ist , die Vakuumenergie.

Wenn wir unseren bisherigen Ergebnisse (z.B. (II.3.15)) in die Ausgangsgleichungen für die
Feldamplitude einsetzen (siehe (II.3.4)), erhalten wir den Feldoperator

(II.3.21)

Hiermit haben wir also nun explizit unsere klassische skalare Feldtheorie quantisiert, d.h. aus der
Feldamplitude ist nun ein Feldoperator geworden.
Wir wollen nun noch die Zeitabhängigkeit der Operatoren und explizit bestimmen.
Im Heisenberg-Bild haben wir

(II.3.22)

woraus folgt:

(II.3.23)

Diese einfache Differentialgleichung hat die Lösung

mit (II.3.24)

Analog folgt
(II.3.25)
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Somit erhalten wir für das quantisierte Feld die Darstellung

(II.3.26)

wobei “h.c.” einer üblichen Konvention folgend für das hermitesch konjugierte steht. Man kann
explizit nachprüfen, daß dieses Feld eine Lösung der Klein-Gordon-Gleichung darstellt.

Wir wollen uns nun die Struktur des Vakuums näher ansehen. Im klassischen Fall verschwindet
das im tiefsten Energiezustand (Vakuum), so daß wir symbolisch schreiben können16

klass. für alle (II.3.27)

Im quantenmechanischen Fall gilt offensichtlich

(II.3.28)

d.h. der Vakuumerwartungswert des Feldoperators verschwindet. Dies folgt sofort aus
. Es gibt jedoch Nullpunktsschwankungen, denn:

(II.3.29)

wobei das Integral divergiert! Wir sehen also, daß das Vakuum Struktur hat, denn es gibt Null-
punktsschwankungen. Außerdem treten Divergenzen auf, die typisch für (relativistische) Quan-
tenfeldtheorien sind. Solche divergenten Ausdrücke haben die Physik z.B. bei der Quantenelek-
trodynamik lange beschäftigt (Stichwort “Renormierungsprobleme”).
Wir wollen an dieser Stelle noch diskutieren, warum im Gegensatz zum gewöhnlichen quanten-
mechanischen Oszillator bei uns keine Nullpunktsenergie bzw. aufgetreten ist. Der
Grund liegt darin, daß wir beim Übergang von den klassischen Größen zu den Operatoren ,
diese inNormalordnunggebracht haben, d.h. die Erzeuger stehen links von den Vernichtern. Wir
definieren daher den Normalordnungsoperator durch

etc. (II.3.30)

Man sieht, daß bei der Anwendung normalgeordneter Operatoren auf das Vakuum viele Beiträge
verschwinden.
Explizit hatten wir die klassische Hamiltonfunktion (vgl. (II.3.16)) abgeleitet
und dann die Ersetzung durch Operatoren vorgenommen. Diese waren also schon in Normalord-
nung. Wären wir stattdessen von der äquivalenten Darstellung

(II.3.31)

16Wir benutzen hier die quantenmechanischeNotation, um einen Sachverhalt der klassischen Physik darzustellen!
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diese inNormalordnunggebracht haben, d.h. die Erzeuger stehen links von den Vernichtern. Wir
definieren daher den Normalordnungsoperator durch

etc. (II.3.30)

Man sieht, daß bei der Anwendung normalgeordneter Operatoren auf das Vakuum viele Beiträge
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explizit nachprüfen, daß dieses Feld eine Lösung der Klein-Gordon-Gleichung darstellt.

Wir wollen uns nun die Struktur des Vakuums näher ansehen. Im klassischen Fall verschwindet
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trodynamik lange beschäftigt (Stichwort “Renormierungsprobleme”).
Wir wollen an dieser Stelle noch diskutieren, warum im Gegensatz zum gewöhnlichen quanten-
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Als Konsequenz haben wir in den neuen Koordinaten durch den hermitesch Adjungierten
zu ersetzen, womit sich dann die Kommutatorbeziehungen

(II.3.18)

ergeben. Die zu den Koordinaten gehörenden Operatoren genügen also einer Bose-Algebra.
Wir können deshalb die Ergebnisse aus dem vorigen Kapitel übernehmen und die Zustände
in Besetzungszahldarstellung konstruieren. Dabei entsprechen die Bose-Teilchen den Schwin-
gungsquanten. Das Vakuum ist wieder durch für alle charakterisiert und einen
allgemeinen Zustand erhalten wir aus

(II.3.19)

Diese sind Eigenzustände des quantisierten Hamilton-Operators

(II.3.20)

da gerade der Teilchenzahloperator für die Zahl der Teilchen mit Impuls ist. Die
zugehörige Energie ist somit . Wir haben hier die Energie so normiert, daß
ist, d.h. die Grundzustandsenergie von ist , die Vakuumenergie.

Wenn wir unseren bisherigen Ergebnisse (z.B. (II.3.15)) in die Ausgangsgleichungen für die
Feldamplitude einsetzen (siehe (II.3.4)), erhalten wir den Feldoperator

(II.3.21)

Hiermit haben wir also nun explizit unsere klassische skalare Feldtheorie quantisiert, d.h. aus der
Feldamplitude ist nun ein Feldoperator geworden.
Wir wollen nun noch die Zeitabhängigkeit der Operatoren und explizit bestimmen.
Im Heisenberg-Bild haben wir

(II.3.22)

woraus folgt:

(II.3.23)

Diese einfache Differentialgleichung hat die Lösung

mit (II.3.24)

Analog folgt
(II.3.25)
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Kommutator zweier Feldoperatoren. Dies wird uns wichtige Einblicke in die zugrundeliegende
Physik erlauben. Explizit betrachten wir daher

Im

(II.3.39)

Beim Übergang zur zweiten Zeilen haben wir die Kommutatoren ausgewertet. “c.c.” steht dabei
für das komplex-konjugierte des ersten Ausdrucks in der Klammer. Im nächsten Schritt haben wir

Im benutzt, um den Ausdruck in Klammern durch seinen Imaginärteil auszudrücken.
Außerdem wurde die Summation in ein Integral umgewandelt haben, wobei dieses direkt in
Kugelkoordinaten angegeben wurde. Im vierten Schritt wurde das Integral über den Raumwinkel
berechnet:

(II.3.40)

Im letzten Schritt schließlich haben wir den Sinus durch die komplexe Exponentialfunktion er-
setzt.
Wir werden nun die Integrale in (II.3.39) mit Hilfe der Funktionentheorie auswerten. Dazu
wollen wir den Integrationsweg schliessen. Zunächst sehen wir, daß sich für

verhält wie . Daraus folgt, daß für in der oberen komplexen Halbebe-
ne stärker gegen Null geht, als divergieren kann. Entsprechendes gilt für
in der unteren komplexen Halbebene. Wir können daher das erste Integral in (II.3.39), d.h. das
Integral mit dem Faktor , durch einen Halbkreisbogen in der oberen Halbebene schliessen,
das zweite mit dem Faktor in der unteren Halbebene (siehe Abb. II.3.1). Geht der Radius
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bleibt nur der Beitrag von der Integration längs der reellen Achse übrig. Wir können nun z.B.
den Residuensatz benutzen, um das Integral längs des geschlossenen Weges auszurechnen. Da
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tation nicht und wir können so keine Aussage über den Wert des Integrals machen. Insgesamt
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Abbildung II.3.1: Integrationskonturen zur Auswertung von (II.3.39).

Dieses Ergebnis kann nun folgendermaßen interpretiert werden. ist als Feldamplitude eine
physikalische Größe. Wenn der Kommutator in (II.3.41) verschwindet, sind die beiden Gr̈oßen
kompatibel miteinander: Wenn exakt meßbar ist, so auch . Dies gilt genau dann,
wenn , also für Abstände , die in der Zeit nicht durch ein Signal mit-
einander verknüpft werden können. Die Tatsache, daß der Kommutator für raumartige Abstände
der Ereignisse und verschwindet, hängt also eng mit der Kausalitätzusammen.

Hier können wir nun klären, warum wir bei der Quantisierung bosonische Erzeuger und Ver-
nichter eingeführt haben. Verwendet man nämlich Fermionen, d.h. etc., anstelle

von , so wäre für alle und und die Kausalität wäre

nicht gewährleistet.
Wir sehen also, daß Fermi-Statistik im Falle der Klein-Gordon-Gleichung unverträglich mit der
Kausalitätsforderung ist. Diese ist ein wesentlicher Baustein für das Spin-Statistik-Theorem. Ge-
nerell kannman sagen, daß für Klein-Gordon-artige Gleichungen für Teilchen mit Spin
auf Grund der Kausalität die Bosestatistik erzwungen wird. Teilchen mit halbzahligem Spin

genügen einer Dirac-Gleichung. Hier wird die Fermistatistik dieser Teilchen durch die
Stabilitätsforderung (Stichwort: Dirac-See) erzwungen.

II.3.1 DasgeladeneSkalarfeld

Wir betrachten nun den Fall eines komplexen Klein-Gordon-Feldes . Aus Kapitel I.3.3 wissen
wir, daß durch komplexe Felder geladene Spin-0-Teilchen beschrieben werden. Im Gegensatz
zu den neutralen Teilchen sind diese von ihren Antiteilchen verschieden. Zu letzteren gehört der
ladungskonjugierte Zustand (I.3.64).
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Kugelkoordinaten angegeben wurde. Im vierten Schritt wurde das Integral über den Raumwinkel
berechnet:
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Im letzten Schritt schließlich haben wir den Sinus durch die komplexe Exponentialfunktion er-
setzt.
Wir werden nun die Integrale in (II.3.39) mit Hilfe der Funktionentheorie auswerten. Dazu
wollen wir den Integrationsweg schliessen. Zunächst sehen wir, daß sich für

verhält wie . Daraus folgt, daß für in der oberen komplexen Halbebe-
ne stärker gegen Null geht, als divergieren kann. Entsprechendes gilt für
in der unteren komplexen Halbebene. Wir können daher das erste Integral in (II.3.39), d.h. das
Integral mit dem Faktor , durch einen Halbkreisbogen in der oberen Halbebene schliessen,
das zweite mit dem Faktor in der unteren Halbebene (siehe Abb. II.3.1). Geht der Radius
dieser Bögen gegen Unendlich, so verschwindet der entsprechende Beitrag des Integrals und es
bleibt nur der Beitrag von der Integration längs der reellen Achse übrig. Wir können nun z.B.
den Residuensatz benutzen, um das Integral längs des geschlossenen Weges auszurechnen. Da
die Integranden in (II.3.1) analytische Funktionen sind, verschwindet dieses Integral und damit
auch das Integral längs der reellen Achse. Für den Fall funktioniert die obige Argumen-
tation nicht und wir können so keine Aussage über den Wert des Integrals machen. Insgesamt
erhalten wir daher

für

für
(II.3.41)
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verhält wie . Daraus folgt, daß für in der oberen komplexen Halbebe-
ne stärker gegen Null geht, als divergieren kann. Entsprechendes gilt für
in der unteren komplexen Halbebene. Wir können daher das erste Integral in (II.3.39), d.h. das
Integral mit dem Faktor , durch einen Halbkreisbogen in der oberen Halbebene schliessen,
das zweite mit dem Faktor in der unteren Halbebene (siehe Abb. II.3.1). Geht der Radius
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Abbildung II.3.1: Integrationskonturen zur Auswertung von (II.3.39).

Dieses Ergebnis kann nun folgendermaßen interpretiert werden. ist als Feldamplitude eine
physikalische Größe. Wenn der Kommutator in (II.3.41) verschwindet, sind die beiden Gr̈oßen
kompatibel miteinander: Wenn exakt meßbar ist, so auch . Dies gilt genau dann,
wenn , also für Abstände , die in der Zeit nicht durch ein Signal mit-
einander verknüpft werden können. Die Tatsache, daß der Kommutator für raumartige Abstände
der Ereignisse und verschwindet, hängt also eng mit der Kausalitätzusammen.

Hier können wir nun klären, warum wir bei der Quantisierung bosonische Erzeuger und Ver-
nichter eingeführt haben. Verwendet man nämlich Fermionen, d.h. etc., anstelle

von , so wäre für alle und und die Kausalität wäre

nicht gewährleistet.
Wir sehen also, daß Fermi-Statistik im Falle der Klein-Gordon-Gleichung unverträglich mit der
Kausalitätsforderung ist. Diese ist ein wesentlicher Baustein für das Spin-Statistik-Theorem. Ge-
nerell kann man sagen, daß für Klein-Gordon-artige Gleichungen für Teilchenmit Spin
auf Grund der Kausalität die Bosestatistik erzwungen wird. Teilchen mit halbzahligem Spin

genügen einer Dirac-Gleichung. Hier wird die Fermistatistik dieser Teilchen durch die
Stabilitätsforderung (Stichwort: Dirac-See) erzwungen.

II.3.1 DasgeladeneSkalarfeld

Wir betrachten nun den Fall eines komplexen Klein-Gordon-Feldes . Aus Kapitel I.3.3 wissen
wir, daß durch komplexe Felder geladene Spin-0-Teilchen beschrieben werden. Im Gegensatz
zu den neutralen Teilchen sind diese von ihren Antiteilchen verschieden. Zu letzteren gehört der
ladungskonjugierte Zustand (I.3.64).
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Im benutzt, um den Ausdruck in Klammern durch seinen Imaginärteil auszudrücken.
Außerdem wurde die Summation in ein Integral umgewandelt haben, wobei dieses direkt in
Kugelkoordinaten angegeben wurde. Im vierten Schritt wurde das Integral über den Raumwinkel
berechnet:

(II.3.40)

Im letzten Schritt schließlich haben wir den Sinus durch die komplexe Exponentialfunktion er-
setzt.
Wir werden nun die Integrale in (II.3.39) mit Hilfe der Funktionentheorie auswerten. Dazu
wollen wir den Integrationsweg schliessen. Zunächst sehen wir, daß sich für
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einander verknüpft werden können. Die Tatsache, daß der Kommutator für raumartige Abstände
der Ereignisse und verschwindet, hängt also eng mit der Kausalitätzusammen.
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Stabilitätsforderung (Stichwort: Dirac-See) erzwungen.

II.3.1 DasgeladeneSkalarfeld

Wir betrachten nun den Fall eines komplexen Klein-Gordon-Feldes . Aus Kapitel I.3.3 wissen
wir, daß durch komplexe Felder geladene Spin-0-Teilchen beschrieben werden. Im Gegensatz
zu den neutralen Teilchen sind diese von ihren Antiteilchen verschieden. Zu letzteren gehört der
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ausgegangen und hätten hier die durch Operatoren ersetzt, so hätten wir als Hamiltonoperator

(II.3.32)

erhalten, also einschließlich der Nullpunktsenergie . Dieses Beispiel zeigt explizit, wie
sich durch Normalordnung gewisse Divergenzen vermeiden lassen.
Wir wollen nun den Impuls des quantisierten Feldes bestimmen. Dazu müssen wir sein Ver-
halten unter Translationen

mit (II.3.33)

genauer untersuchen. Ist infinitesimal, so können wir schreiben. Entwickeln
wir auch nach Taylor bis 1. Ordnung, so folgt

(II.3.34)

und hieraus
(II.3.35)

Setzen wir das quantisierte Feld ein, so erhalten wir

(II.3.36)

Dies legt die Form des Impulsoperators bis auf eine additive Konstante fest:

(II.3.37)

Die unbestimmte additive Konstante wurde hier zu Null gewählt, damit gilt. Die Ei-
genzustände und -werte des Impulsoperators sind offensichtlich durch

(II.3.38)

gegeben. Jedem durch erzeugten Quant läßt sich also der Impuls zuordnen. Da die Energie

des Quants durch gegeben ist, kann man als seine Ruhemasse interpretieren
(vgl. (I.2.40)).

Bisher ist überhaupt nicht klar, warum wir bei der Quantisierung für die Operatoren boso-
nische Vertauschungsrelationen gefordert haben. A priori könnten die Quanten auch Fermionen
sein. Im folgenden wollen wir zeigen, daß dem nicht so ist. Dies ist natürlich eine Folge des Spin-
Statistik-Theorems: Da die Klein-Gordon-Gleichung Spin- -Teilchen beschreibt, müssen diese
Bosonen sein. Im folgenden wollen wir dies plausibel machen. Dazu berechnen wir zunächst den
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Alternative Quantisierung (im Skript)

1) Feldoperatoren erfüllen KG-Gleichung
2) Viererimpuls der Feldoperatoren
3) Mikrokausalität

-> Bose-Vertauschungsrelationen der Erzeuger & Vernichter 
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