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Kanonische Quantisierung eines Skalarfeldes

1. Kanonische Quantisierung: Die kanonische Quantisierung orientiert sich stark an der Ent-

wicklung der Quantenmechanik. Es werden geeignete kanonisch-konjugierte Variablen
(der Felder) gesucht, die dann durch Operatoren ersetzt werden, wobei die Poisson-Klammer

der klassischen Physik in den Kommutator iibergeht. Ein Problem dieses Verfahren ist, daf$
die Zeit als eine ausgezeichnete Koordinate behandelt wird und das so i.a. die Lorentz-
Invarianz der quantisierten Theorie nicht gewdhrleistet ist. Allerdings hat es den grollen
Vorteil, dal$ nur physikalische Moden quantisiert werden und so keine unphysikalischen
Zustdnde entstehen. Aullerdem ist das Prinzip des Verfahrens relativ einfach, die Anwen-
dung kann aber z.B. bei nichtabelschen Eichtheorien sehr kompliziert werden.

2. Pfadintegral-Quantisierung: Diese Verfahren ist sehr elegant und ziemlich allgemein. Es
handelt sich um eine sehr intuitive Formulierung, die dazu noch mit vielen anderen Quan-
tisierungsverfahren zusammenhangt. Die Pfadintegral-Quantisierung hat allerdings den

Nachteil, dal8 die auftretenden Funktionalintegrale mathematisch manchmal etwas heikel
sind.

3. Gupta-Bleuler-Quantisierung: Dieses Verfahren ist auch als kovariante Quantisierung be-
kannt. Im Gegensatz zur kanonischen Quantisierung erhdlt es die Lorentz-Invarianz der
klassischen Theorie. Allerdings werden hdufig unphysikalische Zustdnde mit negativer
Norm erzeugt. Diese bezeichnet man auch als “Geister” oder “Ghosts”.



4. BRST-Quantisierung: Diese Methode ist benannt nach den Physikern Becchi, Rouet, Sto-
ra und Tyupin. Es ist das wichtigste Quantisierungsverfahren fiir Eichtheorien, erzeugt
aber auch Ghost-Zustdnde. Es besteht ein enger Zusammenhang mit der Pfadintegral-
Quantisierung.

Das physikalisch relevanteste Beispiel fiir ein quantisiertes Feld ist sicherlich das elektromagne-
tische Feld. Bevor wir dieses im ndchsten Abschnitt untersuchen werden, wollen wir u.a. als
eine Art Voriiberlegung das einfachare Klein-Gordon-Feld quantisieren. Die dabei gewonnenen
Erkenntnisse kommen uns spéter zu Gute. Das EM-Feld ist ja ein Vektorfeld, das der Klein-
Gordon-Gleichung geniigt.

Wir betrachten daher ein reelles Skalarfeld ¢, das der freien Klein-Gordon-Gleichung

(m n m;cz) () =0 (IL3.1)

genligt, wobei bekanntlich O = J,0* = clz g—; — V2 und z die Vierer-Koordinate ist. Die Glei-
chung (I1.3.1) beschreibt fiir reelles ¢ ein neutrales Teilchen mit Spin 0. Den Fall einer komplexen
Wellenfunktion, die geladene Teilchen beschreibt (siehe Kap. 1.3.3), birgt zusdtzliche Schwierig-
keiten. Wir werden ihn spéter behandeln. Es so aulSerdem an die Lorentz-Invarianz der Gleichung

erinnert: Unter Lorentz-Transformationen ' = Az transformiert sich die Wellenfunktion gemaf

¢'(z') = ¢(z).



Wir treffen nun die in der Feldtheorie {ibliche Konvention und setzen A = ¢ = 1. Damit ist z.B.
' = ct — t, mc® — m etc. Die freie Klein-Gordon-Gleichung lautet dann

(D -+ mz) ¢(z) =0

Ist speziell V2¢ = 0, so vereinfacht sich dies zu
¢
ot?

In diesem Fall reduziert sich die Klein-Gordon-Gleichung auf die Gleichung eines harmonischen
Oszillators.

= —m2¢.

Im folgenden wollen wir nun von einem reellen Feld ¢(x) ausgehen. In diesem Fall kénnen wir
¢(x) = ¢(r,t) als Auslenkung einer schwingenden Saite am Ort 7 zur Zeit ¢ interpretieren.




Wy = Vk2 + m? i +w%qk:0.

Hamiltonsche Formulierung: wir setzeq. = p_¢ und P_p = —wﬁqk,
. . H H

Hamiltonsche Bewegungsgleichungeny, = OH und D = _B_‘
Opx Oq_x

1
H = Z 2 (Prp—k + WiqKd—t)
p

Wir fithren nun die GrofSen

. W —+ 2p_ , . Werg_1. — 1
k 5 . kdk P—k k 5 3 Ed—k Pk

ein, mit denen sich die kanonischen Koordinaten und Impulse gemals

1 * ' W *
dx = 2w (bk + b_k) 3 Pk = —4 ?k (bk - b_k)

ausdriicken lassen. Setzt man dies in die Energiefunktion ein, so erhdlt man

j



1 Wi

H = ;5[—?(bk—bk)(b_k—bk)Jr?(karbk)(b_k+bk)

= % [bib + b* b )

k
) wibbe.
k

Quantisierung analog zum harmonischen Oszillator:
Kanonisch konjugierte GrofSen g, und p, werden zu Operatoren mit:

[Qkapk’] — ifsk,k', [Qka%’] = [pk,pk'] = 0.

0 bk, by ] = Ok e, [bg, bir] = [by, b] =0
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Einsetzen von ¢, =

j

ka
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vV 5 :

1

1 7

—’t — kT
o) WZE © Vo

1 1 5 ik
= =3y ®Thi(t) + e FThE(2)]
N vord SCCRC LU
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. . ob :
bi(t) = by, (0)e ’ia—f = iby = [by, H] = wi[bg, by bi] = wabs-

bk(t) = bke_iwkt mit by 1= bk(O) b;:(t) = b,—:eiwk‘t.

Somit erhalten wir fiir das quantisierte Feld die Darstellung
1

, 1
¢("“’”:W§m

[bk gilk-T—wt) + h.c.



Vakuumerwartungswerte (vgl. Ubg.):

(0]¢]0) =0

9 1 >k . .
(0[¢7[0) — (2w)3f2\/m' divergiert

Normalordnungsoperator lasst (viele) Vakuumerwartuungswerte verschwinden

: bkb;—, 1= b;:,bk, : b]—:lbk P = b]—cl_,bk etc.



Zur Mikrokausalitat (vgl. Ubg.):

5 1 1
r 1), o(r )| = — —
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_ I ( R i () _ C)
vV ” 2wk
: 2
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1 oo N oA/ k2 ZT _ _
|-¢(F7 t)a ¢(T’7 t’)-‘ - — k il k m (e’kR — B_mR) dk
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Zunéchst sehen wir, dal sich sin vk? + m?T fiir |
k| — oo verhilt wie e**T. Daraus folgt, daR fiir B > |T’| e**¥ in der oberen komplexen Halbebe-

ne starker gegen Null geht, als sin /&2 + m2T divergieren kann. Entsprechendes gilt fiir e “**%
in der unteren komplexen Halbebene. ;

—

ikR

-ikR
e

5 — 0 f - —; > t_tl k/
‘;b([’?a t)a ¢(T’,t,)-‘ = 1}1‘ |7; T—,| | |
20 fur|r—o| < |t -1



0 fir |[F—7r|>|t—1
0 fir|7—r| <|t—¢|.

Dieses Ergebnis kann nun folgendermaRen interpretiert werden. ¢(7, t) ist als Feldamplitude eine
physikalische Grolle. Wenn der Kommutator in (I1.3.41) verschwindet, sind die beiden GiolSen
kompatibel miteinander: Wenn ¢(7,t) exakt meRbar ist, so auch ¢(r/,t'). Dies gilt genau dann,
wenn |F—7!| > |t—#'|, also fiir Abstinde |7—7/|, die in der Zeit |t —¢'| nicht durch ein Signal mit-
einander verkniipft werden kénnen. Die Tatsache, dal§ der Kommutator fiir raumartige Abstidnde
der Ereignisse (7,t) und (', ') verschwindet, hiingt also eng mit der Kausalitét zusammen.

Hier konnen wir nun kldren, warum wir bei der Quantisierung bosonische Erzeuger und Ver-
nichter eingefiihrt haben. Verwendet man namlich Fermionen, d.h. {by,b;;} = 1 etc., anstelle

von [by, ] = 1, so wére | (7, 1), ¢(r',#')| 5 0 fiir alle (7, ¢) und (+/,¢') und die Kausalitat wire

nicht gewdhrleistet.

Wir sehen also, dal Fermi-Statistik im Falle der Klein-Gordon-Gleichung unvertraglich mit der
Kausalitdtsforderung ist. Diese ist ein wesentlicher Baustein fiir das Spin-Statistik-Theorem. Ge-
nerell kann man sagen, dal$ fiir Klein-Gordon-artige Gleichungen fiir Teilchen mit Spin 0,1, 2, . ..
auf Grund der Kausalitidt die Bosestatistik erzwungen wird.



Wir wollen nun den Impuls P des quantisierten Feldes bestimmen. Dazu miissen wir sein Ver-
halten unter Translationen

T(@)¢(F)T (@) = p(F+ad) mit T(a@) =e " (11.3.33)

genauer untersuchen. Ist @ infinitesimal, so konnen wir 7'(@) = 1 — i P - @ schreiben. Entwickeln
wir auch ¢ (7 + @) nach Taylor bis 1. Ordnung, so folgt

(1 _iP. a’) (7) (1 4 iB. 5) — $(F) + V() - @+ O(a?)

und hieraus

—i [P, ¢(7)] = Vo)
Setzen wir das quantisierte Feld ein, so erhalten wir
— [Pobg] = k.
Dies legt die Form des Impulsoperators bis auf eine additive Konstante fest:

P =) kblby.
k



Alternative Quantisierung (im Skript)

1) Feldoperatoren erfullen KG-Gleichung
2) Viererimpuls der Feldoperatoren

3) Mikrokausalitat

-> Bose-Vertauschungsrelationen der Erzeuger & Vernichter



Klassische Observable einer neutralen Mesonenwelle ist eine skalare reelle Feldfunktion

() =™ (z)
geniigt (O + m?)Y(z) =0
Lésungen ¥ (x) = ik t=kx) mit k0 = +/m? + k2
Zwel Typen von Lésungen: w := vm?2 + k2

Vi(z) = et

U_ (1_') = £
Ansatz fiir allgemeine Losungen:

— (wt—kx)

b(z) = / (3?;35 (Et‘.kmﬂ_* (k) + E_.ikma(k)) (s:)

wobei
k=(w, k), kr=kuz,=wt—k x
Quantisierung: Dem Mesonenfeld wird ein Feldoperator ®(xz) zugeordnet.

Annahme I:
d(x) = dT(x) (hermitesch)
(O+ mz) O(z) = 0



Impuls und Energie beobachtbar ~ hermitescher Operator. Wegen relativistischer In-
varianz zusammengefaBit im Vierervektor-Operator

p=(")=(H.p)
(p" = Energieoperator = Hamiltonoperator H )

Wegen Energie-Impulserhaltung p# zeitunabhingig.
Im Heisenbergbild gilt fiir beliebigen Operator A(t, x)

% Atx) = i[H, A )]

o - Tai 2 .
@A(tx) = —1{}7]? A(t,x]}? j=1,2.3

Annahme Il:

%@(m) =1 [Py, ®(z)] (* * *)

Annahme I und II liefern Teilcheninterpretationen des Mesonenfeldes.
Analog zu ()
dak 1 ikx ~+ —ikx -
O(z) — - (e it (k) +e a(k})
(27)3 w




Wegen (= * *) folgt

1 ik -1~ i 1 \A
f[g:,ﬁ“g ( *ik,aT (k) + e mf““(—zkﬂ)a(k))

2w
= [ (M [, 09) + e [y, ()
also [, at (k)] = kua(k) und [pp, a(k)] = —kua(k) (#)

Definition: || 0) =Vakuum | (kein Teilchen vorhanden), (0]0) =1
Es ist p,|0) =0 also

7", a"(k)][0) =k'a"(k)|0) = plaT(k)|[0)=Fk'aT(k)|O)

= ||k)=aT(k)0) |ist Eigenzustand des Energie- und Impulsoperators mit Eigen-

wert k' = (w, k). Wir identifizieren diesen Zustand als Ein-Mesonen-Zustand mit
scharfer Energie w und scharfem Impuls k.

Wegen p“a(k)|0) = —kfa(k)|0) wire a(k)|0) ein Zustand mit negativer Energie.
= Wir fordern |a(k)|0) =0| Vk

Analog fiir Zustand |p) mit p*|p) = p"|p), d.h. Eigenzustand des Vierer-Impulses
folgt mit (#)



pat(k)|p) = (P +K)a"(k)|p)
prak)p) = (" —K)ak)|p)

pa”(ki)a™ (ko) | 0) = (kY + k) a™(ki)a™ (ko) |0)

W

Interpret. Zustand

mit zwel Mesonen

Analog n-Mesonenzusténde.
a™ heifflen Erzeuger, @ Vernichter.

Wir wissen noch nichts iiber die Norm von Zustidnden mit einem oder mehreren Meso-
nen. Wir brauchen eine weitere physikalische Annahme.

Betrachte Messung des Mesonenfeldes an zwei verschiedenen Raum-Zeit-Punkten z, y.
Fiir (z — y)? < 0 liegt = auBerhalb des Vorwirtslichtkegels von y und umgekehrt.

=  Kein Signal von der Messung an Punkt z kann y erreichen und umgekehrt.

Annahme llI:
[®(x), D(y)] =0 fiir (z—y)* <0  (Mikrokausalitit)

Sei z = (t,x), y=(t',y) firx#y
—  [®(t,x), ®(',y)| =0fir |t —t| < |x—y| #0
Insbesondere [®(t,x), ®(¢,y)] = 0 und |[®(¢,x), %fb(ij y)] =0 fiir x # y.



Folgerung: Aus dieser Mikrokausalitit folgt der Bose-Charakter der Mesonen!

B(t,x) — / (i;%e—kx (™ (o) + e a( k)

b(t,x) = T Lo (e_kxﬁ+(k) = e""“”a(—k))
' (2m)3 2
Umkehrung der Fourier-Trafo liefert
e“lat (k) + e a(—k) = 2w [ diz ™ (t,x) (x)
ewtat (k) — e Wia(—k) = —2i [ d®z ™ (¢, x)

= [€“a% (ky) + e (<ky), €“?at (ky) + e 1 (—ky)]

- lewg/dgmdaye'iklxei'kgy lfb(t:x), o(t,y)]

e

=0 wg. h-'IH{rokausalitﬂt
= Wit [aF(ky), aT(ke)] — 1792 [a(—ka), at (k)]

+ '@t [a(ky), aT(ke)| — "1 a(—ky), a(ke)] =0
Damit dies fiir alle Zeiten gilt, folgt

[aT(ki), a*(ka)] = 0
[a(ky), a(ka)] = 0 vk, ko




Dies bedeutet bereits, dafl Mesonen Bose-Charakter haben.

Der Zusammenhang zwischen Mikrokausalitdt und dem Bose-Charakter der Mesonen
gilt nicht nur fiir freie Felder, die wir hier betrachtet haben. Man kann ganz allgemein
zeigen, dafl die Mikrokausalitiat den Bose-Charakter aller Teilchen mit ganzzahligem

Spin bedingt (Pauli 1936, 1940).
Betrachten wir nun den Kommutator von a und av:
Wir lésen (x) nach a™ und a auf

= [alkn). @t (k)] = et [ gty il ey

-{iwg [fI)(t,XL @(t,y}} — W {(I'(LX)! ‘I’fﬁ}"ﬂ}

Der Integrant verschwindet fiir x # y, muB} also einen J-Funktions-Beitrag fiir x =
v haben, da ansonsten alle Erzeuger mit allen Vernichtern kommutieren und daher
alle Zustinde, die man durch Anwendung von Erzeugungsoperatoren auf das Vakuum
erhilt, gleich dem Nullvektor wiren.

~+ Setzen

[‘D{t, x), O(t, yﬂ =6 (x —y) Kanonische Vertauschungsregel

la(ky), a™(ko)] = (2m)°2w16% (ki — k)




Lagrange-Formalismus, Kanonische Quantisierungsre-
geln

Betrachte klassisches Skalarfeld o(x).
Lagrangedichte:

: 1
Lo(, 0ug) = 5 {Qup (@0 9(2) - M2 (@)} (%
Wirkungsfunktional
Sl / dz Lo(p, Bug)

Prinzip der stationdren Wirkung:
0S[p] =0

fiir die wirklich vorkommenden Felder (fithrt auf die Feldgleichung).

. OLo(p, Oup) Lo (0, Ouyp) - }
51._. — dfbﬂ 61/5'1"\ ;Ir 5 :1:
el = [ da { gty oovta) + S e

Partielle Integration im ersten Term, Randterme weglassen, da nach Voraussetzung
Op(x) im Unendlichen verschwindet.

o OLo (9, Oup) | OLo (0, Ou) \ « ,
sSifl = [ da {‘6” G@e) T dp(@) }5"”(""‘*)‘“




Da fiir endliche x die Variation des Feldes dp(x) ganz beliebig war, folgt Euler-
Lagrange Gleichung

5 9Lole: Oup)  OLo(p, Ouy)

— =0
70 (Oyp(x)) D ()
bzw.
0,0" p(x) +mp(z) =0
Zur Quantisierung einer Theorie (wie oben) mit Skalarfeldern ¢;(j = 1,--- ,N) und

Ladungsdichte £(z, ¢;j,9,;) als Integral der Lagrange-Dichte iiber ¢ = const.

L[t, o, @] = / &£ L[z, ©5, Oupj)

f=comnst.

L betrachten wir als Funktion bzw. Funktional von ¢, ¢;(x,t) und ¢;(x,1).

Kanonisch Konjugierte Impulse:

Llt, o5, ¢5]
Ip(x.1) = —— k=1,---,N
k(x, 1) 5o (. 1) ( o, N)




Nun muff man wie in der Mechanik voraussetzen, dafi diese Beziehungen nach ¢; auf-
16sbar sind, d.h. dafi es Umkehrfunktionale F; gibt:

pj = Fj[tv‘f‘fjan]
Es bilden dann ¢;(x,t) und I(x,t) zu jeder Zeit t ein vollstédndiges System dynami-

scher Variablen.

Hamilton-Funktion:

Ubergang zur Quantentheorie: Betrachten ¢; und Il als Feldoperatoren, fiir die wir
die kanonischen Vertauschungsregeln postulieren, die fiir alle Zeiten gelten sollen:

[pi(x,t), wr(y.t)] = 0
[0(x,1), My, 1)] = id0°(x —y)

Fiir das freie Skalarfeld mit Lagrange-Dichte wie in (*) liefert die kanonische Quan-
tisierung genau das quantisierte Feld wie im vorigen Abschnitt besprochen, und die
Hamiltonfunktion ist H = %f >z [éz + (Vo) + mzqﬁz].

Bemerkung:
Fiir die Eichtheorien, die heute die Teilchenphysik beherrschen, ist die kanonische Quan-

tisierung nur in speziellen Eichungen durchfiihrbar (vgl. Quantisierung des elektroma-

gnetischen Feldes).



Quantisierung des Dirac-Feldes

Wir betrachten nun den Dirac-Spinor als Feldoperator. Wie beimm Mesonenfeld ent-
wickeln wir den Feldoperator nach ebenen Wellen, wobei die Entwicklungskoeffizienten
Operatoren sein werden, d.h. wir ersetzen in der Fourierentwicklung as(p) — as(p),

Bi(p) — bF(p).

a3 P(x) = 0 Z { .E'ES(EJ)Ej(p) T ‘r-:'"_ipm'”s(f-})&s(p)}

32)
! .':".:I:1

Die Natur der Operatoren @ und b™ ist zu kliren.

Wir fordern wieder die Giiltigkeit der Heisenberg-Gleichung:

O (x)

O

— [j_-}“, -g‘lr(;}t’:)]



Wie beim Mesonenfeld folgt

P, a3 (p)] = puad(p)
[ﬁp,-@ (p)} = pubd(p)
[Py, as(p)] = —puas(p)
[ﬁmfﬂs(p)} = —pubs(p)

Auch fiir die Operatoren a und b miissen wir fordern:

as(p)|0) =0

bs(p)[0) =0
An Stelle eines Satzes von Erzeugungsoperatoren haben wir vier. Entsprechend kénnen
wir zu jedem festen Impuls p vier Ein-Teilchen-Zustinde aufbauen:

(a) af(p)|0).
(b) EEN0). 5=



Die Zustinde (a) entsprechen einem Elektron mit festem Impuls p und den zwei li-
near unabhéngigen Spinzustidnden. Nehmen wir die Theorie ernst, dann miissen wir
fordern, daf} es ein weiteres Teilchen mit exakt gleicher Masse gibt (Dirac 1930, Op-
PENHEIM 1930). Dies wurde durch die Entdeckung des Positrons (ANDERSSON 1932,
1933) bestitigt. (b) identifizieren wir mit Positronen, und wir werden sehen, dafl in der
Dirac-Theorie Elektronen und Positronen automatisch umgekehrte Ladung haben.
Zur Algebra der Erzeugungs- und Vernichtungsfelder:

Falls wir dieselben Vertauschungsregeln wie beim Mesonen-Feld fordern

la,(p), af (p)] = 6.s(2m)*2p%(p — P')
be(p). 52| = drs(2m)°2°0(p — p)

und alle anderen Kommutatoren = 0 sind, finden wir nichtverschwindende Kommuta-
toren fiir raumartige Abstdinde: z.B.

['E.EI;T(XT IL')r L_T(}r t)] 70 firx#y (+)

im Widerspruch zur Mikrokausalitit.



Man koénnte argumentieren, dafl der Dirac-Spinor sowieso nicht direkt beobachtbar ist.
Aber aus (+) folgt auch eine Verletzung der Mikrokausalitit fiir die bilinearen Aus-
driicke im Dirac-Feldoperator, die wir mit beobachtbaren Feldern identifizieren wollen.
= Elektronen kénnen keine Bosonen sein (experimentell bestitigt, da sie dem Pauli-
Prinzip geniigen).

Die richtigen algebraischen Vertauschungsrelationen fiir die Erzeuger und Vernichter
des Dirac-Feldes sind (JORDAN und WIGNER 1927, 1928) Antikommutatoren:

{a.(p), af(P)} = o

{Er(p),gi(p’)} = 4

{ar(p). al(p)} = {a(p). as(p)}

= {br Wp} {b.(p). b0}
{af(p). bo(p") } = {af (0). B ()} = 0

s(2m)*2p%(p — p’)
s(2m)*2p"(p — p')

Damit erhalten wir

{U(x 1), Uy, )} = {¥(x,1), ¥(y, 1)} =0 (%)
{v(x1), Py, 1)} =~1"0(x —y) (+%)



Ad (xx):

. - Ppd>py 1 T B 8 5
(e, 50} = | oo s 2 T )80 {57 (), b))

+ Z ePTePY ur(p)us(p’) {f}-r(l))s a; (I)F)}
Tr,s

dp 1 —ip-(x—y) = ip-(x—y) -
B (2m)3 2p° (E ) " vs(p)s(p) +e 2 us(p )“‘S(p))

]
Ty - -
. .

=pyY—py—m =pYy?—py+m

Pp
ow g ip-(x—y)
" / (2m)3

= 038 (x—y)

Fiir beobachtbare Felder A(z) = «(x)ui(x). u = @ 4 x 4 - Matrix ergeben sich damit
Vertauschungsregeln, die mit der Mikrokausalitdt im Einklang sind. Z.B. fiir beliebige
4 x 4 - Matrizen wuq., u9:

[(x, ) urd(x, 1)), U(y, thush(y,t)] =0 firx#y



y My

Folgt sofort aus () und () mit der Identitit (fiir beliebige Operatoren A, B, ', D).
[Af;, c’i“ﬁ} — A {B C} D - AC {B f)}

—C {ﬁ. f)} B+ {@', ﬁ} DB (Ubung)
Ein-Elektron (Positron)-Zustinde mit scharfem Impuls:

(p,8)) = ??(PHU)
T(p,s)) = bi(p)|0)

Normierung:

(e™(p,s)|e™(p.s)) = (0] {a.(p).
(et (p,5)[e*(p, ) = (0] {b(p)), b

Zwel-Elektronen-Zustand:

ey

(p)}10) = 6,5(27)*2p"6*(p" — p)

:
i(p)} 10) = 6,5(27)%2p"5° (p’ — p)

o= (p1.%). € (p2.5)) = af(p1)af(p2)[0)
— i (p2)af(p1)[0) = — |e (P2 5). e~ (p1.))
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