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Quantisierung des elektromagnetischen Feldes — Lorentz-
kovariante Formulierung

In der Lorentz-Eichung | 0, A" = 0| geniigt das Viererpotential (A" = (¢, A)) im Quell-
freien Fall (p = 0, j# = 0) der d’Alembert Gleichung

0A, =0

= Fourier-Entwicklung fiir die Feldoperatoren A, (wie bei Mesonen)

d*k ikz + —ikx

mit

k:(fi:) w=lk|, kE=Fz,=wi—k-x



Mikrokausalitit erfordert Bose-Vertauschungs-Relationen

[-:1:[(]{), at(K)] = 0
lau(k), ay(k)] = 0
la,(k), af (K)] = Z.,(27)%2ws (k — k')

mit zunédchst noch unbekannten 7, .
a, a” wirken im Fock-Raum, fiir das Vakuum gilt

ﬂ;a(k”D) =0 V,[L?l{

Falls wir explizite Lorentz-Kovarianz der Theorie wollen, muf} Z,,,, ein konstanter Tensor
zweiter Stufe sein. Der einzige solche Tensor ist g,,,. Nach eventueller Reskalierung muf
also Z,,, = £, die richtige Wahl (s.u.) ist

0 (), o (K)] = —gu (2m)20 8% (k — K)

die Operatoren aj (7 = 1,2,3) angewandt auf das Vakuum fiihren zu Zustéinden mit

positiver Norm, aj zu Zustinden negativer Norm.



Betrachte allgemeinen Zustand | f) = [ {zwd% Z” fulk)a®(k)|0)

- = TREE S~ po (10) £, (K) (0] ay (k) (k) [0
: (%)WM - i R
=40 e Jg=290
- / 2?1')3 Z = |f,-.;(k { <4 T fg =i fl:gjg =1

Neben Zustinden mit negativer Norm treten Zustéinde

[k, &) = —&"a, (k) 0)

mit beliebiger Vierer-Polarisationsrichtung ¢ auf, so dafl wir vier linear unabhéngige
Polarisationsrichtungen zu festem k statt nur 2 experimentell beobachteten.

Das Verfahren von GUPTA und BLEULER (1950) garantiert positive Norm und wird die
2 unerwiinschten Polarisationsrichtungen los: Lorentz-Bedingung mufl als Nebenbedin-
oung fiir Zustdnde gefordert werden.



Nur einen Teil der Zustandsvektoren im Fock-Raum erkléiren wir fiir physikalisch, und
zwar gerade diejenigen, die in gewisser Weise die Lorentz-Bedingung erfiillen. Wir neh-

men den Teil von A, der nur Vernichter enthilt:

37 |
d°k E_Ek-rﬂ,“(k)

L

und fordern fiir physikalische Zustandsvektoren bzw.

8“’}1:&_)@} \phys. Zust.) =
k''a,(z) |phys. Zust.) = 0 vk

Hiermit (phys. Zu5t.|8“’AL_]{:c) \phys. Zust.) = 0 d.h. der Erwartungswert der Di-
vergenz des Feldes A, verschwindet fiir beliebige physikalische Zustéinde. Unterraum
{| phys. Zust.) } ist offenbar ein linearer Raum.



Behauptung:
(phys. Zust. | phys. Zust.) > 0

d.h. der Raum hat positiv semi-definite Metrik.

Beweis:

Wir wihlen neue Basis fiir Erzeuger und Vernichter: Betrachte die Operatoren tl?;(k) fiir

festes k. Wihle zwei Einheitsvektoren e, es L k, so dal e, ey, eg := |—E| orthonormales
Dreibein e; - e; = 05

Definition:
o (k) - % (it <5t )
o (k) = e;-a’ (k)
a3 (k) = ez a (k)
o7 (k) = 5 (6 (09 + e a* (1)

a+:(a+ 254 +)



~+ Vertauschungsrelationen

:&D(k): &E'}_(kf): — :&3(1{): &I(kf): =0
ao(k), af (K)] = [as(k), of (K)] = —(27)*2wé*(k — k')
(1 (k), of (K)] = [oe(k), of (K)] = (27)*2w6° (k — K)

alle anderen verschwinden.

Die Nebenbedingung k*a, (k)|phys. Zust.) = 0 lautet dann einfach

ag|phys. Zust.) =0

Betrachte einen Zustandsvektor im Hilbertraum der Gestalt

af (k1)af (ko)---af ---af ---ad ---]0)

(*)

(*%)

(+)

d.h. beliebiges Produkt von Erzeugern angewandt auf Vakuum. Wegen der Kommuta-

torrel. (x) kann (*x) dann und nur dann erfiillt sein, wenn kein Operator a

vorkommt!

Z.B. sind unter o (k)|0) nur o (k)|0) und a3 (k)|0) phys.. Diese sind orthogonal

und ihre Lingenquadrate gréfier gleich Null



0] a1(k)a7 (k) |0) = (27)*2wé3(k — k')
0] aa(k)ad (k) [0) = (27)32wé3(k — K)

+ )
(0| apg(k)ag (k)|0) = 0O

Ein beliebiger physikalischer Zustandsvektor ist eine Linearkombination von Zustands-
vektoren der Gestalt (+), die kein a3 enthalten. Fiir diese zeigt man dann leicht (in
Verallgemeinerung von (++)), daBl kein Lingenquadrat gréBer gleich Null ist. |

Man gelangt von hier leicht zu einem Hilbert-Raum mit positiv-definiter Metrik: (dann
Wahrscheinlichkeitsinterpretation im Sinne der QM zuléifit).

Definition: Aquivalenzklassen von Zustandsvektoren:
1) ~12) <= (1[=(2)(1)—-[2)=0

Der lineare Hilbertraum der Aquivalenzklassen hat dann positiv-definite Metrik.



Physikalische Interpretation:
Zustand eines Systems von Photonen wird durch eine ganze Klasse von dquivalenten

Zustandsvektoren beschrieben. Man kann zeigen, dafi der Erwartungswert von beob-
achtbaren GroBlen (wie Feldstiirketensor, Energie etc.) identisch ist fiir dquivalente Zu-
standsvektoren. In der Praxis, z.B. bei der Berechung von Matrixelementen, kann man
daher stets einen beliebigen Vertreter aus einer Aquivalenzklasse als Zustandsvektor

nehmen.

Da wegen (x#) af(k)|0) dem Nullvektor entspricht, sind nur Linearkombinationer

als

k,e1) = af (k) [0) = ey - a™ (k) 0)
k,=2) = af (k)] 0) = ez -a* (k) |0)

! ( O )
mit €12 = o
1.2



physika.lisché Ein-Photon-Zutinde = experimentellen Befund von nur 2 lin. unabh. Ein-
Photon-Zutéinde fiir jedes k physikalische Ein-Photon-Zutinde zu festem k:

k) = —efaf (k) [0) =e-a¥ (k) |0), E:(S)

mit €° =0, e -k =0, |e|] =1, d.h. insbesondere ="k, = 0.
Diese Zustinde erfiillen Kontinuumsnormierung

(K e'|k,e) = ("™ - ¢) (2m)*2w 6% (k — ')
Linear polarisierte Photonen werden durch reellen Polaristionsvektor e = &* be-
schrieben, rechts- und linkszirkular polarisierte Photonen durch e = $ﬁ(e1 +
iez). Warum haben wir uns nicht gleich auf Zustandsvektoren (%) beschrinkt? Trans-

versalitit an den Polarisationsvektor £ ist nicht Lorentz-Kovariant:

0
g

E— k' = Ak, E:( )—}Ef:ﬂt‘:?

Er[l
! ! !
k|

Zwar ist e’ - |11:,,| — 0 aber i.a. /0 # 0.




Bermerkung: Der entsprechende Zustandsvektor ist aber dquivalent zu demjenigen eines
rein transversalen Photons

_at(i) [0) = {e’*aﬂkf)—e’“ uH(k’)—%-aﬂk’)wtﬂ

~ € -at(k')|0)



Normal- und zeitgeordnete Produkte

Wir wollen nun die Erwartungswerte einiger physikalisch beobachtbarer Gréfien ange-
ben — (...) bedeutet den EW in einem beliebigen physikalischen Zustand.
Wegen B = rotA ist

(B(z)) / (QT)SZM zkr( ik % [elﬂgl (k) + ezaq (kﬂ >}
+e7 ™ (ik x [e1a1(k) 4 ezaa(Kk)])

und wenn E = —V Ay — A ~ (E) = —(hA) da (VAp) =0 denn

(phys. Zust.| ag (k) |phys. Zust.)

= (phys. Zust.| % (og (k) + oF (k)) [phys. Zust.)

= 0

da aof |phys. Zust.) und (phys. Zust.] a3 = 0 denn |phys. Zust.) enthélt kein a3 .
analog (phys. Zust.|ag(k) |phys. Zust.) =0

(E) = —(5A)

d*k ik
— m {—awel‘h‘r <elaf(k) + e;&j{(kn T+ jwetk (eraq (k) + 82&2(1()}}



Es tragen also nur die transversalen Freiheitsgrade der Photonen bei, im Einklang mit

dem Experiment.

Energie " und Impuls p des elektromagnetischen Feldes:
P ,
klassisch ~ p’ = / >z = [E%(z) + B%(x)]
t=const.

B = / >z E(z) x B(z)
t—=const.

Betrachten wir E und B als Feldoperatoren, so finden wir in einem beliebigen physika-
lischen Zustand

37, 2
@) = %/ (2§)§2w v <; {07 (K)ai(k) + ﬂz(k)ﬂ’?(k)}>

37 2
w) = 5/ (gf)igwk*<Z{a:(k>m<k)+m(k>a:(k>}>
i=1




(— Ubu ng) wieder tragen nur die physikalischen Freiheitsgrade der Photonen bei.

Es ergibt sich aber eine neue Schwierigkeit:

Betrachte Vakuum-Erwartungswert

. 2
0°10) = = (z_f}f%w-m (0] as()orf (k) [0)

= %/dgkw-%g(ﬂ)
1 %

- ifd%w 2(%)3 (1)
o[ |0) = %/dgkk-%z((})
1 Vv

- E/dgkk 2(%)3 (2)



Dabei haben wir Fermis Trick benutzt und (27)*6%(0) durch ein Normierungsvolumen

V' ersetzt. .
Fk-K)=[ %gei(k_k’] = (27)?¢3(0) = [d*k — V falls Integral nicht {iber unend-

liche, sondern endliche Volumen V.

(2) ist relativ harmlos: Symmetrische Integration iiber alle Impulse gibt 0.

(1) stellt Nullpunktsenergie des elektromagnetischen Feldes dar (im Volumen ). Nur
Energiedifferenzen mefibar, wihlen Vakuum als Nullpunkt der Energiezéihlung.
= bisherige Energieoperatoren werden ersetzt durch

p’ =p" —(0]p" |0)

0 dgk 1 - + + +
= ") = [ G (3 2 {af (9ailk) + aik)al (k) = (0] au(k)a] (k) [0)}
) i=1
dgk 1 - 1 + T
= | @ 5;{% (k)i (k) + ci(k)a; (k) — [ai(k). o] (k)] }

9 2
- % w <Z aj(k)ai(k)>
1=1

Hier stehen alle Erzeugungsoperatoren links von den Vernichtungsoperatoren
~+ wohldefiniertem Operator ohne Divergenzen.



Mathematisch ergaben sich die Divergenzprobleme, da sich Produkte von Feldoperato-
ren am selben Punkt wie (E(z))? als zu singulir erwiesen. Wir kénnen die Subtraktion
der Vakuumenergie automatisch bewirken, wenn wir eine neue Art Produkt von Feld-
operatoren einfithren, das normalgeordnete Produkt oder Normalprodukt.

Definition:
Im Normalprodukt wirken alle Erzeuger so, als stiinden sie links von allen Vernichtern.
catdT:= atd™T
cata 1= atd
ad'dT = atd
ca a = ad

a, a’ beliebige Vernichter von Bose-Feldern. Bei Fermionen zusitzlich Minus-Zeichen.
Beispiel:
E(z)~at+a = :E*(z): ~ :(a"+a)(a™ +a):
= :a"a"+aTa+aa" +aa:

— ataT™+2a"a+ aa



Damit ergeben sich die korrekten Ausdriicke fiir Energie und Impuls zu

p’ = f dg;rl ; (Ez(i‘) + Bi(x)] :
t=const 2

p = f &z : B(z) x B(z) :
t=const

Das analoge Problem taucht beim Dirac-Feld auf und wird ebenso durch das Normal-
produkt gelost:

Betrachte den Dirac-Strom v(z)y*%(z) transformiert wie Viererstromdichte.

Urspriinglich sah man das Dirac-Feld als relativistische Wahrscheinlichkeitsamplitude
fiir ein Elektron an. Dabei wurde die Nullkomponente des Dirac-Stromes als Dich-
te der Aufenthaltswahrscheinlichkeit interpretiert, denn fiir den Dirac-Spinor gilt ja
U(x)y () = vt (x)(z) > 0 fir ¥(z) # 0. Eine Ein-Teilchen-Interpretation des
Dirac-Spinors ist jedoch nicht haltbar — Frage: Welche Rolle spielt der Dirac-Strom in
der Theorie des freien quantisierten Dirac-Feldes?



Ladungs- und Stromverteilung, d.h. die elektromagnetische Viererstromdichte j*(z) ei-
nes Systems von Elektronen und Positronen ist sicher eine beobachtbare Grifie. Ansatz:

7 (x) = —e(x) Y (x) — e = Elektronenladung

~+ Operator der Gesamtladung
Q' = /dgcrjﬂ(xg t) = —e/dg;r@(x, )7 0 (x, 1)

Erinnerung:

00) = [ s T A )+ o)

S:I:l

dB
o QF:_E/(Q?T)—BQPD Y {af(p)as(p) + b:(p)b™ (p)}

_il



=00 = [ Gobs e 2 Q1) (0)10)
m{bs(p) b7 (p) }l0)

—(zwﬁzp%m}

= —e /d3p253(0)
= o0 ! (V — o0)

also ein dhnliches Problem wie mit dem Nullpunkt der Energiezihlung. Wir erhalten
einen “guten” Ladungsoperator (), wenn wir die Gesamtladung des Vakuums als Null-
punkt wéhlen.

Q = Q@ -(0Q'|0)
- ./(E?T)E?pﬂ Z (a7 (P)as(p) + bs(p)bd () — {bs(p), b7 (P) })

- (Z?T)EQpU Z az (p)as(p) — b7 (P)bs(p))
_il



() hat positive und negative Eigenwerte, Elektronen haben Ladung —e, Positronen +e.
Die unendliche Selbstladung des Vakuums riihrt mathematisch wieder vom Produkt
zweler Feldoperatoren am selben Ort, wird vermieden durch Normalordnung der
Feld-Operatoren wie bei Bosonen.

Definition:

-ar(p)ag (p) := —a7 (p')ar(p)
d.h. fiir jede Vertauschung von Feld-Operatoren ein "—" Zeichen.
- J(x) = —e: p(x)y () :

n.b.: : 17%) : nicht mehr positiv.



Elektromagnetische Kopplung und Storungsentwick-
lung

Im Rahmen eines deduktiven Aufbaus der QED stellt man die Lagrange-Funktion des
gekoppelten Maxwell-Dirac Systems an die Spitze, und zwar zunéchst fiir die klassischen

Felder:
L = / d*wL(x, 1)
mit der Lagrange-Dichte
L(x) = Lo(z) + L (x)

Freie Felder: |
Lo(x) = —EF‘W(;E)F”” () + @(I)(’h““’ﬁﬁ — m)(x)

WW:
£'(x)

—j"(x)Apu(x)



Die Gestalt des Kopplungsterms hatten wir schon frither im Zusammenhang mit der
WW des quantisierten Strahlungsfeldes mit Materie hergeleitet. Er ergibt sich aus £y
durch die Substitution

a,r_ll 7 a’_‘: - EE}AJ.I-

“minimale Ankopplung”

denn

Y (iv* (8, — ieA,) —m) Y = (i*0, — m) Y + ey A b = Lo — jHA,.

Dies macht die Theorie lokal eichinvariant unter U(1). Lg ist invariant unter ¢» —
A A = const, die Lagrange-Funktion #ndert sich bei Multiplikation des Dirac-
Spinors mit konstantem Phasenfaktor nicht. Diese Invarianz der Lagrange-Funktion
einer globalen Eichtransformation hat, nach dem Noether-Theorem, einen Erhaltungs-
satz zur Folge: In diesem Fall ist es die Ladung, die die Erhaltungsgréfie darstellt. Da
aber A konstant ist, muf die Eichtransformation an jedem Punkt der Raum-Zeit diesel-
be sein, es ist eine globale Eichtransformation. D.h. rotieren wir die Phase des Spinors
an einem Punkt um den Winkel A, miissen wir dieselbe Rotation an allen anderen
Punkten gleichzeitig ausfiihren.

e



Nimmt man diese physikalische Interpretation ernst, dann sieht man, dafi sie unmoglich
zu erfiillen ist, da sie den Geist der Relativitit verletzt, nach dem es eine minimale
Verzogerung geben mufl, die der Zeit entspricht, die das Licht braucht, um von einem

Raumpunkt zum anderen zu reisen.

Um dieses Problem zu umschiffen, gibt man die Forderung, dafi A eine Konstante sein
mufl, auf und schreibt den Phasenfaktor als eine beliebige Funktion der Raum-Zeit:

A(z)

Dies ist eine lokale Eich-Transformation, sie variiert von Punkt zu Punkt. Sie wird
auch “Eich-Transformation der zweiten Art” genannt.

Nun taucht bei einer Umeichung mit einer lokalen Eich-Transformation

ieA(x)

fy — P I-'I1
Y — ety (1)




ein Zusatzterm (durch ) auf, der aber genau eine Umeichung des elektromagnetischen
Feldes entspricht

A, — A, — 9, \(z) 2

denn mit (1)

g —3 Eif 1;"’ ('iﬁf'“ap('mﬁ)) (
= Lo + ey (Ay — OuA) ¥
S— —

:_4};

m.a.W.: £ ist invariant unter der lokalen Eich-Transformation (1), (2) : £ — L. Diese
von H. WEYL 1929 entdeckte Invarianz des gekoppelten Maxwell-Dirac-Systems be-
zeichnen wir in moderner Sprechweise als eine U(1)-Eichsymmetrie. Eichsymmetrien
sind der Eckstein der modernen Theorien der Elementarteilchen. Sowohl die starke wie
die schwache WW wird von Eichsymmetrien beherrscht, die eine Verallgemeinerung der

Eichsymmetrie der QED darstellen.



Vernachlissigen wir in £ den Kopplungsterm, d.h. setzen wir e = 0, so erhalten wir
als Euler-Lagrange-Gleichungen die freien Maxwell- und Dirac-Gleichungen. die Quan-
tisierung der entsprechenden Felder geschieht wie besprochen. Die Idee ist nun, eine
Reihenentwicklung in e zu machen, um die Kopplung zu beriicksichtigen. — Storungs-

theorie
Dirac- oder WW-Bild

H=Ho+H
~+ Feldoperatoren geniigen
Eﬂ_at =i[Hu,AQ)] — AR)=elloige it

Zustinde geniigen

.
i=[t) = H' (O] (%)

0 [t>=Texp(-iH (1)) [t=0>  (spater)



Da der Kopplungsterm £’ in der Lagrange-Dichte keine Ableitungen nach der Zeit

enthiilt, ist die WW-Energie H'(t) bis auf Vorzeichen gleich £’

H'(t) = — [dg'-rﬁ"(r,t) = /dgrj”(r,t)ﬂﬁ(r,t)
d.h. | |

H' (t) = — /dz-r :P(r, )y (r, 1) : Au(r,t)

(++)

Die Gleichungen (*) und (##) sind das Fundament, auf dem wir die Feynman-Regeln

der QED aufbauen werden.

Wir betrachten folgende physikalische Fragestellung:

Zur Zeit t — —oo sei eine gewisse Anzahl von Elektronen, Positronen und Photonen
vorhanden, die alle weit voneinander separiert seien. Diese Teilchen kénnen sich dann
im Laufe der Zeit treffen, aneinander streuen, sich vernichten, neue Teilchen erzeugen.



Wir fragen nach dem Zustand zur Zeit t — +o0, insbesondere nach der Ubergangsam-
plitude in einen gegebenen Zustand mit gewisser Anzahl von Elektronen, Positronen
und Photonen.

e (p1)+-+e(q)+ k)t —e (P + et (g) + o (k) A+



Die Feynman- Regeln

Ausgangspunkt ist Gleichung ()
Entwickeln wir in (xx) 1, ¥ und A, nach Elzeugem und Vernichtern, wobei wir sche-

matisch setzen 1 ~ .-5 + a+ Y~bT+a, A, ~am +a

. | 3 1 .2.
(Erinnerung: ¥ (z) = [ {gr 3 Epu D s—t1/2 {eP v(p)bd (p) + e us(p)as(p) })
so erhalten wir folgende Struktur fiir H':

Hy m: (ﬁfg b+++e; (f ))

bh éﬁﬂlﬁ_l&& r a4bb+E®[+ ‘|'| 0[3 1 i’% £ﬂ0{+ i Q&{jg-?-_a aﬂ*cgﬂl-‘ ["ﬁ

A

(1) (2) (3) (4)

Wenden wir H’ auf einen beliebigen Zustand an, so bewirkt z.B. der Term (1) folgendes:
Durch a wird ein Elektron vernichtet, durch a™ ist wieder ein Elektron erzeugt mit
im allgemeinen anderen Impuls. Dabei wird ein Photon entweder emittiert (™) oder

absorbiert («).



H ~ :(b+a*)(b"+a):(a* +a)
~ —b'b(a™ +a)+a'b" (" +a) +ba(at +a)+aTa(a’ +a)

\~ ~N~ ~~

(1) (2) (3) 4)

(1) Emission oder Absorption eines Photons ®
durch ein Positron

(2) Erzeugung eines Elektron-Positron-Paares
unter Emission oder Absorption eines Photons

(3) Vernichtung eines Elektron-Positron-Paares
unter Emission oder Absorption eines Photons ©

(4) Emission oder Absorption eines Photons
durch ein Elektron




Alle Prozesse konnen durch ein einziges Diagramm dargestellt werden, s. (* * *), wenn
man vereinbart, Positronen durch in der Zeit zuriicklaufende Elektronenlinien zu sym-

bolisieren.

(%)

Zur Zeit ¢ — oo haben wir eine gewisse Anzahl Elektronen, Positronen und Photonen,
die wir durch entsprechende Linien andeuten.

Nach (*) besteht eine Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit fiir den Ubergang in anderen
Zustand, wobei einer der Prozesse (1) - (4) geschehen kann. Das kann sich wiederholen;
die Ubergangs-Amplituden in einem bestimmten Endzustand miissen entsprechend den
Regeln der QM kohérent addiert werden, unabhéngig von den Zwischenschritten, die
zu diesem Zustand fithren. Korrekte Superposition ergibt sich aus der formalen Losung

von (*):

t) = {1+ (—1) /_t dt"H' (') + (—i)? /_ﬁ dt’ /_ﬂ dt*”"H"(t’)H’(t")Jr---} t = —o0)



Daraus ergibt sich der S-Operator, der die Zeitentwicklung der Zustéinde von t — —oc
nach ¢ — +o0 beschreibt:

t=+00) = S|t=-x)
o0 o0 t'
_ {Hu) [T anwy st [T [ arween
+ oo |t = —00)

Mit Hilfe des zeitgeordneten Produkts kann man S etwas schoner schreiben:

n=0 nl Joo 00

_ Texp{—i/_i dt‘h‘"(t’)} (+)

Da ‘H' proportional zu eist, haben wir in (+) eine Entwicklung des S-Operators nach
Potenzen von e = v4ma, a die Feinstrukturkonstante, vor uns: Bsp. fiir Streuung zweier
Elektronen



Beispiel
Elektron-Elektron-Streuung (Mgller-Streuung)

)

2. Ordnung in e 4. Ordnung in e

e (p1,m)+e (p2,1m2) — € (p3,m3) +e (ps74)

n-(2) - m-(5)
we(2) . we(2)

Schwerpunktssystem



Es ist [p[ = [p'].

Def.:

e(p’)
e(p) 5 e(—p)
= =
e(—p’)

1
s=(p1+p)*=4FE* = |p|= Qv’S—imE
0
(1 —p3)* = —(p — p))* = —4[p|”sin” 7
u=(p1—ps)’=—(p+p)° = —4|p|20052§

Vor der Streuung: [t — —oc) = a;f (p1)a;,(p2)|0)



Amplitude fiir (x):

Syi = (e(ps, r3)e(ps, r4)| Sle(p1, 1) e (p2, r2))
= (0] an(p3)ar,(ps) Sa (p1)as,(p2)]0) (%)

tragt nichts bei zu (x x), wenn
(p1,71), (P2, 72) # (P3,73), (Pa,T4)

—I—(—i) / dt'hH'r(t!) tragt nichts bei zu (x x)

da nurl Photonen-Erzeuger bzw. -Vernichter

S — ]_

/ dt’ f dHAE TR relevant, Ordnung e?

_E-E o0 o0
- sp= [ [ Cepn,ra)epu, )| TCHE V) elr, i )elpas o)
.3'2
- 5y = U / 42'da” (0 ar,(ps)ar, (ps)
T3 (@) - A : B o) : A"

-rl(pl) r(P2)]0)



Struktur:

(x)=1{(0]aa : (b+a™)(b" +a): (a+a™): (b+a")(b" +a): (a+aT)aTa™|0)

Auswertung wird erleichtert durch das Wick’sche Theorem:

Erinnerung: (0|a;al |0) = (0| {a;,a]} —aja;[0) = {a;, a;}

(0] (11(13_{13(1:1'_ 10) = (0] ({ul,a;} — a:{al) ({ﬂ.g,ﬂi} — {13+c14) 10)
= {a,a3}-{as, a7}
= (0]a1a3 |0) (0] asaj [0)
Definition: (0 |{1.i{1;_| 0)= {jl_ztlzj =“Kontraktion”
A0 (0lqre qag |0) = qagy qagy
(0]arazazay [0) = (0] (ay{az, a3} —agaz)a;|0)
= (0|aya] |0){az,af} — (0|ajaiazaf |0)
= (0]a1aj [0)(0]azaz |0) —(0|a1a3 |0)(0]azaj |0)




d.h.

catat _ catat + +
(0]arazazay |0) (U|ﬂ1f}_2f}3‘1|4 |0}+<0|ﬂlﬂ2?3% 10)

+ o+ + o+
= a1y a2dq — d1da A20,
Tda Q23 T Q1gs 429

fiir Fermionen! (Bosonen kein — Zeichen.)

(3.) Wick’sches Theorem: Vakuumerwartungswert eines Produktes von Erzeugern und
Vernichtern ist gleich der Summe aller Kontraktionen.

Zu Sy;: Die Operatoren a, a™ aus A, (z’) kénnen nur mit denen aus A, (z") kontrahiert
werden.

Bei Kontraktion der Fermi-Operatoren erhalten wir keinen Beitrag, wenn ein Operator
aus (z') mit einem aus v (z”) verbunden ist, denn dann tritt auch mindestens eine
Kontraktion eines einlaufenden mit einem auslaufenden Elektronenoperator auf, die

wegen (p1,71), (p2,72) # (p3,7r3), (pg, r4) verschwindet.



= Nur Beitrige von Kontraktion der ein- bzw. auslaufenden Elektronen mit den Feld-

operatoren 1 bzw. 1. (z.B. a; (p1) mit ¢(2") und ¢ (z") etc.)

po= (0fa(paa(pa) : V@)V P(a’) 22 P(@")y"y(@") : a™(p1)a™(p2) [0)
= ﬂ(lliia)ﬂ(P4)1’1.-’3‘(3“!)?’”’1.-’3‘(?5")3 1%9(?!!)’}“”"35‘(?”):‘1+(pl)“+(pz)

+a(p3)a(ps) 1 Y( )y (") (2" )y (2") - a™ (p1)a™(p2)

| l | - |

+a(ps)a(p4) (2 )y () (") (2") raT (pr)a” (p2)
I

+ a(ps)a(ps) : Y(2" )y (2" : :p(2")y (2") a™T (p1)a™ (p2)
[ ' f f ' |

— {ﬁ@:l)eiyéf”}“ﬂﬂr(pl)E_iplmf . ﬂ,(pg)eiPEI”»TVH(pE)E_iPZI”
—(1=2)—B3<=4)+(1<23<4)}.



Kontraktionen von Fermi-Operatoren liefern fiir z, > x{ und z{ > x{, dasselbe, also

Sy = (ie)? / dz' dz” (0| T (A, (z")A,(z")) |0)
{0z — 2g) (0] Ap(2') Ay (") [0) + 0(2g — 2() (0] Ap(z”) Ay (2') 0) } -

{ﬂ(p )Y u(pr) et PPUT L q(pg)yY u(py)et PP
—(1=2)—-3<—=4)+(1-=2,3<=4)}.

Zusammenfassung von Termen, die sich blofl durch Bezeichnung der Integrations- und
Summationsintervalle unterscheiden:

i = (ie)* / dz'dz" (0| T(A,(z")A,(2"))|0) - —  Feynman-Propagator des Photonenfeldes
{ﬁ(pél)’}"“u(pl)ﬁ(pg)"fvu(pg)ei(p‘i_?-:'1)T"Ei{PB—PE}T”

—a(p3) Y u(p1)@(ps)y  u(pe)e! PP gilpa—p2)z” }



Wegen

/ /) g % dk —ik(z—y) —'-E.-g'ﬁy . .
<D|T(AH(~T )Av('r )) |0> - / (2??)4 & k2 + ic (€ — D) (s.u. und Ubung)

lassen sich die Integrale iiber 2 und z” leicht anfiihren und ergeben é-Funktion fiir

Viererimpulse

= Sy = i(2m)*0(pa + p3 — p2 — Pl)Tf-i

T = 1-{&(?4)(‘5*3?’”)“@)

1

su(p3)(iey” )u(p2)

(P—')

—a(pa) e Yupr) ) i ()

——e =u(p)
o——— =up)
(duflere Elektronenlinie)

+ -~ —'Gpw
¥(p,—R) Y(p;—R) MWWt — =5

(innere Photonenlinie)

o) ) Ty <Tpy) >WW- = iey”
An jedem Vertex gilt Vierer-Impuls-Erhaltung. (Vertex)

<Tpy) <y ;) < Tpy



Zum Photonen-Propagator:

3k - :
Feldoperator fir Viererpotential A4, = e*at (k) + e g, (k
i (27)32w H :

o k1 e _ (&l
i (O]AL(x) AL () 0) = gw‘{ma 7, ¢ ”, ko= (k)

Zeitgeordnetes Produkt T(A,(x) A, (#)) = 0(x* —»*) AL (x) A, () + 00° —x") A, (V) Ay (x)

Unabhangig vom Bezugssytem wg [A, (x), A,(»)] = 0 fir (x —»)* <0.

o

\ Ap (X) Av()’) /
N Vs
™ /

N /

h s

AN
N s ,

N d
Aulx) Ay(y) =| Avly) Aulx) /‘c(y
N

e ~

7 N
Ve N
// A(y) Aulx) N

~



Behauptung: (0T (A, (x) A, ()10} = igy, Dy (x — ),

— 184w
] . . . —1k(x—y)_,._£_‘_

dk=dk°dk' dk2di’.

Beweis: igu Dp(x — ) o0
_ d°k REZERSY Jdk e~ iK0(x0 -)0) 1
(2m)® 2mi (k%) —k* +ie’

Die Pole des Integranden liegen bei

KO = £\/k*—ie — + | k],

wie in Bild 7-2 illustriert. Fiir x® > y° gilt:

3000 _ 0
e1k(x y)_>0

fiir Im k° - — oo,




igu,vDF(x_.y) oo
d’k ik(x—y) dx° —ikQ (x0 — 0 1
- A (=¥ -»").
v | 2my? 2 © (P — K +ie’

— 00

Wir kt')nnen0 dann den Integrationsweg durch einen sehr groflen Halbkreis in der unteren
Hiilfte der &~ -Ebene erginzen und den Residuensatz anwenden. Wir finden:

Bk e-illkl 0 =30 -k -)]
Q2ny 2|k

ig,uv DF(x __y) = " 8uv
und durch Vergleich mit Gl. (7-51)

iguv DF(x _J/) = <0|A“(x) Au(y)“))

fir x°>y°.
Fiir x° < y°® kénnen wir den Integrationsweg in der oberen Halbebene schliefien, und es
ergibt sich

dak e—i[|k|0*0*x0)—k(x—.1’)]

iguv DF(x _y) = ~8uv

(2n)y’ 21k
= (01A, () AL(x)10)
fir x° <y0.

Damit ist Gl. (7-54) bewiesen. Man nennt die Funktion ig,, D (x — ) bzw. ihre Fourier-
Transformierte —i<_9;w,./(i<:2 +i€) den Feynman-Propagator fir das freie Photonfeld. Er spielt
im Rahmen der Feynman-Regeln eine entscheidende Rolle.






	Quantenmechanik II
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43

