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12. [15 Punkte] Zeitentwicklung des Gauss-Pakets
Gegeben sei die Wellenfunktion eines freien Teilchens in einer Dimension mit zugehorigem Hamilton-
operator H = p?/2m zum Zeitpunkt ¢ = 0:
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(a) Bestimmen Sie die Erwartungswerte folgender Operatoren zum Zeitpunkt ¢ = 0: &, p und &p + pa.
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Uberpriifen Sie, dass die minimale Unschérferelation hier erfiillt ist.
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(b) Bestimmen Sie den Propagator G(z,t;2’,tg = 0), der durch

Wla,t) = / da/ G, 12/, 0 (&, 0)

die Zeitentwicklung der Wellenfunktion beschreibt. Bestimmen Sie anschliessend die Wellenfunktion
Y(x,t) fiir t > 0.

(¢) Bestimmen Sie die Impuls- und Ortsoperatoren, py(t) und Zg(t), im Heisenberg-Bild.
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(d) Bestimmen Sie den Orts- und Impulserwartungswert, sowie die Unschérfe als Funktion der Zeit.
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Hinweis:

auch fiir komplexe o und (3, sofern Rea > 0.

13. [20 Punkte] Kohdrente und inkohdrente Superposition
Ein koharenter Zustand ist dadurch charakterisiert, dass in Experimenten Interferenzeffekte der mit dem
Zustand assoziierten Wellen beobachtet werden kénnen. Fiir zwei beliebige positive Werte A und Ao,
mit A; # Ay, seien folgende zwei Wellenfunktionen gegeben:
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(a) Normieren Sie die Wellenfunktionen durch Bestimmung der Konstanten Z; und Zs.

(b) Zeigen Sie, dass |t1) und |12) orthogonal zueinander sind.
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(¢) Eine kohérente Superposition dieser beiden Wellenfunktionen ist der durch folgende Wellenfunktion

bestimmte reine Zustand:
Valr) + V1 — alibg).

Eine inkohérente Superposition dagegen ist der gemischte Zustand, der durch folgende Dichtematrix
mit 0 < a < 1 beschrieben wird (welche insbesondere keine Mischterme |1)1) (12| enthélt):
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Berechnen Sie die Erwartungswerte und Standardabweichungen des Orts- und des Impulsoperators.
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(d) Berechnen Sie mit Hilfe der vorherigen Aufgabe die Zeitentwicklung (im Schrédingerbild) in Ab-
wesenheit eines Potentials fiir den kohérenten und den inkohérenten Fall. Berechnen Sie weiter, wie
sich die Erwartungswerte und Standardabweichungen des Orts- und des Impulsoperators in der Zeit
entwickeln.

14. [10 Punkte] Kommutator-ldentititen
Der Kommutator zweier linearer Operatoren X und Y ist definiert durch: [X,Y] := XY — Y X.
A und B bezeichnen in dieser Aufgabe lineare Operatoren des selben endlichdimensionalen Hilbert-
raumes.
(a) Zeigen Sie, dass gilt: [A,B] = A = A =0.
I bezeichnet dabei die Identitét.
Hinweis: Spur

(b) Die Ableitung eines Operators, der explizit von einem Parameter ¢ abhéngt, ist definiert als
dA(t) ~ lim At +¢e) — A(t)
dt e—0 €
Zeigen Sie, dass gilt:
d dA(t) dB(t)
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(c) Beweisen Sie:
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Hinweis: Fiihren Sie eine Taylorentwicklung durch und nutzen Sie obige Formell
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