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Formelsammlung:

(1) Die Konvention zur Fourier-Transformation:

P(x) = (27Th)n/2/d pe & Y(p) und Y(p) = (27Th)n/2/d re Y(x)
mit x,p € R"

(2) Integraldarstellung der Diracschen 6-Funktion in n-Dimensionen:

_ 1 > ny. ik-ax _ 1 > n, ip-ax/h
5@ = (g | A= e [ e

(3) Baker-Campbell-Hausdorff-Relation: (A € R)
(iA)?

eMPBe=M Z B4 (A, B] + S IAA B +

1!
und o L,
HMATB) = PAB A Bl yenn [[A4, B], A] = [[4, B], B] = 0.
(4) Fiir die Eigenzustande |j,m) zu J2 und .J, (J: Drehimpulsoperator) gilt:
Joljymy =t |jm) - und 2 |jom) =25 +1) | m)
Wirkung der Leiter-Operatoren Jo. := J, +i.J, auf |j,m):

Jiljom) = /(G E£m+1)(j Fm)|j,m=£1)

. (01 . (0 —i (1 0
2=\ 10 ) %=\ o) %27 \o0o -1/

(6) Laplace-Operator in Kugelkoordinaten (7,0, ¢)

V2_ig 22 _|_i Lé si 92 _f_iﬁ
“2or \" or 2 |smo oo \>"" o0 sin? § O¢?

Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten (p, ¢, 2)

grolo oy 10 &
“pop\"0p) T 2042 T 922

(5) Pauli-Matrizen:

(7) GauB-Integral:
00 1/2
I(a, B) = / dpe™ 0@ T0T — of*/4a (ﬁ> ,

o Q@

auch fiir komplexe o und (3, sofern Rea > 0.

(8) Einige Kugelfunktionen Yz, (9, ¢) explizit:
1

YOO = E; Y10 = \/ECOS 19; Y11 = —\/ 8% sinﬂew
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Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf alle Blatter!

1. [19 Punkte] Kurzfragen

(a)

Ein System befindet sich in einem normierten Zustand [¢)) = «|¢1) + 3 |p2) mit
(¢ilp;) = i und «, B € C. Welche der folgenden Zustandsvektoren bzw. Dichte-
operatoren beschreiben einen physikalisch dquivalenten Zustand wie [¢)?

(A) e”(a|gr) + B|d2)) mit ¥ € R
(B) eiar|py) + €23 ) mit 91, ¥5 € R und 9, # s
(C) alpr) (d1] + 5 ¢2) (2]
(D) aa™ o) (¢1] + af” |¢1) (d2] + a"B¢2) (1] + B [¢2) (2
(E) aa”|¢1) (¢1] + 887 |d2) (2]
(F) alér) (gl + Be2) (1]
Eine Punktladung ¢ befindet sich in einem elektromagnetischen Feld, das durch ein

Vektorpotential A(x) und ein skalares Potential ®(x) beschrieben wird. Man fiihrt
eine Eichtransformation

A-SA=A+VAN & —d=29,

mit einer skalaren Funktion A(x) durch. Ist der Erwartungswert des kanonischen
Impulses p eichinvariant? (Begriindung!)

Zeigen Sie, dass ein reiner (gemischter) Zustand unter einer unitéren Zeitentwick-
lung rein (gemischt) bleibt.

Berechnen Sie die folgende Kommutatoren:

G) [ p? G0) (& T Gi) (L Lk () [pe, e)

(J: Drehimpulsoperator; L: Bahndrehimpulsoperator; @: Ortsoperator; p: Im-
pulsoperator; II: Paritatsoperator; 7T,: raumlicher Translationsoperator um eine
Verschiebung a)

Ein Punktteilchen der Masse m bewegt sich in einem eindimensionalen Potentialtopf
der Form:

00 fir x <0
Viz) =< =Vy (< 0) firo<z<a
0 fir z > a,

Schreiben Sie den Losungsansatz fiir die Energieeigenfunktionen fiir Energieeigen-
werte —Vy < E < 0 auf. Geben Sie die Rand- und Anschlulbedingungen fiir die
Bestimmung der Energieeigenwerte an.

Betrachten Sie die eindimensionale Bewegung eines Punktteilchens der Energie FE
in Gegenwart eines Doppel-d-Potentials:

V(z) = Vy|d(z) + d(z — 0)] mit V5 >0 und ¢ > 0.
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Schreiben Sie den Losungsansatz fiir die Energieeigenfunktionen fiir den Fall £ < 1
auf. Geben Sie die Rand- und Anschlufibedingungen fiir die Bestimmung der
Transmissions- bzw. Reflexionskoeffizienten an. Was versteht man unter Reso-
nanzen?

(g) Der Bahndrehimpuls L mit ¢ = 1 und der Spin S mit s = 1 werden kombiniert.
Welche Eigenwerte kénnen J2 und J, annehmen? (J = L + S)

(h) Vorgegeben sei der Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms:

R ﬁ? 62 62 . R p4
H=——— 902,203~ X T Q3.2
2m r 2mzc?r 8msc

(i) Erldutern Sie kurz die Bedeutung der einzelnen Terme in H.
(ii) Warum benutzt man in erster Ordnung Storungsrechnung besser die Zusténde
In, ¢, j,m;) als die Zusténde |n, ¢, s, ms)?

(i) Zeigen Sie, dass bei einer elastischen Streuung an einem translationsinvarianten
Potential V(x) = V(x + a) (a ein konstanter Vektor) die Bedingung fiir nicht-
verschwindende Streuamplitude in erster Bornscher Naherung gegeben ist durch

(p—p')-a=2rhn nez,

wobei p, p’ der Impuls im Anfangs- und im Endzustand sind.

(j) Betrachten Sie ein 2-Teilchen-System. {|m),}men und {|n), }nen (mit ¢ = a, b) seien
die Basisvektoren des Hilbertraums, der dem ¢-ten Teilchen zugeordnet ist. Welche
der folgenden Zusténde sind verschrankt (m # n)?
(A) Im), @), (B) 5(Im), @ [m), +[n), @ [n),)
(C) 3(Im)y + In)) ® (Im), = n),) (D) 5 (Im), @ ), — In), @ [m),)

2. [10 Punkte] Dynamik freier Teilchen: Heisenberg-Bild vs. Schrédinger-Bild

(a) Wir betrachten die Bewegung eines freien Teilchens der Masse m in einer raumlichen
Dimension. Zeigen Sie (im Heisenberg-Bild) mittels der Unschérferelation fiir die
Ortsoperatoren z(t) zur Zeit ¢t > 0 und z(0) zur Zeit ¢t = 0, dass im Lauf der Zeit
das Ortsunschérfequadrat des Teilchens A2 anwéchst.

(b) Die Wellenfunktion eines freien Teilchens der Masse m sei zur Zeit t = 0 gegeben
durch ¢ (z,t = 0) (mit & € R?). Die Wellenfunktion zu einem spateren Zeitpunkt
t > 0 kann durch

Y(x,t) = /d‘gac'G(a:,t; x',0)y(x’,0)
beschrieben werden. Bestimmen Sie den Propagator G(«,t; ', 0).

3. [14 Punkte] Teilchen im harmonischen Potential /Storungstheorie
Gegeben sei ein eindimensionales harmonisches Potential in der Ortsdarstellung
omw?

V(z) = 5 % mit m,w € RT.
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(a) Betrachten Sie ein Teilchen der Masse m, das sich in diesem Potential bewegt. Wir
fithren den Vernichtungsoperator ein:

" 1 1 “ X0 . . h
a= —(— + z—p) mit xg =1/ —
o h mw

wobei & der Ortsoperator und p der Impulsoperator ist.
(i) Zeigen Sie, dass die Relation [a,af] = I gilt (I: der Einheitsoperator).

[ee][=]

(ii) Leiten Sie den Hamilton-Operator der Form

A

. I
A = hw(ata+3).
her. a' ist der zu a adjungierte Operator.

(iii) Bestimmen Sie die normierte Grundzustandswellenfunktion ug(x) (mit Hilfe der
Wirkung des Vernichtungsoperators a auf uy).

(b) Wir haben nun zwei unterscheidbare Teilchen der gleichen Masse m im betrachteten
harmonischen Potential. Zwischen den beiden Teilchen besteht eine schwache Wech-
selwirkung der Form: W (%1, %) = Mmw?Z; - 9, wobei 0 < A < 1 und #; (i = 1,2)
der Ortsoperator des i-ten Teilchens ist. Berechnen Sie in erster Ordnung Storungs-
theorie

(i) die Grundzustandsenergie des Zweiteilchensystems;

[ce][es]

(i) die erste angeregte Energie des Zweiteilchensystems.

4. [10 Punkte] Rotation und Drehimpuls

=]

(a) Berechnen Sie die Summe der Unschéarfequadrate A%+ A%y der Komponenten des
Bahndrehimpulses L in einem Eigenzustand |¢,m) von L2 und L.. Fiir welche
Werte von ¢ und m verschwindet die Summe?

(b) Ein Ensemble von Spin-1/2 Teilchen wird in einem reinen Zustand «|+) + §]—)
(mit |«|? 4 |8|? = 1) préapariert, wobei |+) (]—)) der Eigenzustand der Paulimatrix
0, zum Eigenwert +1 (—1) ist.

(i) Eine Messung der z-Komponente des Spins wird unmittelbar nach dem Prapari-
eren durchgefiihrt. Geben Sie den Dichteoperator an, der die Spinzustéande des
Teilchenensembles nach dieser Messung beschreibt.

(ii) Unmittelbar nach der Messung in (i) erfolgt eine Messung der Spinkomponente

S - n in Richtung n = (sin? cos ¢, sinsin ¢, cos). Bestimmen Sie den Er-

wartungswert der Messergebnisse.

9. [12 Punkte] Zusammengesetztes Spinsystem/Zeitabhingige Phanomene

(a) Zwei Spin-1/2-Operatoren S; und S, koppeln zu einem Gesamtspin S = S; + Ss.
Konstruieren Sie den Projektor By auf den Singulett-Unterraum und den Projektor
Py auf den Triplett-Unterraum, mit ]f’lpj = 5ij]5j. Driicken Sie Py und P, jeweils als
eine Linearkombination des Einheitsoperators I und des Operatorproduktes 5’1 . S’g
aus.
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(b) Betrachten Sie ein aus zwei Spin-1/2 Teilchen bestehendes System. Der Spinanteil
des Hamilton-Operators des Systems hat die folgende Zeitabhéngigkeit:

- 0 t<0
H_{)\é'lé'g t>0,

wobei 0 < A < 1 und 6&; (¢ = 1,2) der Pauli-Operator des Teilchens i ist. Das
System befinde sich zur Zeit ¢t = 0 im Produktzustand |[+—) = |+), ® |—),, wobei
|+), (|—=);) mit ¢ = 1,2 der Eigenzustand von o,, zum Eigenwert +1 (—1) ist.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zur Zeit t > 0 das System in den
Zustand |—+) = |—), @ |+), tUibergeht.

(i) Losen Sie das Problem exakt.

(ii) Losen Sie das Problem in erster Ordnung zeitabhéngiger Stérungstheorie fiir
kleine Werte von \.

. [10 Punkte] Kugelsymmetrische Potentiale: gebundene Zustande und Streuung

(a) Ein Punktteilchen der Masse m bewegt sich frei in einer Kugelschale zwischen zwei
konzentrischen harten Kugeln mit den Radien a bzw. b (b > a). Das kugel-
symmetrische Potential wird also durch

{O fir a<r<b

o0 sonst

V(lz]) = V(r) =

beschrieben. Bestimmen Sie die Grundzustandsenergie und die normierte Wellen-
funktion des Grundzustandes (entspricht einem s-Zustand).

(b) Berechnen Sie in erster Bornscher Naherung fiir die elastische Streuung von spin-
losen Teilchen der Masse m, Energie £ = h*k?/2m an einem GauBschen Potential:

V() = Ve

(Vo > 0 und a sind Konstanten; r = || ist der Betrag des Ortsvektors)

(i) den differentiellen Wirkungsquerschnitt (Streuquerschnitt) do/dS2 (bis auf kon-
stante Faktoren)

(ii) den totalen Wirkungsquerschnitt

. [5 Punkte] Zwei-Fermion-System

Zwei Elektronen (identische Fermionen mit Spin 1/2) bewegen sich kraftfrei mit den
Impulsen hk; und hks.

(a) Berechnen Sie die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte p(x;, 1) des Zwei-Fermion-
Systems. Unterscheiden Sie hierbei die beiden Mdéglichkeiten, dass der Spinzustand
des Zweiteilchensystems ein Singulett bzw. ein Triplett ist.

(b) Fiir welchen Spinzustand ist der Ortszustand des betrachteten Zwei-Fermion-Systems
identisch zu dem Ortszustand eines freien Zwei-Boson-Systems mit Spin 07

Hinweis: Fiihren Sie die Relativkoordinate & = x1 — xo und die Schwerpunktkoordinate X =
(x1 + x2)/2 ein.
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