Zeitentwicklung einer Wellenfunktion
Hier: HamiltonOp. H zeitunabhangig (s. seite 22)
) ZeitentwicklungsOp. U (¢, to)
{|un)}: EVvon H: H|u,) = Enlu,)

[0(1)) = U, 0)[%(0))  (1$(0)) = ¥‘Un><un|¢(0)>)

_ z\u”>wt”~/” (un|(0))
OrtsWellenfunktion
(z,t) = iane*i“ﬂ“n/hun(z) Mit i, = (un|h(0))

b Propagator G(z,t;z’,to) (Greenfunktion der Schrédinger-Gl.)
Pz, 1) == (2|U(t,0)[4(0))
= [ de' al01e') @10 O)

= Y(z,t) :/d:(}’(,)’(:z?,t::r/.0)1/;(1;’,0)
mit G(z,t;2',0) = ¥U2(w/)un(x)e_”E"/h

) Beispiel: Zeitentwicklung freier Teilchen (s. seite 32; Aufgabe 12)
auch im Heisenberg@}d
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Einfache Modellsysteme
Im Folgenden betrachten wir einfache Systeme, beschrieben durch den
Hamilton-Operator:
-2
a=2 1va).
2m

» Harmonischer Oszillator: Teilchen in einer Parabel V (z) ~ z?

) Anwendungen: Molekdlvibration, Gitterschwingung, EM-Feld...
) Potentialtopf, Potentialbarriere
» Naherung einer kurzreichweitigen Wechselwirkung
) Resonanzen
) Tunneleffekt
) Periodisches Potential: Energiebander (aufgabe 19)
Rezept:

Lésungen der Energie-EigenwertGl. (der stationdren SchrédingerGl.)
= Eigenwerte(EW) E,, und Eigenfunktionen(EV; stationédre Zustande) u,

Entwicklung nach w, fir eine beliebige Wellenfunktion v (o)
Zeitentwicklung mittels U (¢, to)

im SchrodingerBild: (A)(t) = (U (to)|A|U(to))

im HeisenbergBild: (A)(t) = (1 (t0)|UT AU (t0))

Manchmal ist es einfacher, die Probleme in der Impulsdarstellung zu I6sen
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Harmonischer Oszillator:

2
H:iﬁQerw 72
m 2

Dimensionslose GroBen: ¢ = /%Zz und A = = E
EigenwertGl. in der z-Darstellung

h? d? mw? _ ~ d*u 2
<f%@+ 5 x)u(m):Eu(x) = @+(qu)u:0

Losungsansatz u(q) = h(g)e 2%
h'(q) —2qh (¢) + (A= Dh(g) =0 ()

Potenzreihenansatz

> v (%) 2v4+1- X
Mo =S ad ——O = I
(q) VZ:O ovq KoeffizientenVergleich Gt2 (l/ + 2)(1/ + 1) @

Zulassige Losungen: Hermite-Polynome h(q) vom Grad n > 0 (mit A = 2n + 1)

1 ao+a2q” +oug’ + - +ang” 4
EW: B, = 5) EV:iua(g) = noe s
hw(n+ 2) U (Q) { o1 +a3q3 +a5q5 + -+ ang c

mitn =0,1,2, -
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Harmonischer Oszillator:
) Dimensionslose Operatoren

_ Q+iP

N mw .
=,/ — % i VernichtungsOp.
Q - T a NG gsLUp
— R R
~ 1 def. Q—1iP
_ 5 ot = ErzeugungsOp.
mﬁwp @ V2 gungstp

[#,p] =ihdl = [a,a']=1
» HamiltonOp.

N 1 mw? - 1
H= "5 2 = 0= w(i'ﬁ,+—)
am? T 2 ‘ 2

» Eigenschaften von &, a' und N = afa (BesetzungszahlOp.):

Nin) = nln); aln) = valn—1); a'ln) = Vo + Lln + 1)

mitn =0,1,2, -

» EW-Problem von &

al0) =0 ——— (z+ 24

EW: B, — hw(n+%); EV: (=10) o2
(z|n) = (@ *Z+10)

YC Lin Wellenmechanik
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Harmonischer Oszillator:
) Die Wellenfunktion des Grundzustands aug = 0:

erfullt die minimale z-p Unschérferelation A, - A, = %
b Angeregte Zustande u, (z) mit n > 0O:

n(@) = = (@) uo(a)
oder
un(z) = L - L hn, <£) e 35 (hn(q) : Hermite-Polynome )
(mad)s Vnl2m 2o

T standes
) hat n Nullstellen

YC Lin Wellenmechanik
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Harmonischer Oszillator:

Nutzliche Formel (Baker-Hausdorff-Formel):  (Aufgabe 14(c))

N . ;1) 2
Bt Ae=iBt = A 4 it[B, A] + % [B, [B,A]] 4.+ (teR)
£(0) = 2o, p(0) = po
[I:Iv ‘%0] = _mﬂ? [-Hvﬁo] = ihmw2‘®0
m
z(t) = Zocoswt + o sin wt
= mw
p(t) = —mwiosinwt + Po cos wt
(z(¢)) und (p(t)) in einem EnergieEigenzustand |n):

(keine Oszillationen!)

(n|2(t)|n) =0, (n[p(t)|n) =0

(Z(t)) und (p(t)) in einem koharenten Zustand (d.h. EV von &) haben
dieselbe Zeitabhangigkeit wie die klassische Schwingung. (Aufgabe 16)

Wellenmechanik
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Harmonischer Oszillator in d Dimensionen

HamiltonOp. eines isotropen harmonischen Oszillators in d-Dim.

m
2

H= (@405 + - +p3) +
=M +Hy+ -+ Hy

Die Lésung der EW-GI. von H; in 1D ist bekannt:

N 1
Hiju; = E;u;  mit Ei:ﬁ/.d<ni+§),ni:0,1,2,“

Lésung der EW-GI. von H durch den Separationsansatz:
u(zr1, 2, -, xa) ~ ur(x1)uz(x2) - - - ua(za),

EnergieEigenwerte:

d d
E, :ZEi - hw(zni+ g) mit n = (n1,n2, -
=1 =1

Fir d = 3:
) Grundzustand:n = (0,0,0) (keine Entartung)

w? A2 | A2 ~2
(B + &3+ +27)

) 1. angeregter Zustand: n = (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) (3-fach entartet)

) n. angeregter Zustand: ...

YC Lin Wellenmechanik
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Paritat

Wirkung auf Z und p Wirkung auf Zustéande
Mzl = —& My(z) = ¢(—z)
pll = —p 1y(p) = 4 (-p)

b hermitesch & unitar: IT = [T = I1-1

) mogliche EW: A = +1
A=+41: TIp(z) = o(z) =(—z) = 1 :gerade Funktion
A=—-1: TIIp(z) = —¢(z) = »(—z) = < : ungerade Funktion

MMANN=H <& [I,H=0

b EV von H kénnen stets so gewahlt werden, dass sie eine definierte Paritat
besitzen
) Fir den nicht entarteten Fall: die zugehdrige EV hat eine wohlbestimmte Paritat
Bsp: Freie Teilchen H = $2/2m: EW p2/2m entartet; EV eEi=p/h
Linearkombination von EV: cos(zp/h) gerade, sin(xp/k) ungerade
YC Lin Wellenmechanik



Teilchen im 1D Potential:
EW-GI. von H = % + V() in der z-Darstellung

d? 2m(E — V(z))
—u(z) + ————2
dz? h?

u(z) =0

Lésungsansatze:
. 2m(V — E
E-V<O0: u(z) = Aed® + Be™ 9% mit q:%
) ) . 2m(E -V
E-V>0: u(z) = Aeth® 4 Be~ikw mit k= 7m(h )

Wenn V(z) = V(—z), suchen wir Ldsungen mit Paritten (gerade oder
ungerade Funktionen).

AnschluBbedingungen an einer Sprungstelle a
» Fir ein stlickweise konstantes Potential: u(z), u'(z) stetig
)

u(a”) =u(a®) und W' (2)]m0- = v (@)|pmar

b Fiir ein §-Potential Vod(a): u(x) stetig

ua) =u(@®) U (@)~ @) = e ()

Wellenmechanik



Gebundene Zustiande in 1D

Gebundene Zustande: Teilchen im endlichen Raumbereich, beschrieben
durch eine EnergieEigenfunktion, die im Unendlichen gegen Null geht
Beispiel: Potentialtopf mit

] =W —a<zr<a
Vi) = { 0 sonst,

und —Vp < E < 0. (L6sungen diskutiert...)
Allgemeine Eigenschaften:
» Das Energiespektrum ist diskret

-.- zulassige Eigenfunktionen u(x) missen den Randbedingungen
genigen

) Harmonischer Oszillator, Potentialtopf etc.: u(z) — 0 flr x — oo
» Unendlichtiefer Potentialtopf: u(x) verschwindet auf dem Rand

» Alle Energie-EW sind nicht entartet
(Beweis...)

) Die Eigenfunktion w,, hat n Nullstellen (Knotenzahlen)
Insbesondere hat die Grundzustandswellenfunktion uq keine Nullstellen.
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