Theoretische Physik

_ _ Universitat des Saarlandes
Theoretische Physik V .. Prof. Dr. HEIKO RIEGER
WS 2009/2010 13. Ubung Dr. JULIEN RANDON-FURLING

Abgabe: bis zum 25.Jan.2010, 10:00 Uhr im Postfach von Prof. Rieger

1 Kanonische Quantisierung des freien Dirac-Feldes

Der Lagrangian von Dirac-Teilchen ist gegeben durch

Lp () = P(in* 0y — m)ih, (13.1)

wobei 1) = 1790, 9 einen 4-komponentigen Dirac-Spinor darstellt.

a) Zeigen Sie, dass die zu Lp gehorigen Bewegungsgleichungen die Diracgleichung und ihre hermitisch kon-
jugierte sind:

(iv"0u —m)Y =0 (13.2)
—i0,y" —map = 0.
b) Berechnen Sie den Impuls 7% (x) = 0Lp/(0ptba(r)) und zeigen Sie, dass er das kanonische konjugierte
von 1), ist, also

7l(x) =il (13.3)

Die Hamiltondichte ist gegeben durch
Hp = 7"%0the — Lp. (13.4)

c) Zeigen Sie, dass H = [d*zHp = [ d3zipy°0p1p.
d) Gegeben sei folgender Ausdruck fiir das Dirac-Feld v:

0 = [ 3 B (9 (B ()] (135)
o (2%)3\/%(,:172 7 7 ' .

wobei u?, v? Dirac-Spinoren mit Normierung

(13.6)

sind und @ = uf4?, v = v74°. Erkliren Sie kurz, warum das die allgemeine Losung von (13.2) ist und
berechnen Sie kg, so dass (&, t) eine Losung der Diracgleichung ist.
e) Nutzen Sie den Ausdruck fiir ¢(z) (13.5) um Folgendes zu zeigen:
Bk P B
H= o > (k)b (k) — do () (K)] (13.7)
o=1,2

und berechnen Sie wy.
Hinweis : Um den Ausdruck fiir H zu vereinfachen, zeigen Sie, dass falls u(k) eine Losung ist, auch %u(k)

eine Losung mit k — —k darstellt. Daher:

’YOIU’O'(‘ZCO? 'l;) = ’U,o-(k?o, _E) (138)
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Selbiges gilt fiir vy (ko, k) = 70y (ko, —k). Zusitzlich ist folgende Relation niitzlich:
T (R) 10 () = 5 ()03 () = 276, (13.9)
f) Rechtfertigen Sie ausgehend von dem Ausdruck (13.7) fir H die Wahl folgender Antikommautatorregeln
{bo (), L (K')} = {dy (F), d(K')} = 65, (27)°6° (k — ), (13.10)

alle anderen Antikommutatoren verschwinden. Zeigen Sie, dass obige Antikommutatorregeln die Antikom-
mutatorregeln des Feldoperators implizieren:

{(&,1), 9@ 1)} = 706 (& — &) (13.11)
{Yalz), s(2")} = {(z),¥(2")} = 0.

Hinweis : Nutzen Sie:

> w(k)u’ (k) = 'k, +m (13.12)
o=1,2
> v (k)07 (k) = 7"k, —m
o=1,2
g) Zeigen Sie abschliefilend, dass
H=:H:+EF, (13.13)

wobei Ey eine zu bestimmende (unendliche) Konstante bezeichnet.

2 Klein’s Paradoxon fiir Spin 1/2 Teilchen

Gegeben sei ein Elektron der Masse m in einem &ufleren elektromagnetischen Feld A*, welches folglich die
Diracgleichung erfiillen muss (Die Kopplung des Feldes wird mittels minimaler Ankopplung berticksichtigt.):

[—iy, (0" + ie%) + mcly = 0. (13.14)

Wir betrachten hier den Fall, dass A* = (®,0) mit ® = ®(z). Das elektrische Potential sei V(z) = e®(z) mit

0 z2<0 I

2(2) = { Vo z2>0 II (13.15)

Gegeben sei weiter ein Elektron mit Spin 1, Energie E und Impuls p = p.Zz. Es wird durch einen 4-
komponentigen Dirac-Spinor ¢¥(Z,t) = 0(—2)¢1(Z,t) + 0(2)r1(Z,t) beschrieben (mit 6(z) =1 falls z > 0
und (z) = 0 falls = < 0), welcher eine Losung der Gleichung (13.14) sei. Uy sei die Summe der einlaufenden
Wellen 1);,, und der reflektierten Welle 9,1, 111 sei die transmittierte Welle ¢yqns.

a) Formulieren Sie die Diracgleichung (13.14) fiir die Bereiche I und 1.

Nehmen sie eine von z < 0 nach rechts einfallende freie Elektronenwelle der Energie E > 0 an. Ihr Impuls
lésst sich daher schreiben als p'= pZ’, mit p > 0. Losen Sie das Problem in den folgenden Schritten

b) Formulieren Sie die Wellenfunktion v;,, der einfallenden Welle.

c) Machen Sie folgenden Ansatz fiir die reflektierte Welle 9y = e~ Ftbe= P2y + b'e” P uy), wobei uy, us
zu bestimmende Dirac-Spinoren darstellen. Rechtfertigen und interpretieren Sie den Ansatz.

d) Berechnen Sie fiir die transmittierte Welle t);,qns = e~ [deip’zug +d eip/zu4], den Impuls p’ sowie die
Dirac-Spinoren us, us. Rechtfertigen Sie auch diesen Ansatz.
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e) Warum muss ¢ an der Stelle z = 0 stetig sein? Berechnen Sie die Faktoren b, b',d,d und zeigen Sie, dass
es zu keinem Spinflip kommt. Der Teilchenstrom ist gegeben durch j = ).

f) Zeigen Sie fiir die Strome:

.’I"E 1 2 .T(l'nS 4
R=drest QRN g erens AT
Jin (1 - ’I") Ji (1 - T)
o E4mc?
_r _ 13.16
"TPE -V +me ( )
(13.17)

g) Wir beschrinken uns auf den Fall Vo > E + mc? (starkes Feld). Diskutieren Sie das Verhalten der
Stromdichte. Zeigen Sie, dass die Losungsterme als Erzeugung eines Teilchen- Antiteilchen Paares interpretiert
weren kann.

3 Nichtrelativistischer Grenzfall der Diracgleichung

Wegen Konsistenz sollte sich die Diracgleichung im nichtrelativistischen Grenzfall auf die aus der nichtrela-
tivistischen QM bekannte Pauli-Schrodinger-Gleichung reduzieren. Wir untersuchen diesen Grenzfall fiir ein
Diracteilchen positiver Energie in einem elektromagnetischen Potential.

Die Diracgleichung mit elektromagnetischem Feld A, = (Ao, ff) ist durch (13.14) gegeben.

1) Zeigen Sie durch Multiplizieren eines geeigneten Termes von links, dass gilt:

oy
Zha—

A
ca- (F— %) +edo + ﬁch] ¥, (13.18)

mit o = 7%4% and 8 = 7.
Nehmen Sie folgende 2-komponentige Darstelllung des Spinors ¢ an:

b = ( ;’: ) (13.19)

2) Nutzen Sie die Diracdarstellung von v um die Gleichungen fiir die 2-komponentigen Spinoren ¢ und y
erzuleiten.

Falls der Ruheenergieterm mc? der grofte ist, so ist eine approximative Lésung durch
< ¢ ) — ( ¢O )e—i’rnczt/ﬁ (1320)
X X0
gegeben, wobei ¢, Yo nur langsam variierende Funktionen darstellen.
3) Zeigen Sie fiir den Fall sehr kleiner kinetischer Energie |ihxo| < |mc?xo| und eines schwachen elektrischen

Potentials verglichen mit mc? (|edoxo| < |mc?xol), dass die Gleichung fiir xo gegeben ist durch

)po — 2mc?xo. (13.21)

4) Zeigen Sie weiter, dass die Gleichung fiir ¢ in diesem nichtrelativistischen Fall folgendermafien geschrieben
werden kann:

ihdo = i(_’ (r— Ej))2¢o + eAogo. (13.22)
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5) Vereinfachen Sie den letzten Ausdruck um die Pauli-Schrédinger zu erhalten:

ihgo = 5oy - 2mca -B+eAo| ¢o (13.23)
Hinweis : Nutzen Sie folgende Identitaten
(G-a@)F-b)=d-b+id-(axDb) (13.24)
VX A+ Ax (V) = (V x Ay ¥
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