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1 Reelle Gau3-Integrale

Gaufl-Integrale spielen eine wichtige Rolle innerhalb des Pfadintegralformalismus. Allgemein bilden sie ein
wichtiges Werkzeug der storungstheoretischen Analyse in der Quanten- und Statistischen Feld-Theorie.
Wichtige Grundlage aller Gau3-Integrale ist dabei die Identitét
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1) Gegeben sei P(z) = 4 /%67%12, weiter bezeichne fiir jede Funktion Q(x):
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Wir definieren Z(j) = (e’®).
Zeigen Sie folgende Identitit: (x?) = Z"(0),
dabei wird Z(j) als Erzeugende von P(z) bezeichnet.

Berechnen Sie auBerdem noch Z(j) und (z?).

2) Gegeben sei eine positiv definite, reelle, symmetrische N-dimensionale Matrix A = A;; und ein N-
komponentiger reeller Vektor v = (v1, .., vn).
a) Zeigen Sie die Verallgemeinerung von (1.1) fiir N Dimensionen:

/ dve=2V AY = (2m)N/2 det A7V/2, (1.3)

mit [dv = ., ffooo dv; und v Av = Zi,j v Aiv;.

Hinweis : A kann durch orthogonale Transformationen diagonalisiert werden

b) Analog zum vorherigen 1d Fall fithren wir die Gréen P(v) und Z(j) ein:
P(v) = (21) N2 det AV/2em2v AV (1.4)
Z(4) = {7) (1.5)

dabei bezeichnet (..) jetzt eine Mittelung mit P(v) und j-v = )", jiv;. Zeigen Sie die Relation:
(Vvp) = AL (1.6)

Hinweis : Berechnen Sie Z(j).

3) Jetzt betrachten wir die kontinuierliche Version von (1.3). Der Vektor v = v; wird dann zu einem Feld v(x),
und die Matrix A;; wird ein Propagator, bzw. eine 2-Punkt Greens-Funktion A(xz,z’). G1.(1.3) verdndert
sich dann zu

/Dveiéfw/ v(@) Az )o@’ o (det A)~Y/2, (1.7)

Geben Sie ohne Berechnung die Verallgemeinerung von (1.6) (v(z)v(z’)) an, wobei die Mittelung (..) jetzt
mit P(v) berechnet wird.
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2 Harmonischer Oszillator.

Gegeben sei der 1d quantenmechanische Oszillator:

p2

H=5—-+V() (1.8)
Vig) = m;QqQ. (1.9)

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude U(f,i) = U(qy,tf|gi,t;) das Teilchen am Ort g zur Zeit t; zu finden,
unter der Bedingung, dass es zur Zeit t; bei ¢; war, lasst sich berechnen mit:

U(f,1) = (gple” 7101 |g;) (1.10)

Diese Amplitude U(f,4) kann mit Hilfe des Pfadintegralformalismus berechnet werden:

. N 2
N 1 . m (qet1 — Gk
lﬁfﬁ)[$§;/2MNndm(%ﬁmn_%ﬂN+Dmema(hg%(kz((:> 'vmw,>e> (L.11)

mit € = (ty —t;)/(IN + 1). Fiir den kontinuierlichen Grenzwert N — oo nutzt man die Notation:

q

Uf,i) = | DgltyerStat)]
Sla(t)] = /t "t (%42 — V(q)) : (1.12)

Obwohl U(f,4) in der Form (1.12) fiir den harmonischen Oszillator mit Hilfe von (1.7) bereits berechnet
werden kann, wollen wir hier die eine diskrete Naherung nach (1.11) durchfithren und erst am Ende den
Grenzwert N — oo bilden.

1) Bestimmen Sie den klasischen Pfad g(¢) fiir den Fall des harmonischen Oszillator (1.8).

2) Benutzen Sie (1.12) um Folgendes zu zeigen (Randbedingungen beachten):

; y(ty)=0 ; ty 2
U(f,i) = eis"/ Dy(t) expi (/ dt (my2 e y2>) (1.13)
y(tl)zo h ti 2 2
5. = S[at), (1.14)
mit q=q+y.
3) Zeigen Sie unter Verwendung der diskreten Definition des verbleibenden Pfadintegrals in (1.13), dass
U(f,i) = emSeUy(t,t;) (1.15)
Uity t:) = lim [ dyy...d ! e AY (1.16)
1\lfy g Nooo YN -..AY1 (27T7:hm716)(N+1)/2 5 .
mit y = (y1,..,yn) und A eine Matrix in der Form
2 -1
m -2 - iemw?
= — . . . I 1.17
2ehi 1 oh ( )
-1 2
wobei [ = §;; die Einheitsmatrix bezeichnet.
4) Verifizieren Sie die Relation
1
Uty t) = 1.18
it t) V2mihm = f(ty, t;) (1.18)
f(ts,t;) =€ lim Py , Py = (2ihm 'e)N det A (1.19)

N—o0
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5) Zur Berechnung der Determinante in Py, zeigen Sie die Rekursionsrelation

Pryy1 — 2P + Pr1

5 = —w’P, (1.20)

€

Zeigen Sie weiter, dass im Grenzwert e — 0 die Gleichung fiir ¢(t) = €Pj, (mit ¢t = t; + ke) zu folgendem
fiihrt:

P+wp=0 (1.21)
mit den Randbedingungen
e(ti) =0 , ¢ti)=1 (1.22)
6)Nutzen Sie ¢(t) = f(t,t;) um das finale Ergebnis zu zeigen:

T (g2 + 43) cos (wt) — 2ui0)
V2mihm—Iw=1sin (wt)

U(f.i) = (1.23)

mit t = t; —t;.

3 Wiederholung: Lagrange Formalismus

Ein Seil der Lange a, Massenlédngendichte o und Spannung 7" ist an beiden Enden fixiert. Die Lagrangefunk-
tion der transversalen Auslenkung y(z,t) ist gegeben durch:

o 11 fay\® 1. (9y\°
L= de |zo | = | —=T| = . 1.24
/0 v lf (at) 2 (ax (1.24)
Dabei bezeichnet = die Position entlang des Seile, bei einem Endpunkt beginnend. Ersetzen Sie y(z,t) in
(1.24) durch den Fourieransatz

y(z,t) = iqn(t)\/zsin (”%x)

n=1
und zeigen, dass gilt:
— 1 1, (nm\2
L=Y"|z ;12—7T<—> 2. 1.2
n; [2@ 2"\ ) M (1.25)
Nutzen Sie fir (1.25) das Variationsprinzip um die Euler-Lagrange Gleichung
d (0L oL
a (oL _9L _, 1.26
dt (8q'n> OGn (1.26)

zu verifizieren.
Zeigen Sie abschlieflend, dass das Problem des Seils dquivalent ist zu dem Problem unendlich vieler harmo-

nischer Ostzillatoren mit Frequenz w,, = \/g (%)
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