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1 allgemeiner Propargator

Gegeben sei folgende Lagrangefunktion L = 1
2 q̇

2 − 1
2c(t)q

2.
Zeigen Sie, dass der Propargator K(q, t; q0, t0) in diesem Fall folgendermaßen approximiert werden kann:

K(q, t; q0, t0) ' 1

(2πiε)
N+1

2

∫ N∏
r=1

dqr e
iS[q], (2.1)

mit

S[q] =
N∑
r=0

(
1
2

(qr+1 − qr)2 −
1
2
εcrq

2
r

)
, (2.2)

sowie qN+1 = q, t− t0 = T = (N + 1) ε und cr = c(tr) für tr = t0 + rε.
Nehmen Sie nun an, dass Qr (mit Q0 = q0, QN+1 = q) Lösung der Gleichung ∂S[q]

∂qr
= 0 für r = 1, . . . , N ist.

Sei q = Q+ f mit f0 = fN+1 = 0. Zeigen Sie, dass:

S[q] = S[Q] + S[f ], (2.3)

wobei S[f ] = 1
2

∑
r,s frAN,rsfs and A(N) eine N x N Matrix folgender Gestalt ist:

2− ε2c1 −1 0 . . . 0 0
−1 2− ε2c2 −1 . . . 0 0
0 −1 2− ε2c3 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 2− ε2cN−1 −1
0 0 0 . . . −1 2− ε2cN


Zeigen Sie abschließend:

K(q, t; q0, t0) ' 1(
2πiεdetA(N)

) 1
2
eiS[Q]. (2.4)

2 Operatoridentitäten

1) X,Y, Z seien drei lineare Operatoren. Der Kommutator zweier Operatoren ist definiert durch: [X,Y ] :=
XY − Y X. Zeigen Sie folgende Identität:

[XY,Z] = X[Y,Z] + [X,Z]Y. (2.5)

2) Sei n ∈ N. Zeigen Sie mit Hilfe von Gl.(2.5) folgende Relation:

[X,Y n] =
n∑
k=1

Y n−k[X,Y ]Y k−1. (2.6)

3) Gegeben seien die beiden konjugierten Operatoren b† (Erzeuger), b (Vernichter) mit folgender Kommuta-
torrelation:

[b, b†] = bb† − b†b = 1, (2.7)
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1 bezeichnet dabei den Identitätsoperator des zugehörigen Fockraumes. Weiter seien eine analytische Funk-
tion f sowie zwei komplexe Zahlen α, β gegeben. Zeigen Sie folgende Relationen:

a) [b, f(b†)] =
∂f(b†)
∂b†

b) [b†, f(b)] = −∂f(b)
∂b

c) e−αb
†
beαb

†
= b+ α

d) e−αbb†eαb = b† − α

e) e−αb
†
eβbeαb

†
= eβbeαβ

f) U = e−
1
2 |α|

2
eαb
†
e−α

∗b ist ein unitärer Operator
g) U†bU = b+ α

h) U†b†U = b† + α∗

Hinweis : Campbell-Hausdorff Formel eX+Y = eXeY e−
1
2 [X,Y ].

3 Harmonischer Oszillator in einer Dimension : Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren

Gegeben sei der Hamiltonoperaotr des harmonischen Osszillators mit Masse m und Frequenz ω0:

H =
p2

2m
+

1
2
mω2

0x
2. (2.8)

a) Wir führen die dimensionslosen Größen π und ξ ein:

p = −ip0∂ξ = p0π , x = x0ξ. (2.9)

Bestimmen Sie p0, x0, so dass

H =
~ω0

2
(π2 + ξ2). (2.10)

b) Weiter führen wir den Operator a = 1√
2
(π − iξ) ein. Bestimmen Sie dessen konjugierten Operator a†,

definiert durch:

(a†f |g) = (f |ag), (2.11)

mit dem Skalarprodukt (f |g) =
∫∞
−∞ dξf∗(ξ)g(ξ).

c) Zeigen Sie, dass H als Funktion des Operators N = a†a folgende Gestalt hat:

H = ~ω0

(
N +

1
2

)
. (2.12)

d) Zeigen Sie folgende Kommutatorrelationen:

[a, a†] = 1 , [N, a] = −a , [N, a†] = a†. (2.13)

e) Nutzen Sie (2.13) um die Eigenwerte von N(H) zu bestimmen.
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Hinweis : ||aψ||2 ≥ 0 ∀ ψ. Welches Resultat erhält man nach Anwenden der Operatoren a, a† auf die Eigen-
vektoren von H?

f) Zeigen Sie, dass die zugehörigen normierten Eigenvektoren ψn als Funktion des Erzeugungsoperators a†

gegeben sind durch:

ψn =
1√
n!

(
a†
)n
ψ0, (2.14)

mit Grundzustand ψ0, so dass aψ0 = 0.
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