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1 allgemeiner Propargator

Gegeben sei folgende Lagrangefunktion L = %(f — %c(t)qz.

Zeigen Sie, dass der Propargator K (g, t; qo, o) in diesem Fall folgendermafen approximiert werden kann:
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sowie g1 =¢q, t —to =T = (N +1) € und ¢, = c(¢,) fir ¢, = to + re.

Nehmen Sie nun an, dass @, (mit Qo = qo, @n+1 = ¢) Losung der Gleichung 8(;1[:1] =0firr=1,...,N ist.
Sei ¢ = Q + f mit fo = fnvy11 = 0. Zeigen Sie, dass:

Slql = SQ] + S[f], (2.3)

wobei S[f] = %Zm frANrsfs and AM) eine N x N Matrix folgender Gestalt ist:
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Zeigen Sie abschlieflend:
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2 Operatoridentitaten
1) X,Y, Z seien drei lineare Operatoren. Der Kommutator zweier Operatoren ist definiert durch: [X,Y] :=
XY — Y X. Zeigen Sie folgende Identitét:

(XY, Z] = XY, Z]+ [ X, Z]Y. (2.5)

2) Sei n € N. Zeigen Sie mit Hilfe von Gl.(2.5) folgende Relation:

(X,Y"] = i: YR X, Y]y R (2.6)
k=1

3) Gegeben seien die beiden konjugierten Operatoren b (Erzeuger), b (Vernichter) mit folgender Kommuta-
torrelation:

[b,bT] = bbf —bTb =1, (2.7)
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1 bezeichnet dabei den Identitdtsoperator des zugehorigen Fockraumes. Weiter seien eine analytische Funk-
tion f sowie zwei komplexe Zahlen «, 5 gegeben. Zeigen Sie folgende Relationen:

of(bf

@ b.seh) =220
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n o) =210
c) e~ pe® —p 4 ¢
d) e “ple® =pf — @
e) e ob Bbgab! — oBboas
) U= e3lol’ gab’ =0t it ein unitéirer Operator
g) UbU=b+a
Ry UBU =b" +o*
Hinweis : Campbell-Hausdorff Formel eX+Y = eXeYe 3 XY],

3 Harmonischer Oszillator in einer Dimension : Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren

Gegeben sei der Hamiltonoperaotr des harmonischen Osszillators mit Masse m und Frequenz wy:

2

p 1

a) Wir fithren die dimensionslosen Groflen 7 und £ ein:
p = —ipols = pom , « = xo. (2.9)

Bestimmen Sie pg, zg, so dass

H= %(ﬁ + £2). (2.10)

b) Weiter fithren wir den Operator a = %(77 — i€) ein. Bestimmen Sie dessen konjugierten Operator af,
definiert durch:

(a'flg) = (flag), (2.11)
mit dem Skalarprodukt (f|g) = [ d&f*(€)g(€).

c) Zeigen Sie, dass H als Funktion des Operators N = a'a folgende Gestalt hat:

H = hwy (N + ;) : (2.12)

d) Zeigen Sie folgende Kommutatorrelationen:

[a,a']=1 |, [N,a)J=-a , [N,d']=a (2.13)

e) Nutzen Sie (2.13) um die Eigenwerte von N(H) zu bestimmen.
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Hinweis : ||ay)||? > 0 V 1. Welches Resultat erhilt man nach Anwenden der Operatoren a, a' auf die Eigen-
vektoren von H?

f) Zeigen Sie, dass die zugehorigen normierten Eigenvektoren 1, als Funktion des Erzeugungsoperators a'
gegeben sind durch:

Pn = ——= (a¥)" 4o, (2.14)

|
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mit Grundzustand g, so dass aypy = 0.
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