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1 Elektronenwechselwirkung auf einem Gitter: Hubbard Modell

Nehmen Sie ein System von Elektronen an, welche sich auf Gitterplatzen R; befinden. p;,(x) = x,0:(x)
bezeichnen die Einteilchenwellenfunktionen mit ¢;(z) = ¢(x — R;) und Spinanteil o. Dieses System wird
durch den spinunabhéingigen Hamiltonoperator H = T + V beschrieben, welcher sich aus der Summe von
Einteilchenoperatoren T' = Eivzl to und Zweiteilchenoperatoren V = % D e o V@ (24, x3) zusammensetzt.
In der Basis ¢;, kann er geschrieben werden als

1
H = ZZtija;rgajg + 5 Z Z ijla;foa;g,alg/akg. (51)
ij o
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a) Rechtfertigen Sie fiir den Fall lokalisierter Wellenfunktionen ¢;, folgende Annahmen:

w, firi=3j
t;j =< t, falls ¢, j néchste Nachbarn (5.2)
0, sonst
und
Vijkr = Vijdudje  with Vi = /dsl“/d32/|%(95)|v(2)(1ay)|¢j(y)\- (5.3)

b) Berechnen Sie das Matrixelement V;; des kurzreichweitigen Potentials

V= % Z 0(xe —xp) (5.4)
aZf

fir die Falle ¢ = j und fiir ¢, 7 nachste Nachbarn.

¢) Wir nehmen an, die lokalisierten Wellenfunktionen auf einem Quadratgitter mit Kantenlinge a sind
GauBpakete der Form ¢(z) oc exp (—22/2A?), dabei ist A ein Maf fiir die Lokalisierung. Im Fall A < a
dominiert V;; = U. Geben Sie fiir diesen Fall H in zweiter Quantisierung an! Dieses Modell wird als Hubbard
Modell bezeichnet.

2 Wasserstoffmolekiil: Heitler-London Approach

Die folgende Ubung beschiftigt sich mit der Modellierung des Wasserstoffmolekiils Ho nach Heitler und
London. Der Hamiltonoperator des Systems ist gegeben durch:

H=H,+ H, (5.5)
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wobei sich die Indizes A, B (1,2) auf die beiden Protonen (die beiden Elektronen) beziehen. Anlehnend
an die Born-Oppenheimer Approximation nehmen wir den Abstand r4p zwischen den beiden Protonen als
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konstant an, da sie sich nahezu in Ruhe befinden (M >> m) und berechnen H, als Funktion des Parameters
Rap.

Die Idee von Heitler und London ist recht einfach. Man beginnt mit den Grundzustandswellenfunktionen 1s
fur die Elektronen der einzelnen Protonen. Diese lautet fiir Proton A:

1
ua(z) = (Zao)_3/226_|x_“V(Za”)iﬂ, (5.8)

analog fiir Proton B. ao bezeichnet dabei den Bohrschen Radius und weiter sei Z = 1 (ein Proton) im
Folgenden.

1) Zuerst vernachléssigen wir die Spinkomponente der 2-Elektronenwellenfunktion. Konstruieren Sie ausge-
hend von u 4 und up eine symmetrische Wellenfunktion ¢g, sowie eine antisymmetrische Wellenfunktion ¢ 4
in Bezug auf Permutationen der Elektronen 1 und 2. N und N_ bezeichnen die zugehorigen Normalisie-
rungskonstanten.

2) Jetzt wollen wir den Spin der Elektronen beriicksichtigen. Konstruieren Sie unter Beriicksichtigung, dass
Elektronen Fermionen sind, die verschiedenen Wellenfunktionen.

3) Zeigen Sie, dass Ny durch
Ni'=2(14+58% , S= /d?’ruA(r)uB(r) (5.9)

gegeben ist und berechnen Sie das Uberlappintegral S = e~ (1 + D + D?/3), mit D = rp/ao.
4) Berechnen Sie den Erwartungswert von (H,)y fiir obige Zusténde:

C+K
<He>i =2Fy+ @ (510)
1 1 1

O = ¢ /d3r1d3r2ui(m)u23(r2) ( N ) (5.11)

12 24 2B

K= 62/d3r1d37“2u,4(r1)uB(Tl)uA(rg)uB(rg) <1 o 1) (5.12)

ri2 T24 T2B
und geben Sie den Grad der Entartung an. Welches ist der Grundzustand?

5) Zeigen Sie durch Berechnen der Integrale C' und K, dass die symmetrische Wellenfunktion zu einem
gebundenen Zustand fiithrt.
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