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Ihre Losung ist bis zum 03.02.2015 um 12 Uhr in das Postfach von Prof. Dr. Heiko Rieger
im Erdgeschoss von Gebaude E2 6 einzuwerfen.

1. [5 Punkte] Ein-Schritt-Prozesse

Ein Markov-Prozess ist ein Prozess, bei dem die zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeiten, das
betrachtete System in einem bestimmten Zustand anzutreffen, nur von der aktuellen Konfigurati-
on und nicht von vorangegangenen Konfigurationen abhéngt. Eine besondere Klasse von Markov-
Prozessen stellen die Ein-Schritt-Prozesse dar. Bei ihnen handelt es sich um zeitlich kontinuierli-
che Markov-Prozesse mit diskreten Zustéinden, bei denen nur Ubergéinge zwischen benachbarten
Zustdnden erlaubt sind. In Abhéngigkeit von den erlaubten Zustdnden kénnen Ein-Schritt-Prozesse
in drei Unterklassen eingeteilt werden:
i. —oo<n <o

ii.n=0,1,2,...
iii. n=0,1,2,...,N

(a) Die zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Zusténde ist durch die
Master-Gleichung gegeben, die fiir den Zustand n eines allgemeinen Markov-Prozesses die Form

pn (t) = Z {Wn,n/ Pn’ (t) - Wn’,n Pn (t)}

hat. W, ,» bezeichnet dabei die Ubergangsrate vom Zustand n/ in den Zustand n.
Geben Sie die Master-Gleichung fiir einen Ein-Schritt-Prozess an, wenn r,, = W, _; ,, die Uber-
gangsrate vom Zustand n in den Zustand n — 1 bezeichnet (r: recombination) und g, = Wy41,,
die Ubergangsrate vom Zustand n in den Zustand n+1 (g: generation). Betrachten Sie gesondert
n =0 bzw. n = N im Falle beschrankter Ein-Schritt-Prozesse.

(b) Mithilfe der W-Matrix mit W, v = Wy s — 8pr >0 Wi, kann die Master-Gleichung kom-
pakt in der Form

p(t)=Wp(t)

aufgeschrieben werden, wobei p (t) der Vektor mit den Komponenten p,, (¢) ist.
Zeigen Sie, dass fiir die Eintrédge der W-Matrix eines Ein-Schritt-Prozesses gilt:

Wn,n’ =Tn 6n,n’71 + gn’(sn,n’+l - (’rn + gn) 5n,n’

(¢) Die erzeugende Funktion ist definiert als: F'(z,t) = Z:f_oo pn () 2™ . Zeigen Sie:
i F(zt)],_, =1

OF (z,t) .
To: | (n(t))
i ZEED 2 )~ )
z=1

2. [5 Punkte] Poisson-Prozess

Der Poisson-Prozess ist ein Ein-Schritt-Prozess, der die Haufigkeit eines stochastischen Zufallser-
eignisses, das mit der konstanten Rate A eintritt, in einem Zeitintervall z&hlt. p,, (¢) gibt somit die
Wahrscheinlichkeit an, dass das Zufallsereignis bis zum Zeitpunkt ¢ genau n-mal eingetreten ist. Es
gilt alson > 0, g, = A und r, = 0 fir alle n.

(a) Stellen Sie die Master-Gleichung des Poisson-Prozesses auf. Unterscheiden Sie dabei zwischen
n>1und n=0.

(b) Zeigen Sie, dass fiir die erzeugende Funktion des Poisson-Prozesses gilt:

OF (z,1)
—— 2 =A(z—=1)F (2t
20 A= F(20)
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und nutzen Sie dies, um die Losung der Master-Gleichung unter der Anfangsbedingung p,, (0) =
On,m, m > 0 zu bestimmen:

Le”‘t ,falls m >m
Pn (t) = (n - m)!
0 yfalls0<n<m-—1

Bestimmen Sie die Erwartungswerte von n und n? sowie die Varianz von n.

3. [5 Punkte] Radioaktiver Zerfall
Der radioaktive Zerfall instabiler Atomkerne kann durch einen Ein-Schritt-Prozess beschrieben wer-

den

dar,

. Die urspiingliche Anzahl an Atomkernen ng stellt die obere Schranke fiir die méglichen Zustédnde
0 ist die untere Schranke. p,, (t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass zum Zeitpunkt ¢ noch n

Atomkerne nicht zerfallen sind. Die Zerfélle der Atomkerne sind statistisch unabhéngig voneinander
und weisen einen feste Zerfallsrate v auf. Es gilt somit 0 < n < ng, g, = 0 und r, = yn fir alle n.

(a)
(b)

()

Der

Stellen Sie die Master-Gleichung des Zerfallsprozesses auf. Unterscheiden Sie dabei zwischen
n=mng, 0 <n <ngundn=0.

Zeigen Sie, dass fiir die erzeugende Funktion des Zerfallsprozesses gilt:

oo () () e

und nutzen Sie dies, um die Lésung der Master-Gleichung unter der Anfangsbedingung p,, (0) =
On,mes Mo > 0 zu bestimmen:

O P

n

Hinweis: Die allgemeine Lésung der partiellen Differentialgleichung fiir F' (z,t) lautet fiirn € {0,1,..., N}
und r, = an, gn =b(N —n)

Fz,t)=(a+b) Va(l—e)+ (ac+b)2)" [a+be+b(1—g)z]V ™
mit ¢ = e~ @D ;m € {0,1,..., N} ist entsprechend den Anfangsbedingungen zu wahlen.

Bestimmen Sie die Erwartungswerte von n und n? sowie die Varianz von n.

4. [5 Punkte] Random Walk

Random Walk beschreibt die zuféllige Bewegung eines Teilchens in zwei Raumrichtungen. Die

Bewegung in beide Raumrichtungen unterliege keinen Beschriankungen (—oco < n < +00) und erfolge

mit

gleichen Raten r,, = g, = 1 fiir alle n. Man spricht aus diesem Grund von einem unbeschrénkten,

symmetrischen Random Walk. p,, (t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass sich das Teilchen zum
Zeitpunkt ¢ in einer Entfernung von n Schritten vom seinem Startpunkt befindet.

(a)
(b)

()

Stellen Sie die Master-Gleichung flir den unbeschrankten, symmetrischen Random Walk auf.

Zeigen Sie, dass fiir die erzeugende Funktion des Random Walk gilt:

und nutzen Sie dies, um die Losung der Master-Gleichung unter der Anfangsbedingung p,, (0) =
Op,0 zu bestimmen:

pn () = e 2, (2t)

I,, (2t) sind dabei die modifizierten Bessel-Funktionen: I,, (2t) = > ;°% %

Zeigen Sie zunéchst allgemein fiir die erzeugende Funktion die folgenden Relationen:
Oln (F (z,t))
0z
0?In (F (2,t))
SR R ) - (@) - ()
z=1

und bestimmen Sie damit die Erwartungswerte von n und n? sowie die Varianz von n.
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