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Ihre Losung ist bis zum 11.05.2016 um 12 Uhr in das Postfach
von Prof. Dr. Heiko Rieger im Erdgeschoss von Gebaude E2 6 einzuwerfen.

1. [11 Punkte] Zeitentwicklung einer freien Wellenfunktion

(a) Bestimmen Sie die Eigenfunktion u,(z) des Impulsoperators p zum Eigenwert p im eindimen-
sionalen Ortsraum. Wéhlen Sie die Normierungskonstante von u,(z) so, dass die Orthonormie-
rungsbedingung (u, |u,) = 0(p — p’) erfiillt ist.

(b) Die Bewegung eines freien Teilchens der Masse m in einer Raumrichtung wird durch eine Wel-
lenfunktion beschrieben, die sich als Losung der zeitabhiangigen Schrodingergleichung
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(mit einer Anfangsbedingung v (x,0)) ergibt. Geben Sie eine plausible Begriindung dafiir, dass
sich die allgemeine Losung der Differentialgleichnung schreiben lasst als
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wobei 1(p) die Fouriertransformierte der anfénglichen Wellenfunktion (z, 0) ist.

(c) Die zeitliche Entwicklung einer Wellenfunktion kann auch in integraler Form geschrieben werden.
Stellen Sie die Losung ¢ (z,t) der Schrodingergleichung fiir freie Teilchen in der Form

Y(z,t) = /dz’K(x,t;x’,O)¢(w',O) (%)

dar und bestimmen Sie K (z,t;2’,0) (Propagator oder auch Greensche Funktion).

(d) Der Propagator K(z,t;2’,0) hingt nur vom Potential (in dieser Aufgabe ist V(z) = 0) ab
und ist unabhéngig von der anfinglichen Wellenfunktion. Ist die anfangliche Wellenfunktion
¥(x,0) gegeben, so kann mithilfe der Relation (*) die Wellenfunktion #(x,t) zu einem spéteren
Zeitpunkt bestimmt werden.

Es sei 9(x,0) = 6(x — xp). Bestimmen Sie die Wellenfunktion zur Zeit ¢ > 0.

2. [8 Punkte] Zweizustandssystem
Betrachten Sie den Hamiltonoperator H mit der Matrixdarstellung (ﬁ _AA> in der gewéahlten

Basis.

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von H in der gewihlten Basis.

[22] [r]

(b) Das System befinde sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand |¥q) = |U(t = 0)) = <(1))

Stellen Sie |¥g) in der Eigenbasis von H dar.
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(¢) Bestimmen Sie den Zustand |¥(t)) des Systems fiir beliebige Zeiten ¢. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit P(t) findet man das System zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ wieder in seinem Anfangs-
zustand |¥g)?
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Berechnen Sie den Erwartungswert des Operators 6% im Zustand |¥(¢)).

6% hat in der gewahlten Basis die Matrixdarstellung <(1) _01>
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3. [7 Punkte] Paritatsoperator
Der Paritétsoperator IT ist in der Ortsdarstellung definiert durch II|z) = |—z), wobei |z) der Eigenket
des Ortsoperators & zum Eigenwert x ist.

(a) Zeigen Sie, dass IT = IIT = [T~ und I12 = 1 gilt.
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(b) Zeigen Sie, dass II die Eigenwerte +1 hat und die zugehorigen Eigenfunktionen in Ortsdartstel-
lung die geraden bzw. ungeraden Funktionen sind.

(¢) Der Paritétsoperator II ist in der Impulsdarstellung definiert durch II |p) = |—p), wobei |p) der
FEigenket des Impulsoperators p zum Eigenwert p ist.
Ein Operator A heifit gerade (ungerade), wenn ITAIIT = A (ITATIT = — A) gilt.
Zeigen Sie, dass der Ortsoperator & und der Impulsoperator p ungerade Operatoren sind. Be-
rechnen Sie die Kommutatoren [p2, I1] und [H, II] fiir den Hamiltonoperator H = % +V(2),
dessen Potential die Eigenschaft V() = V(—&) besitzt. Was kann man folglich iiber die Eigen-
zustande des Hamiltonoperators aussagen?
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4. [14 Punkte] Der Paritatsoperator und das Doppel-Delta-Potential
Betrachten Sie das Doppel-Delta-Potential (sieche Abbildung 1), das gegeben ist durch

V(z) = —a[d(z—a)+d(x+a)

mit den positiven, reelen Konstanten a und a. Da fiir dieses Potential V(—z) = V(z) gilt, ist
hier die Paritét eine ,gute” Quantenzahl. Dies bedeutet, dass die Losungen Eigenfunktionen des
Parititsoperators 1T zu den Eigenwerten +1 sind (II¢)(x) = 4(—z) = +1(x)). Die Losungen sind
also entweder gerade oder ungerade unter x — —zx.
(a) Wie viele gebundene Zusténde gibt es?

i. Setzen sie zunéachst fiir die drei verschiedenen Raumbereiche Losungsfunktionen an.

ii. Benutzen Sie dann die dem Problem entsprechenden Rand- und Stetigkeitsbedingungen,
um die unbekannten Faktoren zu bestimmen.
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iii. Bestimmen Sie sowohl die gerade als auch die ungerade Lésung graphisch.
Hinweis: Nach einer Substitution erhalten Sie Gleichungen der Form e ¥ = +1 F cy.
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(b) Finden Sie die erlaubten Energien der gebundenen Zustéande fiir
i. a=h?/(ma)
ii. o= h?/(4ma)
und skizzieren Sie die Wellenfunktionen.
Sind die Wellenfunktionen Eigenzustiande des Paritéatsoperators?
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Abbildung 1: Doppel-Delta-Potential
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