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Ihre Losung ist bis zum 08.11.2017 um 12 Uhr in das Postfach von Prof. Dr. Heiko Rieger
im Erdgeschoss von Gebaude E2 6 einzuwerfen.

1. [4.5 Punkte] Das Gibbssche Paradoxon
Ein Volumen V sei durch eine Trennwand in zwei gleiche Teilvolumina unterteilt, in denen sich
jeweils N Gasteilchen befinden. Das Gesamtsystem wird von einem Warmebad auf der konstanten
Temperatur T gehalten. Die Gasteilchen besitzen zwei Energiezustiande, den Grundzustand |g) mit

Energie 0 und den angeregten Zustand |¢) mit Energie £ (Abb.(1)). Nach Entfernen der Trennwand
findet eine Durchmischung der Gasteilchen statt (Abb.(2)), wobei die Entropie des Systems durch die
Mischungsentropie erhoht wird. Durch spontane Emission (Abb.(3)) gehen Atome vom angeregten

in den Grundzustand iiber, was zur Verringerung der Mischungsentropie und damit der Entropie des
Gesamtsystems fiihrt. Dieses vermeintliche Paradoxon soll im Folgenden genauer betrachtet werden.
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Gehen Sie von einem idealen Gas aus und zeigen Sie, dass sich die Entropie des Systems nach
Entfernen der Trennwand durch Durchmischung der Gasteilchen um AS = 2Nkp In (2) erhdht.
Die Besetzungszahlen des angeregten Zustandes und des Grundzustandes werden hierbei als

konstant angenommen (Abb.(2)).
Durch die Kopplung an das Warmebad der Temperatur 1" wird sich ein Gleichgewichtszustand

einstellen (Abb.(3)). Zeigen Sie fiir den Dichteoperator im kanonischen Ensemble fiir das interne
Zweizustandssystem:

p=trewle) (el + = lo) ol . == g2

Zeigen Sie, dass sich zwischen Abb.(1) und Abb.(3) nach Einstellen des Gleichgewichts fiir das

Zweizustandssystem die Entropiezunahme AS; = 2Nkp [ln (I+e )+ 1fe.r:| ergibt.

Mit dem Ubergang zwischen dem Zustand in Abb.(2) und Abb.(3) geht eine Energieabgabe an

das umgebende Warmebad einher. Zeigen Sie, dass die mit der Ubertragung der Warmeenergie

verbundene Erhéhung der Entropie des Warmebades AS; = Nk sz:i betragt.

Zeigen Sie, dass die Summe AS74+AS; mindestens so grofl wie die in Aufgabenteil (a) berechnete
Mischungsentropie ist, um diesen vermeintlichen Widerspruch aufzulosen.

2. [4 Punkte] N-Teilchensystem

(a)

Sei Zy die Zustandssumme eines Systems aus N nicht wechselwirkenden, identischen und un-
terscheidbaren Teilchen, Sy dessen Entropie, Fy der Erwartungswert der Energie und Fy
die freie Energie. Zeigen Sie, dass Zy = (Z1)Y, Sy = N-S;, Ex =N -Eyund Fy = N - I,
wobei Z1, S1, F1 und F die jeweiligen Groflen fiir ein einzelnes Teilchen bezeichnen.

Berechnen Sie mit Aufgabenteil (a) die Zustandssumme eines klassischen idealen Gases in
a = 1,2,3 Dimensionen mit jeweils N unterscheidbaren Teilchen im Volumen V = L% bei
der Temperatur 7" in der kanonischen Gesamtheit.

Berechnen Sie nun S, F und F unter den gleichen Voraussetzungen wie in Aufgabenteil (b).
Driicken Sie dabei S einmal als Funktion von F und einmal als Funktion von 7" aus sowie E
und F' als Funktionen von 7' (und natiirlich V' und N).

Info: http://www.uni-saarland.de/fak7/rieger/homepage/teaching.html
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3. [3.5 Punkte] Dichteoperatoren

(a)

(b)

()

Zeigen Sie, dass ein Operator der Form p = ) wy, [n) (n| mit w, >0, >° w, =1 und {|n)}
orthonormiert die Eigenschaften eines Dichteoperators erfiillt:

i. p ist hermitesch.

ii. p ist positiv semidefinit.

i, Sp(p) = 1.
Leiten Sie mithilfe der Schrodinger-Gleichung fiir den allgemeinen Fall eines zeitabhangigen
Hamilton-Operators die von Neumann-Gleichung

ot h

her und geben Sie im Falle eines zeitunabhingigen Hamilton-Operators p (¢) in Abhéngigkeit
von p (t = 0) an.

0[5t o)

Bei welchen der folgenden Matrizen handelt es sich um Matrixdarstellungen von Dichteopera-
toren? Beschreiben sie einen reinen oder einen gemischten Zustand?

() (e ) - (2 12)

4. [3.5 Punkte] Legendre-Transformation
Sei f: R — R eine streng konvexe Funktion (f (tx + (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —t) f (y) fir ¢t € (0,1)
und z,y € R). Die Legendre-Transformierte von f (z) ist geméf g (s) := s-x(s) — f (z(s)) mit
s:i=f'(x) = % definiert, kurz: g (s) + f () = s - x.

(a)

Erldutern Sie geometrisch, weshalb man statt 2 auch die Ableitung s = f’ (z) als unabhéngige
Variable einfithren kann.

Bestimmen Sie das totale Differential dg von g (s) und zeigen Sie, dass die Steigung von g (s)

durch x gegeben ist, d. h. zeigen Sie ¢’ (s) = % =z

Zeigen Sie, dass die Legendre-Transformierte von g (s) wieder f (z) ist.

Sei f (x) extremal in x.,; und g (s) extremal in Seq¢.
Zeigen Sie:
i g(0)+ f(xext) =0,
. g (Sewt)+ f(0) =0.
Zeigen Sie, dass fiir ¢” (s) # 0, f" (z) # 0 gilt: ¢" (s) - [ (z) = 1.

Zeigen Sie, dass die Funktion f (z) = c¢- ””—22, ¢ > 0 streng konvex ist, und {iberpriifen Sie fiir sie

die Aufgabenteile (b)-(e) explizit.

Betrachten Sie nun die Entropie S. Diese ist konkav als Funktion der inneren Energie U. Be-
stimmen Sie die Legendre-Transformierte von S beziiglich U. Diese wird als Massieu-Potential
oder Helmholtzsche freie Entropie ® bezeichnet. Wie lauten die natiirlichen Variablen von &7

5. [4.5 Punkte] Spins im Magnetfeld
Betrachten Sie IV Ising-Spins mit magnetischem Moment p in einem Magnetfeld B bei der Tempe-
ratur 7. Jeder Spin kann zwei Zustdnde annehmen, entweder parallel (1) oder antiparallel () zum
Magnetfeld. IThre Energie betrdgt e4 = —puB bzw. ) = pB. Die Magnetisierung des Systems ist
definiert als M := (Ny — N|) p.

(a)
(b)

(©)

Berechnen Sie die Zustandssumme Z und die freie Energie F' des Systems.

Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen der freien Energie des Systems und der Entropie bzw.
der Magnetisierung her und berechnen Sie die beiden Grofen fiir das betrachtete System.
Hinweis: Nutzen Sie eine Analogiebetrachtung zum idealen Gas.

Magnetische Arbeit: dW = —MdB

Berechnen Sie die innere Energie des magnetischen Systems einmal direkt unter Verwendung
der Definition der Magnetisierung und einmal unter Verwendung der Resultate der vorherigen
Aufgabenteile. Driicken Sie das Ergebnis tiber die Magnetisierung und das Magnetfeld aus.
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