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Ihre Losung ist bis zum 30.10.2013 um 12 Uhr in das Postfach von Prof. Dr. Heiko Rieger
im ErdgeschoB von Gebaude E2 6 einzuwerfen.

1. [9 Punkte] Entropie

=

(a) Beweisen Sie die Gibbs-Ungleichung: — Zpi In(p;) < — Zpi In (g;), wobei p = (p1,.-.,Pn)
i=1 i=1
und g = (q1, ..., gn) diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind.

(b) Zeigen Sie, dass die Boltzmann-Entropie additiv ist.
(c) Zeigen Sie, dass die Gibbs-Entropie subadditiv ist, d. h. zeigen Sie Sg (X +Y) < S¢ (X) +

Sa (Y). Zeigen Sie weiterhin, dass Gleichheit genau dann gegeben ist, wenn die beiden Systeme
unkorreliert sind.

(o] []

(d) Zeigen Sie fiir ein System mit diskreten Zustidnden, dass die Maximierung der Gibbs-Entropie
des Systems unter der Nebenbedingung konstanter Gesamtenergie F und unter Beachtung der
Normierungsbedingung zu einer Boltzmann-Verteilung der Zusténde fiihrt.

[e]

2. [4 Punkte] ldeales Gas in ein und zwei Dimensionen
(a) Berechnen Sie die Entropie sowohl eines ein- als auch eines zweidimensionalen idealen Gases.

(b) Zeigen Sie, dass fiir ein ideales Gas die Gibbs-Entropie in die Boltzmann-Entropie iibergeht.

3. [8 Punkte] Zentraler Grenzwertsatz
Wir betrachten eine Zufallsvariable « mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung w (z) und dem endli-
chen Mittelwert T = [ drzw (z) sowie dem Schwankungsquadrat o2 = 22 — T2, Wir erzeugen N
unabhéangige Realisierungen von x. Der Mittelwert

Ty +T2+ -+ TN
N

ist dann auch eine Zufallsvariable, die der Wahrscheinlichkeitsverteilung

1+ 22+ ... N
N

Yy =

Q(Y) :/dxldxg...dew(xl)...w(:L‘N)é(Y—

geniigt.
(a) Beweisen Sie, dass

0= o / dh ™Y [ (/)]

ist, wobei w die Fouriertransformierte der Verteilung w(x) ist.

_N<y75)2/(2‘,2r)

(b) Beweisen Sie, dass Q(Y) im Fall N — oo eine GauBverteilung proportional zu e
ist.
Hinweis: Entwickeln Sie & (¥/~) nach Ordnungen von %/~ und driicken Sie die Koeffizienten als Funktionen
von Z und z2 aus.

(¢) Beweisen Sie, dass im Fall N — oo der Zentrale Grenzwertsatz gilt:

o) 1
oy =\VY2-Y ~ —
v VN

(d) Betrachten Sie die folgenden zwei Wahrscheinlicheitsverteilungen:

(1) w(z) = /512 fiir |z| < /3/5 und w (z) =0 fir |z| > /3/5 ,
(2) w(z) = 3(1=2%)/4 fiir |z| < 1 und w (x) =0 fiir [z| > 1 .
Zeigen Sie, dass die beiden Verteilungen im Limes N — oo zur gleichen Verteilung 2(Y) fiihren.

Info: http://www.uni-saarland.de/fak7/rieger/homepage/teaching.html 1/2
Dipl. Phys. BENJAMIN BrAss, E2 6, Zi.1.04.1 Dipl. Phys. BENJAMIN BOGNER, E2 6, Zi.4.27
bebla@lusi.uni-sb.de bbogner@lusi.uni-sb.de



[e]

0.8 — 0.8

// \\ @
~—~ 0.6 / \ 0.6
é / \‘\ —
3 04 /’ \\ E‘, 0.4
(@]
0.2 ! \ 0.2
/ \
| \
0 t, \ 0
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Abbildung 1: Die beiden verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen (1) und (2) aus (d) fiihren im Limes
N — oo zur gleichen Verteilungsfunktion © (Y) des Mittelwertes Y = (z1+-+zn)/N.

4. [9 Punkte] 2-Zustands-System
Betrachten Sie N unterscheidbare Teilchen (N gerade), die sich im Grundzustand mit Energie g

oder im angeregten Zustand mit Energie €1 befinden kénnen, also E; € {gg,1}. Die Gesamtenergie
N

des Systems kann also nur diskrete Werte annehmen; sie betragt £ = Z E;. Ohne Beschrankung
i=1

der Allgemeinheit sei £9 = 0 (andernfalls ergibt sich eine Verschiebung der Energieskala) und 1 = ¢.

(a) Wie viele (Mikro)Zusténde existieren zu einer bestimmten Energie E und wie viele Mikro-
zustande kann das System insgesamt annehmen?

(b) Zeigen Sie, dass der relative Anteil p (E) (= Q(E) /Qtotar) von (Mikro)Zustédnden mit Energie
E im thermodynamischen Limes gegen eine Gaufiverteilung mit Mittelwert IV - § und Breite
o= g konvergiert.

. . 1
Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass p (E) = N (27\17) ist mit E = n - e. Werten Sie anschlieBend die

Binomialverteilung (‘:) " (1- q)Nﬁn mithilfe der Stirling-Formel fiir N — oo aus.
Welcher Wert ist hierbei fiir ¢ zu wahlen?

(¢c) 1. Berechnen Sie die Boltzmann-Entropie Sp (E). Welchen Wert hat sie, wenn sich das System
im thermodynamischen Gleichgewicht befindet?

ii. Welchen Wert hat E im thermodynamischen Gleichgewicht und wie sehen fiir endliches N
in diesem Fall die Fluktuationen von F um (FE) aus?
Hinweis: Nutzen Sie die Ergebnisse aus Aufgabenteil (b).

(d) Betrachten Sie ein Subsystem mit 1 < N7 <« N Teilchen, welches Energie mit den restlichen
Ny = N — N; Teilchen austauschen kann. Das Gesamtsystem mit der konstanten Energie F =
FE4 + E5 befinde sich im thermodynamischen Gleichgewicht.
i. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, im Subsystem 1 die Energie E; zu finden (d.
h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ny = % Teilchen des Subsystems angeregt sind).
ii. Berechnen Sie die Temperatur 77 des Subsystems.
Hinweis: Die Temperatur kann hierbei aufgrund des beschrankten Energiespektrums negativ werden.
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